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R E K U R E N C Y JN A  FO R M U ŁA  W Y ZN ACZAN IA  PO DA TN OŚCI DYN A 
M IC Z N E J U K ŁA D Ó W  PR ĘTO W Y C H  O ST R U K TU R ZE  KASKADOW EJ 

W  U JĘ C IU  G RA FÓ W  I LICZB STRU K TU R A LN Y C H

Streszczenie. Przedstawiono sposób wyznaczenia rekurencyjnej formuły na 
podatność dynamiczną układu prętowego o strukturze kaskadowej. W  tym celu 
zastosow ano grafy i liczby strukturalne oraz agregacje hipergrafów. O trzym ana 
rekurencyjna zależność na charakterystykę dynamiczną stanowi podstawę jej 
oprogram ow ania w celu wyznaczania podatności dynamicznych n-odcinkowych 
drgających wzdłużnie lub skrętnie układów prętowych.

T H E  R E C U R R E N T  FO R M U L A  O F D ETERM IN A TIO N  O F D YNAM ICAL 
FLEX IB ILITY  O F  BARSYSTEMS W ITH  CASCADE ST R U C TU R E  

R E PR E SE N T E D  BY G RA PHS AND STR U C TU R A L N UM BERS

Summary. In this paper a way of determ ination of a recurrent formula for a 
dynamical flexibility o f a  bar system with cascade structure has been presented. 
In o rder to attain  the recurrent formula hypergraphs, their agregation, and 
structural num bers are used. An obtained recurrent form  for a  dynamical 
characterization determ ines a base to its programming in o rder to  ottain the 
dynamical fexibilities for n-bars longitudinally or torsionally vibrating mechanical 
systems.
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1. W PR O W A D Z E N IE

Istotnym  działem  dynamiki układów technicznych, w tym maszyn, m echanizm ów  i 
urządzeń, jes t dział zajmujący się drganiami. Badanie drgań układów dynamicznych jest 
ważnym problem em  zarówno w obszarze zagadnień czysto praktycznych, naukow o— 

-badaw czych, jak  i w zakresie dydaktyki ogólnie pojętej mechaniki.
Jeśli w wyniku określonych działań1 otrzyma się m odel układu m echanicznego o 

param etrach  skupionych i rozłożonych w sposób ciągły wraz z ich wartościam i, to 
kolejnym etapem  jest utworzenie jego modelu matematycznego. Stosowanie w analizie 
drgań złożonych układów apara tu  m atematycznego w postaci rów nań różniczkowych 
zwyczajnych i cząstkowych bądź m etod macierzowych, podatności i sztywności 
dynamicznych, macierzy przeniesienia i innych [2-4,6-8,10-15], które w dalszym ciągu będą 
nazywane m etodam i klasycznymi, jest możliwe w przypadku drgających mechanicznych 
układów  o param etrach  skupionych lub rozłożonych w sposób ciągły. Stosowanie 
klasycznego apara tu  matem atycznego równań różniczkowych przysparza wiele znanych 
trudności, związanych z tworzeniem i rozwiązywaniem odpowiednich układów  rów nań 
różniczkowych ruchu. W  przypadku natom iast analizy układu zbudow anego z dużej liczby 
podukładów , a badanego za pom ocą m etod wymagających dekompozycji (przykładowo 
m etodą podatności dynamicznej), wyznaczenie charakterystyk dynamicznych sprowadza 
się do wielu pracochłonnych i czasochłonnych działań. W ciągu ostatnich dwudziestu kilku 
lat w O środku Gliwickim zaczęto rozwijać metody topologiczne i, m ające z nimi ścisły 
związek, m etody algebraiczne. Są to  metody grafów i liczb strukturalnych, k tóre dzięki 
sform alizow anem u sposobowi modelowania umożliwiają z jednej strony pełną algorytmi- 
zację i autom atyzację obliczeń przy wyznaczaniu charakterystyki dynamicznej układu, z 
drugiej zaś - bezpośrednie śledzenie wprowadzonych zmian strukturalnych. O prócz tego 
przez zastosow anie agregacji grafu można program ować modyfikacje struktury bez zmiany 
wygenerowanej uprzednio liczby strukturalnej wyższej kategorii i odpowiadającej jej liczby 
strukturalnej zupełnej. Uzyskuje się to dzięki tem u, że liczba strukturalna wyższej 
kategorii jes t funkcją liczb strukturalnych niższych kategorii, a zatem  po agregacji grafu 
zidentyfikowanie go liczbą strukturalną kategorii o jeden  wyższą niż uprzednio pociąga 
za sobą jedynie konieczność wygenerowania liczby strukturalnej najwyższej przyjętej 
kategorii.

Przedstaw iona zatem  praca dotyczy sformułowania i badania złożonych ciągłych 
układów mechanicznych w ujęciu grafów i liczb strukturalnych. T ak określony m odel 
układu m echanicznego stanowi podstawę do wyznaczenia charakterystyk dynamicznych, 
a  w szczególności podatności dynamicznej.

M im o że zadania tego typu są rozpowszechnione w dynamice drgających układów 
mechanicznych, to  prezentow anie tych zadań w języku grafów i liczb strukturalnych wnosi 
wiele nowych elem entów  i wychodzi naprzeciw współczesnym algebraicznym m etodom  
analizy oraz m oże prowadzić do dalszych uogólnień z zakresu badania drgających 
złożonych układów  dynamicznych.
Najistotniejszym jednak  elem entem  tego typu opisu jest fakt, iż w przypadku struktur 
regularnych, a do takich należy struktura2 kaskadowa prętów, zastosowanie agregacji

* Zagadnienie to stanowi treść problemu identyfikacji (por. np. [9]) układów mechanicznych i wykracza 
poza zakres niniejszej pracy.

O
Pojęcie struktury układu nie jest jednoznaczne i każdorazowo powinno być uściślone. W niniejszej 

pracy rozumie się je  tak jak  w pracach (por. np. [1,16-18]).
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hipergrafu umożliwia w prosty sposób wygenerowanie rekurencyjnej formuły na podatność 
dynamiczną. I ten właśnie problem  stanowi istotę niniejszej pracy, bowiem specyfika 
prezentow anego opisu i jego algebraizacja m etodą liczb strukturalnych, a w szczególności 
zastosowanie funkcji wyznacznikowej, określonej na tych liczbach, umożliwia prow adzenie 
analizy bez żadnych ograniczeń nałożonych na rodzaje i liczbę elem entów  złożonego 
ciągłego układu mechanicznego przy wykorzystaniu elektronicznej techniki obliczeniowej.

2. W Y ZN A C Z E N IE  R EK U R EN C Y JN EJ FO RM U ŁY  NA PO D A TN O ŚĆ 
D Y N A M IC ZN Ą  U K ŁA D U  PR ĘT O W EG O  W U JĘ C IU  H IP E R G R A F Ó W I LICZB 
ST R U K TU R A L N Y C H

W  pracy [5] sformalizowano modelowanie drgającego wioloodcinkowego układu 
prętow ego obciążonym hipergrafem , jako zasobu określonych środków opisu rozważanej 
struktury m odelu, w odróżnieniu od intuicyjnego wprowadzania hipergrafu obciążonego 
jako  m odelu tej klasy układu. Przechodząc zatem  do problem u wyznaczenia podatności 
dynamicznej układu dwuprętowego, rozważa się jego m odel - przykładowo swobodny - po 
kazany na rys. 1 .

N a rys. 2 przedstaw iono natom iast hipergraf układu i szkielet hipergrafu.
Liczba strukturalna dopełniająca A d0 szkieletu (rys. 2) jest równa

Ao = [Ą ( 1)

a zatem  liczba strukturalna 2A  hipergrafu (rys. 2) wynosi

A lb

7̂ 7̂ a
( 2 )

1S 1 1S 2

--------------------------------- ------------ --------------------

1S 0
u n m

Rys. 1 . M odel dwuprętowego swobodnego układu drgającego wzdłużnie 
o strukturze kaskadowej 

Fig. 1. A  m odel o f two-bar longitudinally vibrating free system with 
cascade structure
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Rys. 2. Obciążony graf drugiej kategorii i jego szkielet 
Fig. 2. T he weighted second category graph and its skeleton

Aby wyznaczyć podatność dynamiczną w przekroju pręta, w którego osi podłużnej 
odm ierza się ogólnioną w spółrzędną jS3, należy jeszcze wyliczyć pochodną algebraiczną 
2A 52 liczby strukturalnej 2A  jako

X  ‘ N ‘[ 2a] =

W  tablicach rzędów  pochodnych liczb strukturalnych 2A i 2A b2

nie m a kolum n identycznych, a więc liczby strukturalne zupełne A  i A b2 są równe

A ~ AlbA2+A2A2a i A^ = A lbA2b*AlA 2ab . ( 5 )

Wyznaczniki D  i D b2 liczb strukturalnych zupełnych A  i A b2 są zatem  następujące

D  -  t}lbD2 +D2D2a i = Dltp 2b +Di D2a2l ■ ( 6 )

D zieląc wyznaczniki D  i D b2 przez iloczyn D XD 2 otrzymuje się



R ekurencyjna zależność wyznaczania podatności... 51

Podatność dynamiczna w przekroju pręta, w którego osi podłużnej odm ierza się 
uogólnioną w spółrzędną 3s3, wynosi ostatecznie

Zależność (8) opisuje podatność dynamiczną dwuelementowego układu prętowego, 
obliczoną na prawym końcu układu prętowego.

Aby wyznaczyć podatność dynamiczną układu trój elem entowego (rys. 3), zastosowano 
agregację bloków grafu blokowego [1], Agregacja w rozważanym przypadku polega na 
zastąpieniu dwóch bloków grafu blokowego drugiej kategorii z rys. 2 jednym  blokiem 
trzeciej kategorii. W  dalszym ciągu do tego bloku dołącza się hipergraf drugiej kategorii, 
który jes t m odelem  trzeciego pręta. Rozważania te zilustrowano na rys. 4.
A zatem  po agregacji otrzymuje się hipergraf i jego szkielet (rys. 5). Podatność 
dynamiczną, określoną zależnością (8), przyporządkowano krawędzi b2 .

1S0 1S0 1S 0 1S0

Rys 3. G raficzne przedstawienie metody agregacji w ujęciu hipergrafów 
Fig. 3. G raphical representation of an agregation m ethod represented  by

hypergraph

1S2 1S3 1S 4

   - < D -  • — - -  — 0 -  •  —  • - 0 -  -

Rys. 4. M odel trójelementowego swobodnego drgającego skrętnie układu 
prętowego o strukturze kaskadowej 

Fig. 4. T he model o f a torsionally vibrating three-bar system with cascade
structure
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Liczba strukturalna dopełniająca szkieletu (rys. 5) A d0 jest równa

A* = [b2a3] .

tak  więc liczba strukturalna 2 A  hipergrafu (rys. 5) wynosi

.  \a, a ,

-  [a<?]i
1 ”"1 

A 2b  A 2

A-,.

(9 )

(1 0 )

1S0

Rys. 5. Obciążony hipergraf układu z rys. 4 i jego szkielet 
Fig. 5. T he weighted hypergraph of the system from  fig. 4 and its skeleton

Aby wyznaczyć podatność dynamiczną w przekroju pręta, w którego osi podłużnej 
odm ierza się uogólnioną w spółrzędną jS4, należy jeszcze wyliczyć pochodną algebraiczną 
2A 52 liczby strukturalnej 2A  jako

A  A
A2b A2
Alb A ai

’A, = [A]i[

W  tablicach rzędów pochodnych liczb strukturalnych 2A  i 2A b3

(11 )

p  =
0 o
1 o 
0 1

i Pb.
0 o
1 o 
1 2

( 12 )

nie m a kolum n identycznych, a więc liczby strukturalne zupełne A  i A b3 są równe

A =* A1(A2bA2+A2A2ll) i Â  - Al(A2bA2b*A2A2ab) . (1 3 )

Wyznaczniki D  i D b3 liczb strukturalnych zupełnych A  i A b3 są zatem  następujące

D = D^D2bD2*D2Dia) i = D2 (D2bD2b+D2D22b) . ( 1 4 )



Rekurencyjna zależność wyznaczania podatności... 53

D zieląc wyznaczniki D  i D b3 przez iloczyn D ]D 2D 3 otrzymuje się

D2b D3 + D2 Ą . )
c ,  d 2 d 3 )

o 2b Dlb  + D2 D2ab
. °2 D3 Dx D2b

(15)
2b 3b 3ab* 3b

Podatność dynamiczna w przekroju pręta, w którego osi podłużnej odm ierza się 
uogólnioną w spółrzędną jS4, wynosi ostatecznie

y „ M ^ a b )  . (lfi)

W e wzorze (16) występuje wyrażenie Y2b, k tóre jest podatnością układu 
dw uelem entow ego. Podatność tę określono zależnością (8) i przyporządkowano krawędzi 
szkieletu b2 bloku trzeciej kategorii (rys.5), a więc Y2b= Y b2 .
W obec tego zależność (16) należy zapisać w postaci

y  .

Postępując podobnie jak  w przypadku układu dwuelementowego i trójelem entowego, 
podatność układu czteroprętow ego jest następująca

.  Ya^Ylab)
*b.   • ( 1 8 )

oraz (i +  1) - elem entow ego wynosi

,  Yg.Ub (Yb^Yu.uab)
Y b S Y u . u a  '  1 '   ’ • ( 1 9 )

Podatność (18) jes t rekurencyjną zależnością umożliwiającą jej oprogram aw anie. Stanowi 
ona jedną  z możliwości pakietu kom puterow ego1, wyznaczającego podatności dynamiczne 
złożonych drgających wzdłużnie lub skrętnie układów prętowych o odcinkowo stałym 
przekroju.

1 Pakiet ten znajduje się w Katedrze Mechaniki Robotów i Maszyn Roboczych Ciężkich Wydziału 
Mechanicznego Technologicznego Politechniki Śląskiej.
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A bstract

T he presen ted  work concerns building and researching of complex continuous m echanical 
systems w ith the aid o f graphs and structural numbers. M odel o f m echanical system, 
described in this way, is trea ted  as the basis for proceeding determ ination of dynamic 
characteristics (with special regard to the determ ination of dynamical flexibility).
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In spite o f the fact that problem s of this kind are common in dynamics of vibrating 
m echanical systems, applying graphs and structural num bers in their solution allows to 
strike som e new hints and helps to m eet m odern m ethods of algebraical analysis. It may 
be helpful in developing further generalisation in the research of vibrating, complex 
m echanical systems, too.

Y et the m ost im portant feature of this mathem atical interpretation is, that applying a 
hypergraph aggregation enables us to generate in a simple way a  recurrent form ula of 
dynamical flexibility for any regular structures (like a cascade structure o f a bar). This 
work is dealing with this particular case. The character of presented description and 
algebraisation of it, carried out with the m ethod of structural num bers (in particular 
applying the determ inant function designated on structural num bers), allows to  analyse 
complex, continuous m echanical systems without any need to limit num ber and variety of 
their elem ents while working with with electronical technics o f calculation.

Pracę wykonano w ram ach PBU-638/RM T-7/92


