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REKURENCYJNA FORMULA WYZNACZANIA PODATNOSCI DYNA-
MICZNEJ UKLADOW PRETOWYCH O STRUKTURZE KASKADOWE]
W UJECIU GRAFOW I LICZB STRUKTURALNYCH

Streszczenie. Przedstawiono sposéb wyznaczenia rekurencyjnej formuly na
podatnos¢ dynamiczng uktadu pretowego o strukturze kaskadowej. W tym celu
zastosowano grafy i liczby strukturalne oraz agregacje hipergrafow. Otrzymana
rekurencyjna zalezno$¢ na charakterystyke dynamiczng stanowi podstawe jej
oprogramowania w celu wyznaczania podatnos$ci dynamicznych n-odcinkowych
drgajacych wzdtuznie lub skretnie uktadéw pretowych.

THE RECURRENT FORMULA OF DETERMINATION OF DYNAMICAL
FLEXIBILITY OF BARSYSTEMS WITH CASCADE STRUCTURE
REPRESENTED BY GRAPHS AND STRUCTURAL NUMBERS

Summary. In this paper a way of determination of a recurrent formula for a
dynamical flexibility of a bar system with cascade structure has been presented.
In order to attain the recurrent formula hypergraphs, their agregation, and
structural numbers are used. An obtained recurrent form for a dynamical
characterization determines a base to its programming in order to ottain the
dynamical fexibilities for n-bars longitudinally or torsionally vibrating mechanical
systems.

PEKYPPEHTHAfl 3ABWCMMOCTb  OnPEfIEJIEHMH HHHAMMA4ECKOH
nOfIATIIMBOCTM CTEPXHEBbK CHCTEM C KACKAfIHOU CTPyKTYPOh
nPEfICTABJIEHHAH PPAOAMM M CTPyKTyPHbIMh 4HCI1AMM

PegioMe. B paSoTe npencTaBneH MeTon onpeneneHna
pe«xyppeHTHoH 3aBncnMocTn HacaiomeHca nuHaMHwecHoh
nonaTnuBOCTM CTepwHeBotl CHCTeMbi <c¢ KacaaanHotl CTpyKTypott.
Una SToro npHMeHaioTca rpa$bhi, CTpyKTypHbie uncna n arperauun
rwneprpa$0B, onpejjeneHHaa peayppeHTHaa 3aBncnMOCTb Ha
nuHaMiiwecHyio XxapaaTepncTHHy aBnaeTca ochoboH nna ee
nporpaMMMpoBattna mtoSu onpejjenuTb nuHaMnuecKue nonaTnnBocTu
n- cTepwHeBbix npononbHO nnn KpyTwnbHO KoneSmomnxca
MexaHuaecKMX cmctgm.
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1. WPROWADZENIE

Istotnym dziatem dynamiki uktadéw technicznych, w tym maszyn, mechanizméw i
urzadzen, jest dziat zajmujacy sie drganiami. Badanie drgan uktadéw dynamicznych jest
waznym problemem zaréwno w obszarze zagadnieA czysto praktycznych, naukowo—

-badawczych, jak i w zakresie dydaktyki ogdlnie pojetej mechaniki.

Jes$li w wyniku okre$lonych dziatanl otrzyma sie model uktadu mechanicznego o
parametrach skupionych i roztozonych w spos6b ciggly wraz z ich wartosciami, to
kolejnym etapem jest utworzenie jego modelu matematycznego. Stosowanie w analizie
drgan ztozonych uktadéw aparatu matematycznego w postaci réwnan rézniczkowych
zwyczajnych i czastkowych badZz metod macierzowych, podatnosci i sztywnosci
dynamicznych, macierzy przeniesienia i innych [2-4,6-8,10-15], ktére w dalszym ciggu bedg
nazywane metodami klasycznymi, jest mozliwe w przypadku drgajacych mechanicznych
uktadéw o parametrach skupionych lub roztozonych w sposéb ciggly. Stosowanie
klasycznego aparatu matematycznego réwnan rézniczkowych przysparza wiele znanych
trudnos$ci, zwigzanych z tworzeniem i rozwigzywaniem odpowiednich uktadéw réwnan
rézniczkowych ruchu. W przypadku natomiast analizy uktadu zbudowanego z duzej liczby
poduktadéw, a badanego za pomocg metod wymagajagcych dekompozycji (przyktadowo
metodg podatnosci dynamicznej), wyznaczenie charakterystyk dynamicznych sprowadza
sie do wielu pracochtonnych iczasochtonnych dziatan. W ciggu ostatnich dwudziestu kilku
lat w O$rodku Gliwickim zaczeto rozwija¢é metody topologiczne i, majgce z nimi Scisty
zwigzek, metody algebraiczne. Sg to metody graféw i liczb strukturalnych, ktére dzieki
sformalizowanemu sposobowi modelowania umozliwiajg z jednej strony peing algorytmi-
zacje i automatyzacje obliczeh przy wyznaczaniu charakterystyki dynamicznej uktadu, z
drugiej za$ - bezposrednie $ledzenie wprowadzonych zmian strukturalnych. Oprécz tego
przez zastosowanie agregacji grafu mozna programowac¢ modyfikacje struktury bez zmiany
wygenerowanej uprzednio liczby strukturalnej wyzszej kategorii i odpowiadajacej jej liczby
strukturalnej zupeinej. Uzyskuje sie to dzieki temu, ze liczba strukturalna wyzszej
kategorii jest funkcjg liczb strukturalnych nizszych kategorii, a zatem po agregacji grafu
zidentyfikowanie go liczbg strukturalng kategorii o jeden wyzsza niz uprzednio pocigga
za sobg jedynie konieczno$¢ wygenerowania liczby strukturalnej najwyzszej przyjetej
kategorii.

Przedstawiona zatem praca dotyczy sformutowania i badania ztozonych ciggtych
uktadéw mechanicznych w ujeciu graféw i liczb strukturalnych. Tak okreslony model
uktadu mechanicznego stanowi podstawe do wyznaczenia charakterystyk dynamicznych,
a w szczeg6lnosci podatnosci dynamicznej.

Mimo ze zadania tego typu sg rozpowszechnione w dynamice drgajacych uktadow
mechanicznych, to prezentowanie tych zadan w jezyku graféw i liczb strukturalnych wnosi
wiele nowych elementéw i wychodzi naprzeciw wspoétczesnym algebraicznym metodom
analizy oraz moze prowadzi¢ do dalszych uog6élnien z zakresu badania drgajacych
ztozonych uktadéw dynamicznych.

Najistotniejszym jednak elementem tego typu opisu jest fakt, iz w przypadku struktur
regularnych, a do takich nalezy struktura2 kaskadowa pretéw, zastosowanie agregacji

*Zagadnienie to stanowi tre$¢ problemu identyfikacji (por. np. [9]) uktadéw mechanicznych iwykracza
poza zakres niniejszej pracy.

Pojecie struktury uktadu nie jest jednoznaczne i kazdorazowo powinno by¢ usci$lone. W niniejszej
pracy rozumie sig je tak jak w pracach (por. np. [1,16-18]).
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hipergrafu umozliwiaw prosty sposéb wygenerowanie rekurencyjnej formuty na podatnos¢
dynamiczng. | ten wiasnie problem stanowi istote niniejszej pracy, bowiem specyfika
prezentowanego opisu ijego algebraizacja metodg liczb strukturalnych, a w szczegdlnosci
zastosowanie funkcji wyznacznikowej, okreslonej na tych liczbach, umozliwia prowadzenie
analizy bez zadnych ograniczen natozonych na rodzaje i liczbe elementéw ztozonego
ciggtego uktadu mechanicznego przy wykorzystaniu elektronicznej techniki obliczeniowej.

2. WYZNACZENIE REKURENCYJNEJ FORMULY NA PODATNOSC
DYNAMICZNAUKELADU PRETOWEGO W UJECIU HIPERGRAFOWI LICZB
STRUKTURALNYCH

W pracy [5] sformalizowano modelowanie drgajgcego wioloodcinkowego uktadu
pretowego obcigzonym hipergrafem, jako zasobu okre$lonych $rodkéw opisu rozwazanej
struktury modelu, w odréznieniu od intuicyjnego wprowadzania hipergrafu obcigzonego
jako modelu tej klasy uktadu. Przechodzac zatem do problemu wyznaczenia podatnosci
dynamicznej uktadu dwupretowego, rozwaza si¢ jego model - przyktadowo swobodny - po-
kazany na rys. 1.

Na rys. 2 przedstawiono natomiast hipergraf uktadu i szkielet hipergrafu.
Liczba strukturalna dopetniajaca Ado szkieletu (rys. 2) jest réwna

Ao =[A (1)

a zatem liczba strukturalna 2A hipergrafu (rys. 2) wynosi

Alb

2
N7 Na (2)

1§81 1§82

1S0

u n m

Rys. 1. Model dwupretowego swobodnego uktadu drgajgcego wzdtuznie
o strukturze kaskadowej
Fig. 1. A model of two-bar longitudinally vibrating free system with
cascade structure
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Rys. 2. Obcigzony graf drugiej kategorii i jego szkielet
Fig. 2. The weighted second category graph and its skeleton

Aby wyznaczy¢ podatno$¢ dynamiczng w przekroju preta, w ktérego osi podtuznej
odmierza sie ogdlniong wspo6trzedna jS3, nalezy jeszcze wyliczy¢ pochodng algebraiczng
2A52 liczby strukturalnej 2A jako

X N Ta]=

W tablicach rzedéw pochodnych liczb strukturalnych 2A i 2Ak2

nie ma kolumn identycznych, a wiec liczby strukturalne zupetne A i A2 sg réwne

A ~ AIDA2+AAZa | A” = AIAZD*AIA 2D ()

Wyznaczniki D i Db2 liczb strukturalnych zupetnych A i Ab2sg zatem nastepujace

D - tbp2+DD2a i = Dltp 2+DiD22l = (6)

Dzielgc wyznaczniki D i D2 przez iloczyn DX 2 otrzymuje sie
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Podatno$¢ dynamiczna w przekroju preta, w ktérego osi podiuznej odmierza sie
uog6lniong wspdtrzedng 353, wynosi ostatecznie

Zalezno$¢ (8) opisuje podatno$¢ dynamiczng dwuelementowego uktadu pretowego,
obliczong na prawym koncu uktadu pretowego.

Aby wyznaczy¢ podatno$¢ dynamiczng uktadu tréjelementowego (rys. 3), zastosowano
agregacje blokéw grafu blokowego [1], Agregacja w rozwazanym przypadku polega na
zastgpieniu dwdch blokéw grafu blokowego drugiej kategorii z rys. 2 jednym blokiem
trzeciej kategorii. W dalszym ciggu do tego bloku dotacza sie hipergraf drugiej kategorii,
ktéry jest modelem trzeciego preta. Rozwazania te zilustrowano na rys. 4.

A zatem po agregacji otrzymuje sie hipergraf i jego szkielet (rys. 5). Podatnos¢
dynamiczna, okreslong zaleznos$cia (8), przyporzadkowano krawedzi b2 .

150 1S0 1S0 1S0

Rys 3. Graficzne przedstawienie metody agregacji w ujeciu hipergraféw
Fig. 3. Graphical representation of an agregation method represented by
hypergraph

182 1S3 1S4

Rys. 4. Model tréjelementowego swobodnego drgajacego skretnie uktadu
pretowego o strukturze kaskadowej
Fig. 4. The model of a torsionally vibrating three-bar system with cascade
structure
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Liczba strukturalna dopetniajgca szkieletu (rys. 5) Ado jest réwna

A* - ] - (9)

tak wiec liczba strukturalna 2A hipergrafu (rys. 5) wynosi

\&1 ]

N T (10)
A,

1S0

Rys. 5. Obcigzony hipergraf uktadu z rys. 4 ijego szkielet
Fig. 5. The weighted hypergraph of the system from fig. 4 and its skeleton

Aby wyznaczyé podatno$é dynamiczng w przekroju preta, w ktérego osi podiuznej
odmierza sie uogélniong wspétrzedng jS4, nalezy jeszcze wyliczy¢ pochodng algebraiczng

2A 52 liczby strukturalnej 2A jako

A A
A, = [AN[ A A2 auy
Alb Aai
W tablicach rzedéw pochodnych liczb strukturalnych 2A i2AHB3
0o 0o
p=10 I m 1o (12)
01 12

nie ma kolumn identycznych, a wiec liczby strukturalne zupeine A i Ab3sg réwne

A *ALEDHA2E) T A - AIEHDAD2Y) . (13)

Wyznaczniki D i D3 liczb strukturalnych zupetnych A i Ab3 sg zatem nastepujace

D-DDARTDE) i - D2QREbIzY) . (14)
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Dzielgc wyznaczniki D i Db3 przez iloczyn D]D2D 3 otrzymuje sie

D2b D3+D2 A .)
c, d2 d3)

(15)

02b DIb +D2 D2ab "

o, D3 Dx D2b 2b 3b  3ab*3b

Podatno$¢ dynamiczna w przekroju preta, w ktérego osi podtuznej odmierza sie
uog6blniong wspoétrzedng jS4, wynosi ostatecznie

y . M~ab) . (Ifi)

We wzorze (16) wystepuje wyrazenie Y2b, ktére jest podatno$cig ukiadu
dwuelementowego. Podatno$¢ te okreslono zaleznoscia (8) i przyporzadkowano krawedzi
szkieletu b2 bloku trzeciej kategorii (rys.5), a wiec Y2b=Y 12 .

Wobec tego zalezno$¢ (16) nalezy zapisa¢ w postaci

y

Postepujac podobnie jak w przypadku uktadu dwuelementowego i tréjelementowego,
podatno$¢ uktadu czteropretowego jest nastepujgca

YanYlab)
(18)
oraz (i + 1) - elementowego wynosi
Yg.Ub (YbYu.uab)
YbSYu.ua ' 1 ' te (19)

Podatnos$é¢ (18)jestrekurencyjngzaleznoscig umozliwiajgcgjej oprogramawanie. Stanowi
onajedng z mozliwosci pakietu komputerowegol wyznaczajacego podatnoséci dynamiczne
ztozonych drgajacych wzdtuznie lub skretnie uktadéw pretowych o odcinkowo statym
przekroju.

1 Pakiet ten znajduje si¢ w Katedrze Mechaniki Robotow i Maszyn Roboczych Cigzkich Wydziatu
Mechanicznego Technologicznego Politechniki Slaskiej.
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Abstract

The presented work concerns building and researching of complex continuous mechanical

systems with the aid of graphs and structural numbers. Model of mechanical system,
described in this way, is treated as the basis for proceeding determination of dynamic
characteristics (with special regard to the determination of dynamical flexibility).
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In spite of the fact that problems of this kind are common in dynamics of vibrating
mechanical systems, applying graphs and structural numbers in their solution allows to
strike some new hints and helps to meet modern methods of algebraical analysis. It may
be helpful in developing further generalisation in the research of vibrating, complex
mechanical systems, too.

Yet the most important feature of this mathematical interpretation is, that applying a
hypergraph aggregation enables us to generate in a simple way a recurrent formula of
dynamical flexibility for any regular structures (like a cascade structure of a bar). This
work is dealing with this particular case. The character of presented description and
algebraisation of it, carried out with the method of structural numbers (in particular
applying the determinant function designated on structural numbers), allows to analyse
complex, continuous mechanical systems without any need to limit number and variety of
their elements while working with with electronical technics of calculation.

Prace wykonano w ramach PBU-638/RMT-7/92



