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A N A LIZA  N U M ER Y C ZN A  W ARTOŚCI N A PR Ę ŻE Ń  STYCZNY CH  
W Y STĘPU JĄ C Y C H  W  PR ZEPŁY W IE PSEU D O PLA STY C ZN EJ C IECZY  

N IEN EW TO N O W SK IEJ W M IESZA LN IK U  W ALCOW YM

Streszczenie. W  pracy przedstawiono analizę numeryczną wartości naprężeń 
stycznych występujących w cieczy nienewtonowskiej podczas procesu jej mieszania 
w mieszalniku walcowym dla przyjętych różnych wartości indeksu przepływu 
cieczy. Z  badań wynika, iż spadek wartości indeksu przepływu (wzrost 
zanieczyszczeń w cieczy) powoduje wzrost wartości naprężeń stycznych.

N U M E R IC A L  ANALYSIS O F T H E  T A N G EN TIA L STRESSES VALUES 
O C C U R R IN G  IN T H E  PSEUD OPLA STICA L N ON -NEW TO NIA N  FL U ID  

FLOW  IN T H E  CYLIN DRICA L M IX ER

Summary. T he numerical analysis o f the tangential stresses values occurring 
in the non-N ewtonian fluid flow in the cylindrical mixer dependent on the flow 
index has been presented  in the paper. The decrease of the flow index value (i.e. 
the  increase of the fluid impurities) means the increase o f the tangential stresses 
values.

THCJIEHHHH A H A JIH 3 3XAM EHHH K A C A T E JIbH H X  H A IIPPD K E H H ñ  
BHCTYIIA1011J,HX B IICEBŻOIIJIACTHTHOH HEH blOTOHOBCKOH  

X H 2 K 0 C T H  B U,HJIHHaPHMECKOM M HKCEPE

Pe3i0Me. B pabone npeztCTamieH UHCtiennHfi aitatiH3 3HayeitHft 
jcacaTeribHHx nanpnxceHHH BHCTynaiow,Hx 6 neHbioTOHOBCKoñ xchíxkocth 
b u,HnHH2tpHuecK0M MHKc e p e  A n n  pasriHUHHX 3HaueHHH noKa3aTenn 
HeHbiOTOHOBCKoro noBeiteHHH. Y M e m u e n H e  noKa3aTenn HeHbiOTOHO- 
BCKoro noBezeHHn (to ecTb, B03pacTaHHe n p H M e c H H  b xh^kocth) 
03HanaeT B03pacTaHHe 3HaneHHfl KacaTejibitHx itanpaaceitHH.
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1. W STĘP

W  pracy analizuje się stacjonarny przepływ nienewtonowskiej izoterm icznej cieczy, 
który wywołany jest ruchem  cylindrycznego mieszadła w mieszalniku walcowym. Przyjmuje 
się lam inarny przepływ cieczy nieściśliwej o stałej gęstości i lepkości dynamicznej cieczy. 
W  rów naniu energii pom ija się siły masowe i dysypację energii.W ykorzystuje się rozkład 
wartości prędkości cieczy, który m a zasadniczy wpływ na wartości naprężeń stycznych 
występujących na głębokości mieszanej cieczy. Należy zauważyć, że ciecze podczas 
mieszania charakteryzują się różnym stopniem  występowania zanieczyszczeń, co ma wpływ 
na zm ienną w artość lepkości pozornej cieczy. W raz ze wzrostem zanieczyszczeń ciecz 
uzyskuje nienewtonowskie własności. Indeks przepływu n jest pew ną um owną m iarą 
stosow aną przez Reinera-R ivlina do określania stopnia odmienności cieczy newtonowskiej 
od nienewtonowskiej. D la n = l  mamy ciecz newtonowską. Ciecz nienewtonowska o 
w łasnościach pseudoplastycznych ma indeks przepływu n w przedziale <0.5,1). Celem 
pracy jest ustalenie wpływu pseudoplastycznych własności cieczy na wartości naprężeń 
stycznych występujących w cieczy podczas procesu jej mieszania w mieszalniku walcowym.

2. R O Z W IĄ Z A N IE  R Ó W N A N IA  R U C H U  CIECZY

Proces m ieszania w dowolnym układzie współrzędnych cylindrycznych (v,r,z) jest 
opisany trzem a rów naniam i pędu (patrz Appendix), które skrótowo zapisuje się wzorem

gdzie p oznacza stałą gęstość cieczy w [kg/m3], v - w ektor prędkości cieczy w [m/s], S - 
tensor naprężeń  w [Pa], Związki konstytutywne mają następującą postać [2]:

[2]:

(1)

S = (2)

gdzie p  oznacza zm ienne ciśnienie w [Pa], U - tensor jednostkowy, T  - tensor prędkości 
deform acji w [l/s].
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Lepkość dynamiczną cieczy p p w [Pa-s] określa się wzorem [3]:

d V  V "_1
dr

(3)

gdzie mQ to współczynnik konsystencji cieczy w [Nsn/m], V lf) - obwodowa współrzędna 
w ektora prędkości cieczy v w [m/s], r  - współrzędna prom ieniowa w [m] , n - indeks 
przepływu cieczy z przedziału <0.5;1> . Równanie ciągłości ma następującą postać [2]:

d iw  = 0 . (4)

Proces mieszania odbywa się w mieszalniku walcowym (rys.l). Symbole V  ,V r,Vz to 
w spółrzędne w ektora prędkości cieczy v po kierunku obwodowym, promieniowym i 
głębokości mieszalnika. Ponieważ ruch cieczy wywołany jest wyłącznie w kierunku 
obwodowym przez ruch wałka mieszającego, a ciśnienie jest zmienne, stąd przyjmuje się 
następujące założenia upraszczające [2]:

- V r> . W  s 0 , vz(z) - 0  , p -  p( r) (5)

R ys.l. Przekrój mieszalnika z cylindrycznym wałkiem mieszającym 
F ig .l. Intersection o f  the mixer with the cylindrical stirrer

dla R w<r<R; R w, R z - to długości promieni wałka mieszającego i mieszalnika [m]. 
W prowadza się wielkości bezwymiarowe [2]:

r ‘  =  T  ’  * * *  =  ^  ’  K l  =  7 7 ^  ’  p  =  p ‘ * p ' p i  ’  p ° =  p “ 2 * *  ( 6 )n w Po

gdzie p p, p 0, pa to lepkość dynamiczna cieczy, charakterystyczny współczynnik lepkości 
dynamicznej w [Pa-s] i ciśniene atmosferyczne w [Pa] oraz pQ - charakterystyczny
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w ektora prędkości (stosując znane związki geometryczne). Po wykorzystaniu założeń (3), 
(5) i (6) w równanich (1) uzyskuje się następujący układ [2]:

d 2 V, ¿¡P,, dV , d V i d » p i. _ '• y ____£> = o
dr, dr.  r, dr,  dr,  1 , 2Pi  , 2d r x

(7)

r, dr,
(7a)

dla l< r< D , D = R Z/R W, l< D < + co ; gdzie P p ^ P p ^ r ^ n ) ,  a V 1= V j( r1) jest niewiadom ą 
bezwymiarową funkcją prędkości. Z akłada się, że prędkość cieczy na wałku jest równa 
prędkości wałka, a  prędkość cieczy na ściance mieszalnika jest równa zero. Stąd dla 
rów nania (7) przyjmuje się następujące warunki brzegowe [2]:

P i(r , - 1 )  -  1 , -  0 (8)

Rozwiązanie rów nania (6) zakłada się w postaci szeregu {[2]} :

(9)

M etodą współczynników nieoznaczonych wyznaczono funkcje [2]:

D

D 2- 1
R - H

\ r l D
(10)

4 D 2 1 rf-l
ln(r,) - - L — ln(D)  

D 2- 1
(U)

W  4 1 ^ 4  I W *
8 D 2 1

D - l  r.
In V  - ln2 Z)

D 2-l
(12)
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3. N A PR Ę Ż E N IA  STY CZN E W Y STĘPU JĄ CE W CIECZY

W artości naprężeń stycznych t w [Pa] na głębokości przestrzeni mieszania dla indeksu 
przepływu 0 .5 in S l mają postać [1,2]:

dla R ^ r i iR j , ,  p p= p 0p p l, gdzie lepkość p p przedstawia wzór (3).
Po przyjęciu założeń (6) we wzorach (3)&(13) wartości naprężeń stycznych na głębokości 
przestrzeni mieszania m ają postać [3]:

rt-1
' Y l d V \ '

r \ d r l d r i ,

dla l ^ r ^ D ,  0 .5<n<l. Po wprowadzeniu wzoru funkcji prędkości (9) do formuły (14) 
wartości naprężeń stycznych r  mają postać :

(13)

(15)

(15b)

Dla r j s l ,  tzn. dla wartości naprężeń stycznych r p występujących na powierzchni wałka 
mieszającego, wzór (15) uzyskuje postać :

, -  x(r ,)  = )) . (16)



98 A. A. Czajkowski, K. Wierzcholski

DIKCNSIOUESS LENGHT Of T>€ MIXING-SPACE r j

BEZWYMIAROWA GŁĘBOKOŚĆ PRZESTRZENI MIESZANIA

IS
sh-
2

Rys.2. Rozkłady wartości naprężeń stycznych t/t występujących w cieczy nienewtonowskiej dla 
indeksu przepływu cieczy n = 41/45, 35/45, 29/45, 23/45 oraz parametrów D - 1 .5 , f - 5  

Fig.2. Distributions o f  the tangential stresses values t/t occurring in the non-Newtonian flu id  
fo r  the flow index n= 41145,35/45,29/45,23/45 & fo r  the parameters D=1.5, f= 5

Rys-3. Rozkłady wartości naprężeń stycznych t/t występujących w cieczy nienewtonowskiej dla 
indeksu przepływu cieczy n =  41/45, 35/45, 29/45 i 23/45 oraz parametrów D = 3 ,f= 5  

F ig3 . Distributions o f  the tangential stresses values t/t occurring in the non-Newtonian flu id  
fo r  the flow  index n= 41145,35/45,29/45,23/45 & fo r  the parameters D = 3 & f= 5
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4. A N A LIZA  N U M E R Y C Z N A  N A PR ĘŻEŃ  STYCZNYCH

C elem  dokonania porów nań wprowadza się stosunek naprężeń [1]: 

x ^ ( r , )

%
, r x = ( D  - l)r¡ + 1 , Os/ąsl , (17)

gdzie 7 =  7 ^ )  oraz 7ps 7 ( r 1 = l )  są określone wzorami (15)&(16).
W przypadku gdy n = l  (tzn. dla cieczy newtonowskiej), wzór (17) otrzymuje znaną z 
literatury postać [1 s.890]:

*(>•,) 1
2 (18)

A nalizę wzoru (17) wykonano dla n = l ,  41/45, 35/45, 29/45, 23/45 i dla D = 1.5; 3 na IBM 
PC /A T 80386/40M Hz w T P v.7.0 (rys.2 & 3).

5. W NIOSKI

W niosek 1. W raz ze spadkiem  indeksu przepływu cieczy l> n> 0 .5  (tj. wraz ze wzrostem 
zawartości zanieczyszczeń w cieczy) rosną wartości naprężeń, stycznych występujących w 
cieczy nienewtonowskiej w porównaniu z wartościami naprężeń, jakie uzyskuje się dla 
przypadku cieczy newtonowskiej (tzn. bez zanieczyszczeń).
W niosek 2. D la małych mieszalników (1.25<D<3) i dużych zanieczyszczeń w cieczy 
(0 .5 < n < 0 .6  ) wartości naprężeń są większe w porównaniu z wartościami naprężeń, jakie 
występują dla mieszalników o dużych średnicach względnych (3< D <20) i dużych 
zanieczyszczeniach (0.5^n<0.6), (rys.2 & 3).

Zaznacza się, że analiza wartości naprężeń stycznych występujących w cieczy 
nienewtonowskiej podczas procesu jej mieszania nie jest celem ostatecznym. Jednak 
znajom ość wartości naprężeń pozwala wyznaczyć inne param etry pracy mieszalnika. 
Jednym  z istotnych param etrów  jest zapotrzebowanie na moc mieszalnika.
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A PPEN D IX

Poruszany problem  opisany jest we współrzędnych cylindrycznych (ip,r,z) trzem a 

rów naniam i pędu, które dla stacjonarnego lam inarnego przepływu płynu nieściśliwego 

m ają następującą postać:

d V r dV, 
— - + V, —  ̂
dt '  dr

V dV  d v r— t  ' + V   r dtp z dz

V  VV

~ + 4 - J ^ „ e rr) + ± J L ( H i DQrj  + -A(2pA.) - - 2 p o(0,
(A)

d r  d r r  dtp dz
■ e „ ) ,

dV
 2 . +  y  jp

dt r d r
K  dK  d K jp 2. + y __
r  dtp 1 dz

1 3 n , d

V Vr <p

-i.i£. + i.(2n 0 ) + i_i.(2p0 ) + — (2u 6 ) + — 2u (0 ),
r  dtp d r  p vr r  dtp p ”  dz * ' z r ^ p ^ r V><

(B)

dp

dV7 dV,
— £ + y,— 5
dt r d r 

1 d
r  dtp

O L .
' dz

——1— + —— (2u 0 ) + -  — (2u 0 ) + — (2u 0 ) + — (2u. 0 ) ,
dz d r  p zr <■ a-» * p i v j »r  dtp dz

(C)

gdzie w spółrzędne tensora prędkości deformacji są następujące:
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r z  z r

1 i ^  + dV,' © E 0 = A í £ ü + A ^ 1
2 , dr , ’ VZ Zip 2 . 3z r  dip j

(F)

Ponadto rów nanie ciągłości dla cieczy nieściśliwej m a postać:

1 SOK.) 1 3F 3K
— r—  + -  — £ + — i = o . 

r  d r r d ip dz
(G)

Po wykorzystaniu założeń (5) & (6) i zależności (D), (E ) & (F) w równaniach (A),(B),(C) 

& (G ) otrzymuje się równania (7)-(7a).

W płynęło do Redakcji w grudniu 1993 r.
Recenzent: Prof, dr hab. inż. Ryszard Gryboś

A bstract

T he analysis of the tangential stresses occurring in the non-Newtonian fluid during 

the mixing process in the cylindrical mixer with the cylindrical stirrer has been shown in 

the paper.

The steady and isotherm ic motion of fluid are presented in the considerations. The 

lam inar m otion of incompressible fluid with the constant density and fluid dynamic 

viscosity are  taken into account. T he pressure depends on the radial com ponent r. The 

fluid m otion is generated  by the angular motion of the cylindrical stirrer (F ig .l). To form 

the m athem atical m odel o f tha t process the body forces and energy dissipation were 

om itted in the energy equation. The presented problem  is considered in the cylindrical 

coordinates (cp,r,z). T he symbols V<p, Vr, Vz mean the dimensional com ponents of the 

velocity vector in the circumferential, radial and vertical direction (Form ula 5). In the 

modified equation of m otion (Form ula 7) which describes the mixing process was used 

the apparen t dynamic viscosity (Form ula 3) for the non-Newtonian fluid by using the 

assum ptions (6 ). T he dimensionless functions of the tangential stresses r  (Form ulae 15 

& 16) w ere defined by previously obtained dimensionless velocity functions V j (Form ulae 

9, 10, 11&12) [2]. D uring the fluid-mixing are often observed the different percentage 

of the fluid impurities. This fact m eans that the tangential stresses are dependent on the 

flow index n. From  the presented considerations implies that the decrease of the flow 

index ( l> n > 0 .5 ) m eans the increase of the tangential stresses values occurring in the
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non-N ew tonian fluid as com pared with the tangential stresses values which take place in 

the N ew tonian fluid (Fig.2&3). The maximum values of the tangential stresses are 

obtained for the little mixers (1.25^D <3) and the big fluid im purities (0.5<n<0.6) as 

com pared with the values o f the tangential stresses occurring in the big mixers (3< D <20) 

and a  big percen tage o f the fluid im purities (0.5<n<0.6) (Fig.2&3) [1]. T he analysis o f the 

tangential stresses is not an aim itself. Knowing the values o f the tangential stresses we 

can define the ano ther mixer’s param eter as a power dem and.


