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A N A LIZA  N U M E R Y C Z N A  W ARTOŚCI Z A PO T R Z E B O W A N IA  NA M O C 
M IESZA LN IK A  W A LCO W EG O  W  PR O C E SIE  M IESZA N IA  
PSEU D O PO LA STY C ZN EJ C IECZY  N IEN EW TO N O W SK IEJ

Streszczenie. W  pracy przedstawiono analizę numeryczną bezwymiarowych 
wartości zapotrzebow ania na moc mieszalnika walcowego w procesie mieszania 
cieczy nienewtonowskiej dla przyjętych różnych wartości indeksu przepływu cieczy. 
Z  badań  wynika, iż spadek wartości indeksu przepływu cieczy (tzn. wzrost 
zanieczyszczeń w cieczy) powoduje spadek wartości zapotrzebow ania na moc 
mieszalnika walcowego.

N U M E R IC A L  ANALYSIS O F  T H E  C Y LIN DRICA L M IX E R  PO W ER  
D EM A N D  VALUES IN T H E  M IXIN G-PRO CESS O F T H E  

PSEU D O PLA STICA L N ON -NEW TONIAN FL U ID

Summary. T he num erical analysis o f the dimensionless values of the cylindrical 
mixer pow er dem and in the mixing-process of the non-Newtonian fluid for the 
different values of the flow index has been presented in the paper. T he decrease 
of the flow index value (i.e., the increase of the fluid im purities) means the 
decrease o f the mixer pow er dem and values.
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1. W STĘP

W pracy analizuje się stacjonarny przepływ nienewtonowskiej izoterm icznej cieczy, 
który wywołany jest ruchem  cylindrycznego mieszadła w mieszalniku walcowym. Przyjmuje 
się lam inarny przepływ cieczy nieściśliwej o stałej gęstości i lepkości dynamicznej cieczy. 
W  rów naniu energii pom ija się siły masowe i dysypację energii. D o wyznaczenia wartości 
zagłębienia leja cieczy powstałego w trakcie procesu mieszania wyznacza się rozkład 
wartości prędkości cieczy oraz wartości naprężeń stycznych występujących na wałku 
mieszającym. Pozwala to  sformułować wzór na wartości zapotrzebow ania na moc 
mieszalnika walcowego.

Ciecze podczas mieszania charakteryzują się różnym stopniem  występowania 
zanieczyszczeń, co m a wpływ na zm ienną wartość lepkości pozornej cieczy. W raz ze 
w zrostem  zanieczyszczeń ciecz wykazuje nienewtonowskie własności. O dm ienność cieczy 
nienewtonowskiej od newtonowskiej wyraża indeks przepływu n. Indeks przepływu z 
przedzia łu  (0.5; 1) charak teryzuje  ciecz nienew tonow ską o w łasnościach 
pseudoplastycznych. Celem pracy jest ustalenie wpływu pseudoplastycznych własności 
cieczy na bezwymiarowe wartości zapotrzebowania na moc mieszalnika walcowego.

2. M O D E L  M A TEM A TY C ZN Y  R U C H U  C IECZY

Proces mieszania w układzie współrzędnych walcowych (r,cp,z) jest opisany trzem a 
rów naniam i pędu zapisanymi wzorem [2]:

K ,  -u*
P ̂  = D i v h vr T T , Wat

T T T
U z r  <pz z z

gdzie p - to  stała gęstość cieczy w [kg/m3], v - w ektor prędkości cieczy w [m/s], - to
w spółrzędne tensora naprężeń w [Pa] dla i, j =  r, p, z; ponadto  r, p, z oznaczają 
odpow iednio w spółrzędne prom ieniową, obwodową i po głębokości mieszalnika w [m]. 
Związki konstytutywne uzupełnione zależnościami geometrycznymi przyjmują następującą 
postać [3]:
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- p  + 2 u (  1  d V r  3 V v  , T = T = L I -----+ --- - - v.)_JP (2a)
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»

T = T = L X 
r z  z r  r"  i

i ^  + 8 V , '
, T  * X  = LI

d V  
---- 2. +

l d £
dr ,

9 <PZ z<p r  p
, r dtp ,

(2b)

gdzie p to  zm ienne ciśnienie w [Pa], Vr ,V ,VZ - to współrzędne w ektora prędkości 
cieczy v w [m/s] po kierunku promieniowym, obwodowym i głębokości mieszalnika, 
p p - to  lepkość pozorna cieczy w [Pa-s], którą definiuje się następującym wzorem [2],[3]:

P p (r.K ) 3 2" - 1/«o(n)|0.5 TjtjTitj| 2 dla k ,s  = tp ,r ,z  ; (3)

gdzie mQ - to współczynnik konsystencji cieczy w [Ns11 Im2]. Równania (1) uzupełnia się 
rów naniem  ciągłości o postaci [2]:

div v = 0 . (4)

Proces mieszania odbywa się w mieszalniku walcowym (rys.lA ). Ponieważ ruch cieczy 
wywołany jest wyłącznie po kierunku obwodowym przez ruch wałka mieszającego, a 
ciśnienie jest zm ienne, stąd przyjmuje się następujące założenia upraszczające [2]:

y ę = w  . r , ( r )  3 0 , vz(r )  .  0 , p= p { r )  (5)

gdzie R w<r<R z; a R w, R z - to  długości promieni wałka mieszającego i mieszalnika w [m]. 
W prow adza się wielkości bezwymiarowe [2]:

. .  V .

R... Po co R,¡ T  > P = P a + P 0 P l ' >  P o = P U 2 R w  ( 6 >

gdzie P P1-V1, r lt P j to  bezwymiarowe wartości lepkości pozornej cieczy, prędkości 
obwodowej, w spółrzędnej promieniowej i ciśnienia; /j0, pQ, pa - charakterystyczne wartości 
lepkości pozornej cieczy w [Pa-s], współczynnika przyrostu ciśnienia i ciśnienia 
atm osferycznego w [Pa], to - prędkość kątowa wałka mieszającego w [l/s]. Po wstawieniu 
założeń (2)-(6) do wzoru ( 1) uzyskuje się następujący układ równań [2]:
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¿Pi

dr i
(7a)

dla lS r^ D , D =R W/R Z, l< D < + < » , gdzie V 1= V 1( r1) jest niewiadom ą bezwymiarową 
funkcją prędkości. Z akłada się, że prędkość cieczy na wałku jest rów na prędkości wałka, 
a prędkość cieczy na  ściance mieszalnika jest równa zero. Stąd dla rów nania (7) przyjmuje 
się w arunki brzegowe w następującej postaci [2]:

K j i r , - ! ) - ! ,  Vl ( r l =D) = 0  (8)

Rozwiązanie rów nania (7) zakłada się w postaci szeregu [2]:

W  = J  . W

1A IB
R ys.l. Schemat mieszalnika z cylindrycznym wałkiem mieszającym
F ig .l. Cylindrical m ixer with the cylindrical stirrer

M etodą współczynników nieoznaczonych wyznaczono funkcje [2]:

D

D 2 - 1
R H

x'. D

“ 4
In Z) 1 '

\ D 2 - 1 2 )

(9a)

(9b)

(9c)

0 ( r , , * )  = , * = 1 , 2 .  (9d>
D 1 - i r l i  D 2 - 1
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3. N A P R Ę Ż E N IA  STY CZN E W Y STĘPU JĄCE W  C IECZY  PO D CZA S 
M IESZA N IA

W artości naprężeń  stycznych r  w [Pa] na głębokości przestrzeni mieszania dla indeksu 
przepływu 0.5<n<i są postaci [1],[3]:

*(Ą) = Moi”)“ ''

ST rt-1 ' V1 d V ^

-*•
 

1 1

/ i

( 10)

dla l< rjS D ; 0.5<n<l. Po wprowadzeniu wzoru funkcji prędkości (9) do wyrffźenia (10) 
wartości naprężeń stycznych t mają postać:

T ( Ą )  = m0( n ) o " | H '( r 1) | " -1( IT ( i'1) )  ( H )

W {rx) -  - ^ - { 1 + 2 ( n - l ) P 2(ln/-, + P2) + 2 ( n - l ) 2(ln2r 1 - l n ^  + P3)} ( l la )

3 -  2D  o  ?i ‘ — ;—  > 2
D 2-  1

InZ) 1 ~ InZ) , ■ ------
D 2- 1 2 d 2 - 1

(llb)

D la r j s l ,  tzn. dla wartości naprężeń stycznych Tp występujących na powierzchni wałka 
mieszającego, wzór ( 1 1 ) uzyskuje postać:

W,

W,j « IT(r, = l) = P,[l + 2(n-l)P3 + 2(n-l)2P3] .

(12)

(12a)

4. GŁĘBOKOŚĆ LEJA  CIECZY W YTW ORZONEGO W PROCESIE MIESZANIA

Z  obranych założeń (rys.lA ) wynikają następujące związki [2]:

5 l = Ś1 , K  = O H  , K  = m-g , d3)
Kt d r  '  r  z S

gdzie Kj., Kz to siły odśrodkowa i ciążenia w [N], g - przyśpieszenie ziemskie w [m/s~], 
m  - m asa cieczy w [kg]. Z adaną głębokość leja cieczy z-zh w [m] określa się następująco

[1]:
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Z -Z = Ą Z - Z ) (“ )* I g  1 *> ’

gdzie Zj-zh jest jej w artością bezwymiarową. Po wykorzystaniu założeń (6) i (14) we 
wzorze (13) uzyskuje się rów nanie [1]:

—  d r , = — d z l . 
r , 1 2  1

D la rów nania (15) przyjmuje się następujący w arunek brzegowy:

Z, = zAi dla r , = 1 . (15a)

Po wstawieniu rozw iązania (9) do równania (15),wykonaniu całkowania oraz odpowiednich 
przekształceń, a także nałożeniu w arunku brzegowego (15a) na uzyskane rozwiązanie 
ogólne otrzym uje się bezwymiarową zadaną głębokość leja cieczy w postaci [1 ]:

r‘ V2
z, - z k =2  f  —  d r.

1 *' [  r2 2 (16)

dla 1 i r , s r 2s i )  ; l< D < + °° ; zĥ z l ^ZHi .

5. Z A PO T R Z E B O W A N IE  NA M O C  JE D N O STK O W Ą  M IESZA LN IK A  
W A LC O W EG O

O bjętość cieczy tworzącej lej określają wzory (rys.lB ) [1]:

V t = K ( R 2z - R 2J(.h-zh) , (17>

W I  i  dz
o

r d r dip = 2 tt J  (z  - z h) r d r  , (17a)

gdzie h - Z j ,  to  sprow adzona wysokość leja cieczy w [m], k tórą definiuje się następującym  
wzorem:

h ~ h  - ~ 2 f
(18)

a h ,-zhi to jej w artość bezwymiarowa. Po zestawieniu w zorów (ló), (17) & (18) z 
uw zlędnieniem  związków (6 ) uzyskuje się:
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D r‘ f/2/ \
. 4 r r (Ą ) , , . . .
1 " Za- a 7̂ 7 i  " ' i  — — dr2dri -  M n )  . 

U  ~ A 1 1 2
(19)

Z apotrzebow anie na moc jednostkow ą N w [W] mieszalnika walcowego określa się w 
postaci iloczynu m om entu obrotowego wałka mieszającego M w [J] i jego prędkości 
kątowej u>. Ilustruje to wzór:

N (z) = A/-o) , (20)
(20a)F  = 2 n R wzh , u  = 2 rrn0 .

gdzie F  - to  powierzchnia tarcia na wałku w [m ], n0 - liczba obrotów wałka na sekundę. 
Bezwymiarowe zapotrzebow anie na moc mieszalnika walcowego N j, zwane liczbą 
Newtona, ma postać:

N
3 jSn0d„p

d.. » 2 R .
' ■ i -

(21)

Po wstawieniu wzorów (12)& (18)-(20) do wzoru (21) bezwymiarowe zapotrzebow anie na 
moc mieszalnika uzyskuje ostateczną postać:

2

N. = 2 Tc3 
1 « e j  11 1

1 rt2 Re;
2 f-G a

A (n ) (22)

gdzie A(n) określa wzór (19), W j - wzór (12a), natom iast liczby Reynoldsa i Galileusza 
dla cieczy nienewtonowskiej są postaci:

Re.
P « : ( o « J 2 

rn0{n)
Re, “ ‘"•Po 

m 0 («)
P2*!g

(;0 G a.

Re¡

~G¿¡
(22a)

Dla n = l wzór (22) uzyskuje znaną z literatury postać [1]:

47t3D 2 f  ■ TT2 « e
£)2-l «e,

(1
2 f-G a ,

1 + -3 3£>2-  1 _ 6 £>4ln(£>) 

2 (D2-!)2 (£>2-!)3
) . (23)
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LICZBA fO N C LD SA  RE,

jjj LICZBA REYNOL0SA RE,

3B
Rys.3. Bezwymiarowe wartości zapotrzebowania na moc N j mieszalnika z  mieszadłem 
walcowym dla indeksu przepływu cieczy n = l;  41/45; 35/45; 29/45; 23/45 i liczby Galileusza 
Ga = 1000 i f= 5  dla D = 1.5 (rys.3A) i D =3 (rys.3B) oraz m0(n )= pgd n'1 
Fig.3. Dimensionless values o f the mixer power demand N j with the cylindrical stirrer fo r  the 

flow index n —1; 41/45; 35/45; 29/45; 23/45; and the Galileo number Ga = 1000 & f —5 for  
D =1.5 (Fig.3A) and D = 3 (Fig.3B and fo r  mg(n)= p0 cJ1'1

5  LICZBA REYNOLDSA

3A

2A 2B
Rys.2. Bezwymiarowe wartości zapotrzebowania na moc N j mieszalnika z mieszadłem 
walcowym dla indeksu przepływu cieczy n —1; 41/45; 35/45; 29/45; 23/45 i liczby Galileusza 
Ga = 10 i f —5 dla D —1.5 (rys.2A) i D = 3 (rys.2B) oraz mg(n )= pgcon'1 
Fig.2. Dimensionless values o f  the mixer power demand N j with the cylindrical stirrer fo r the 

flow index n = l;  41/45; 35/45; 29/45; 23/45; and the Galileo number Ga — 10 & f= 5  fo r  D —1.5 

(Fig.2A) and D = 3 (Fig.2B and fo r  mg(n )= pgo n'1
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6 . W NIOSKI

W niosek 1. Spadek wartości indeksu przepływu pseudoplastycznej cieczy nienewto- 
nowskiej pow oduje spadek wartości zapotrzebowania na moc mieszalnika walcowego w 
porów naniu z w artościam i zapotrzebowania na moc mieszalnika, jakie uzyskuje się dla 
przepływu cieczy newtonowskiej.

W niosek 2. W zrost liczby Galileusza powoduje wzrost wartości zapotrzebow ania na 
moc mieszalnika walcowego. W zrost liczby Galileusza oznacza wzrost wartości gęstości 
cieczy lub spadek wartości współczynnika konsystencji cieczy.

W niosek 1 został potwierdzony teoretycznie oraz doświadczalnie dla cieczy 
nienewtonowskiej [1].
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A bstract

P aper shows the analysis o f the cylindrical mixer power dem and. The fluid m otion is 
generated  by the angular m otion of the cylindrical stirrer (Fig. 1). T here is considered the 
lam inar, and steady m otion of isothermic, pseudoplastical and incompressible 
non-N ewtonian fluid with the constant density and fluid dynamic viscosity. T he pressure 
depends on the radial com ponent r. The body forces and energy dissipation w ere om itted 
in the energy equation. The problem  is presented in the cylindrical coordinates (r, <p, z) 
w here V p V ^, Vz m ean the dimensional com ponents of the velocity vector v in the 
radial, circum ferential, and vertical direction (5). The dimensionless functions o f the 
mixer pow er dem and (22) were defined by the dimensionless velocity functions (9), 
tangential stresses functions (11&12) and functions (16). The paper shows that the 
decrease o f the flow index m eans the decrease of the mixer power dem and (Fig.2&3).


