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MODELOWANIE OPLYWU SZTUCZNYCH ZASTAWEK AORTYCZNYCH

Streszczenie. W pracy sformutowano model numeryczny zjawisk przeptywowych w
sasiedztwie sztucznej zastawki aortyczncj, przy zatozeniu iz medium charakteryzuje
sie ustalong lepkoscig molekularng. W odniesieniu do réwnar modelowych dokonano
aproksymacji  skonfczenie elementowej, wykorzystujac elementy  ptaskie,
izoparametryczne. Szczeg6towa analize numeryczng przeprowadzono dla zastawki
ptytkowej.

MODELLING OF FLOW FIELD AROUND AORTIC ARTIFICIAL VALVES

Summary. In this work it has been formulated a flow effect model in a proximity
of a aortic artificial valve assuming that fluid is characterized by steady molecular
viscosity.With reference to model equations a finite element aproximation was
fullfilled cxploating two-dimensional isoparametric elements. A condition ofweighted
residuals in Galerkin formulation was applied as a optimization’s solution criterion.
A detailed numeric analysis was carried out for model disk.

MODELING DER UMSTROMUNG VON KUNSTLICHEN AORTKLAPPEN

Zusammenfassung. In dieser Arbeitwurde das Modell von Durchstromungserschei-
nungen in Nachbarschaft der kiinstlichen Aortklappe formiert, bei Annahme, daB die
Flussigkeit sich durch eine stationdare Molekularviskositat charakterisiert. In
Bezugnahme aufdie Modellgleichungen wurdeeinevollendete Elementapproximation
durchgefiihrt, bei Anwendung von ebenen isoparametrischen Elementen. Als
bestméglichster LosungsmafR stab wurde Forderung von gewogenen Residuen in
Fassung-Galerkin angewendet. Es wurde eine ausfuhrliche numerische Analyse fur
das Herzklappe Plat.

1. WSTEP

Sztuczne zastawki aortyczne wprowadzone zostaty do kardiochirurgii juz w latach
pieédziesigtych. Przez caly ten czas, az do chwili obecnej, ulegaly one modyfikacji
i doskonaleniu. O ile poczatkowo najwiekszym problemem byto pokonanie bariery
immunologicznej, to aktualnie ktadzie sie coraz wigkszy nacisk na poznanie natury i przyczyn
zjawisk, obserwowanych po wykonaniu przeszczepu.

Stwarza to rosngce zapotrzebowanie na efektywny formalizm obliczeniowy, pozwalajgcy
na modelowanie i symulacje proceséw zachodzacych w trakcie funkcjonowania sztucznej



210 J.Wojnarowski, K.Mirota

zastawki. Jak wykazaty liczne prace doswiadczalne, niebagatelng role,czesto decydujaca o
warto$ci danego rozwigzania konstrukcyjnego, posiada sfera hemodynamiczna.

Niniejsza praca stanowi propozycje w zakresie modelowania zjawisk przeptywowych w
sgsiedztwie zastawki aortycznej. Aby sformutowaé¢ model obliczeniowy, wykorzystano
klasyczny uktad réwnan ruchu obejmujacy réwnanie bilansu masy oraz bilansu pedu, ktérych
aproksymacje zrealizowano z wykorzystaniem metody wazonych residuéw w ujeciu Galerkina.

W pracy przyjeto dwa zasadnicze zatozenia, ktdre staly sie podstawa do sformutowania
modelu rozpatrywanej klasy proceséw przeptywowych:

0 Uktad krwionos$ny rozpatrywany jest jako zesp6t kanatéw o ustalonych parametrach
geometrycznych.

o Krew, w sensie wiasnosci Teologicznych, stanowi ptyn doskonale lepki - Newtonowski.
Zatozenia powyzsze, ich zasadno$¢, pozostajg w $cistym zwigzku z przewidywanym zakresem
potencjalnych zastosowan modelu. Jezeli rozpatrywaé tetnice duze, jak wykazaly to liczne
eksperymenty, zatozenia te mozna uzna¢ za catkowicie stuszne i uzasadnione [1].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU W ASPEKCIE METODY WAZONYCH
RESIDUOW GALERKINA

Podstawowy uktad réwnan ruchu ptynu rzeczywistego obejmuje réwnanie bilansu masy

Kp) = (p), *(p9, =0 =

réwnanie bilansu pedu Naviera-Stokesa

£(*) = (p«0, +(puty - ojj =0 ,

oraz réwnanie bilansu energii

Ue) = (e), + (Ui - aiji *qpj = 0 ®

Poniewaz zasadniczg forma wymiany energii, w kontekscie rozwazanego zagadnienia, jest
wymiana na spos6b pracy, zbyteczne jest uwzglednianie w uktadzie réwnan modelowych
réwnania (3).

Biorgc ponadto pod uwage, iz krew charakteryzuje sie matg $cisliwoscig, a sam przeptyw
moze by¢ rozwazany jako stacjonarny, wyjsciowy uktad réwnan ruchu posiada postaé
zachowawczg:
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Up) - (pui)j * 0 @

Au) =", - =0 * ©

Stan naprezenia w dowolnym punkcie ptynu mozna przedstawi¢ jako sume naprezen
normalnych i stycznych

oy * ) ®

Naprezenia normalne bedace konsekwencjg cis$nienia sg okreslone zaleznoscia

Pu - P{* = )

Natomiast naprezenia styczne, przy zatozeniu liniowej zaleznosci od tensora deformacji

®

gdzie tensor deformacji

Rozktad pola cisnien w kontekscie rozwazanego zagadnienia jest mato interesujacy, stad
przyjmijmy aproksymacje dla wyrazu ci$nieniowego za [5,9] jako:

t,I*~«l+ _Llp*p < t (1°)

1
przy czym X jest parametrem liczbowym uzaleznionym od btedéw obciecia oraz nasilenia
zjawisk dyssypacyjnych.

Stosowanie iteracyjnych metod numerycznych, w potaczeniu z ograniczono$cia precyzji
realizacji operacji zmiennoprzecinkowych, sprzyja propagacji btedéw o charakterze
oscylacyjnym. Dotyczy to w duzej mierze réwnan rézniczkowych czastkowych o strukturze
zblizonej do réwnania Naviera-Stokesa. Stad warto juz na tym etapie wprowadzi¢ do
zaleznosci modelowych czynnik ograniczajacy mozliwosci propagacji btedu destabilizujacego
schemat aproksymacyjny. Role te spetnia¢ moze, jak sugeruje to w pracy [4] Baker, gradient
sktadowej konwekcyjnej transportu pedu .
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P* (Lu?) )] )

Zatézmy rozwigzanie dla pola predkosci w formie kombinacji liniowej funkcji
bazowych Sk

*
» = Ct 9k 2>

Przyjmujac jako kryterium optymalizacji rozwiagzania warunek wazonych residuéw w postaci
Galerkina

(Y«*) - PMufrj ,*) =0

ortogonalizujacy residuum wzgledem bazy Sk mamy

(U Y *X4j 6-- 1 + PiPYi (Y)V ) = o

Stad ostatecznie, na mocy twierdzenia Gausa-Greena-Ostrogradskiego, uzyskujemy réwnanie

( —(p«i* - “i*v) R~ ¢ Pttpler,J,Qt) + ( lev,<l>,,) -0 <15

stanowigce element wyjsciowy dla dyskretyzacji i aproksymacji problemu obliczeniowego.

3. DYSKRETYZACJA | APROKSYMACJA SKONCZENIE ELEMENTOWA
ZAGADNIENIA PRZEPLYWOWEGO

Pola wielkosci fizycznych charakteryzujacych przepltyw w sagsiedztwie zastawki aortycznej
mogg ulega¢ lokalnie bardzo silnym zmianom. W konsekwencji brak jest mozliwosci
okres$lenia a priori postaci funkcji bazowych t kglobalnie. Mozna jednak obszar il objety
przeptywem rozwazac jako superpozycje skonczonej ilosci E elementéw fl(c)

n =o<>uo0®unPU.uo® = U a® , (16)

woéwczas to warunek optymalizacji rozwigzania zapisujemy
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*
Cap O W qv) #(PUPUAUY; 9 )

(*"v.M ) -0

Aproksymujac poszczeg6lne sktadniki réwnania (17) otrzymujemy:
o dla wyrazu konwekcyjnego

C-putu™ ) = -pC{uilwr{dHe)4} « {inW ty + 1, wy<>)

o dla wyrazu dyfuzyjnego

(n«v* mav ) - n( <4>> {+e + (4> K5, 1UIY*)

o dla wyrazu ci$nieniowego

(Tuj= @) = X({9.{th[, (UDU) + AfS}, <, (121%)

o dla wyrazu minimalizujgcego btad aproksymacji

( pu ( {UIY9T AWV i2)(57 (48 {OF) H<t)wh ), <ENF>)+
(pu ({UIW £)) (PN H12wr Q) wBwr2 > 1 W)W )
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(17

(18)

(19)

@1

Wartosci poszczeg6lnych iloczynéw skalarnych obliczono wykorzystajagc metode Gaussa

€0
/ ] yinln2<in*iJ - E E HAMi.Zj ,
-1—1y 2 <1M A )

przy czym w niniejszej pracy przyjeto kwadrature pieciopunktowg (Q=5).

(e¥)

Przyjmijmy za [4] uproszczony spos6b kodowania macierzy (hipermacierzy) powstajacych

w wyniku obliczania iloczynéw skalarnych. Dowolng macierz zapisujemy jako

[ Mabbb... ]

przy czym:
o M okre$la wymiar elementu skonczonego:

A dla elementu ID;

B ,dla elementu 2D;

C ,dla elementu 3D;

(23)
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o a jest liczbg catkowita okreslajaca ilos¢ macierzy {$};
o b jest liczbg okreslajacg wspétrzedna, po ktérej rézniczkowana jest macierz {*}.
Uktad réwnan modelowych mozemy wiec zapisa¢ ostatecznie w formie

- p( [UIW[B3010] + iU2MT[B3020] ) UM

+n( (B2U) + {B222} ) WIW 20
apu (<UIYHTE0LL] * {U2¥HT[B012] ) E7R>

+ Pa ({UIYDI[B3O2L] * W2wr[£3022] ) {#/w

+X( BRI DM + [RIZ] @2 ) = ©

4. LINEARYZACJA UKLADU ROWNAN MODELOWYCH

Niezaleznie od przyjetego sposobu aproksymacji dla réwnania Naviera-Stokesa uzyskuje
sie schemat nieliniowy z racji wystepowania sktadowej konwekcyjnej transportu pedu. W
konsekwencji konieczne jest przeprowadzenie linearyzacji uktadu réwnan (24). Jedng z wielu
mozliwych do zastosowania metod jest metoda Newtona-Raphsona, charakteryzujaca sie
relatywnie duzg skutecznoscig [3].

Zapiszmy zalezno$¢ (24) w nastepujacej formie

{F/l = ~ p( {1 ve [B10] * LRUT [B3020] ) DO
* A\{B211) * {B222)){UIP >
+ p,, (IUBDTB30U] *(U2pe[B012) H{UDM
* Pu ((UDmt [B3021] *{HUTE02Z] ) IUDM
+ X( [R11] ) + [B212] (2w )

Zatem dla kierunkéw transportu pedu | = 1, 2 mamy:
{F110 = - p( {UIYT[B3010] * {U2W[B3020]) {/)<>
+tI(iS2//1 + {£222) ) It/iFO (26)
+ pu ( {y/F") [fl30//] +{y2F)T[£50/2]) {uiw
+ pR (UDMT[B321] *{U2wW[B3022] ){Ul)
+ X( [E2/i] (y/F> + [E2/2] {U2lw )

> = - p( ¢/I"HMEN/0] + {U)W[B3020) ) {2
+n( (B2/11 + (£222)) {U2f)
+ p2L ({UIYSI[B30LY * {MT [B3012] ) {U2)M
* P2 (IUI¥9TIB2L] o {U2W[B3022] ) {¥2)C
i([E221] {[/)*>+ [£222] (/2w )

+

Poszczegdlne sktadowe jakobianu
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S &UI)M

okreslone sg réwnaniami:

ISIIF = - p( 2{UIYSTIB30I0] + {U2Y9T[B3020] )
+n( B + {£22) )
+ pu (/Owr ([BO/JHEX//0]) + @2Avr [BXI2L )
+ PR (U Y)T([BIL]+[B31Z] + {U2YHT[B302] )
+ X([B27] )

@2l = - p( WUIYHTB020] )
+ Pn (WIYHTBRIN )

+ P2 ( (W7K*,n([B3220D
+X([B2/2])

SDw = - p( 1U2YHIB3020] )
+ P2L ({lRY9HTERI10] )
+ P ({U2Y9H1([B320N)
+X( [B22] )

12> = - p( {UIYHTB010] + 2(/2)B3020] )

+ 1) ( (232771 + (B222) )
+ P2 (UIYTST[BA0L] + [U2YT([B3012] +[B210]) )
+ P2 ({&/7¥B027] + <V2wr ([B302ZH[E3220]) )
+ X( [B222] )

Zlinearyzowang posta¢ zaleznosci aproksymacyjnej (24) mozemy zapisa¢ w formie

SHw 312w M B el Ew M
21w [S22jw ©2w 2w

przy czym macierze

@DHw , G2

sg poprawkami dla kroku iteracyjnego [m +1] oraz obliczamy jako sume

215

@D

&
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W1
Whe- H 6UIP> ¢ EH)e

(E/2)w (5 i/2)w u/2)w

wartosci predkosci dla kroku [m +1].

6. PRZYKLAD OBLICZEN SYMULACYJNYCH DLA ZAGADNIENIA OPLYWU
SZTUCZNEJ ZASTAWKI AORTYCZNEJ

Lr

—i

T~ H

A-15.0k-5.0 B-6.0 C-44.0D-17.1
Do-25.0 «-5.5 (wymiary wmm)

Rys.l. Schemat otwartej sztucznej zastawki ptytkowej
Fig.l. Schematic of the fully opened model disk valve

Jako przykiad zastosowania sformutowanego modelu obliczeniowego rozwazono sztuczng
zastawke ptytkowa, o schemacie przedstawionym na rysunku 1. Podstawowe wymiary przyjeto
wg informacji zamieszczonych w [1,7].

W odniesieniu do obszaru przeptywowego zastosowano aproksymacje skonczenie
elementowg wprowadzajac 260 weztéw globalnych i 166 elementéw skonczonych
izoparametrycznych rzedu pierwszego.

Obliczenia przeprowadzono dla przeptywu laminarnego,przy zatozeniu ze liczba
Reynoldsa osigga warto$¢: 250, 500, 1000.Wspétczynnik dynamiczny lepkosci przyjeto jako
0.385e-3.

Dla przekroju wlotowego oraz $cian bocznych natozono warunek brzegowy Dirichleta.
W przekroju wlotowym przyjeto rozktad paraboliczny odpowiadajgcy zatozonym warto$ciom
liczby Reynoldsa, a wzdtuz $cianek bocznych wartosci zerowe.

W odniesieniu do przekroju wylotowego zatozono warunek von Neumana zerowania sie
naprezen stycznych.

Wyniki obliczen zestawiono na zalgczonych rysunkach 2,3,4,5,6,7 stanowigcych zrzuty
ekranéw zawierajacych wykresy orientacji wektoréw predkosci (dtugosci odcinkéw byty
wykreslane proporcjonalnie do modutu wektora) oraz rozktady pola predkosci w sasiedztwie
zastawki (kolor odpowiada,wg skali na marginesie wykresu, modutowi predkosci).

Analizujac ewolucje pola predkosci na wyréznienie zastuguja dwa zasadnicze obszary.
Pierwszy z nich znajduje sie bezpos$rednio miedzy pier§cieniem zewnetrznym a elementem
zamykajgcym zastawki.Charakteryzuje sie, niezaleznie od warunkéw przeptywu, znacznym
wzrostem predkosci,co jest konsekwencjg duzego przewezenia przekroju czynnego aorty.
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Rys.2. Orientacja wektoréw predkosci dla Re=250
Fig.2. Velocity vectors at Re=250

Rys.3. Orientacja wektoréw predkosci dla Re=500
Fig.3. Velocity vectors at Re=500

Obszar ten posiada decydujacy wpltyw na tworzenie formacji zakrzepowych, a wiec na
wystepowanie zjawiska hemolizy. Powstajgce tam formacje zakrzepowe unoszone sg w
poblizu $cianek aorty - droge transportu mozna prze$ledzi¢ na rys.4. oraz rys.7. - na luk
aorty.

Zachodzace tu zjawiska posiadajg takze wptyw na rozdziat krwi miedzy poszczegdlne tetnice
gtéwne uktadu naczyniowego, a wiec i ukrwienie poszczegélnych organéw. Obszar drugi,
stanowiacy $lad elementu zamykajacego, ulega wyraznemu wyksztatceniu dopiero w zakresie
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Rys.4. Orientacja wektoréw predkosci dla Re=1000
Fig.4. Velocity vectors at Re=1000

Rys.5. Rozktad pola predkosci dla Re=250
Fig.5. Velocity field distribution at Re=250

wiekszych wartosci liczby Reynoldsa (Re>500). Stanowi on strefe martwg przeptywu i
powoduje zmiejszenie czynnego przekroju przeptywowego. Z drugiej strony, w obszarze tym,
co widoczne jest wyraznie na rys.7., nastepuje tworzenie wielkoskalowych struktur wirowych.
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Fig.6. Velocity field distribution at Re=500

Rys.7. Rozktad pola predkosci dla Re=1000
Fig.7. Velocity field distribution at Re=1000

7. PODSUMOWANIE

Analiza strony hemodynamicznej funkcjonowania sztucznej zastawki aortycznej stanowi
wazny element analizy i doskonalenia jej konstrukcji. Jedng z wielu dostepnych tu metod
tworzenia modeli obliczeniowych jest metoda elementéw skonczonych,wyrézniajgca sie duzg
efektywnoscig i stopniem uogélnienia uzyskiwanych aproksymacji. Modele otrzymywane ta
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droga sa zdecydowanie stabiej powigzane z okres$lonag konfiguracja geometryczng w
przeciwienstwie do wynikéw zastosowan innych metod (w szczeg6lnosci metody roéznic
skonczonych). Réwniez wprowadzenie odpowiednich warunkéw brzegowych jest czynnoscig
prosta i naturalng, zwlaszcza w odniesieniu do warunkéw von Neumana.

Formutujagc model symulacyjny, nalezy uwzglednia¢ fakt, iz jako$¢ wynikéw koncowych
warunkowana jest chrakterem réwnan rézniczkowych, jakie postuzyly do sformutowania
modelu. Zaktadajgc modelowanie przeptywu w zakresie niskich liczb Reynoldsa, mozna
wykorzystywaé wprost réwnania Naviera-Stokesa (jak miato to miejsce w niniejszej pracy).
Jednak w odniesieniu do przeptywéw charakteryzujacych sie liczbg Reynoldsa rzedu kilku
tysiecy i wiecej konieczne jest zastosowanie réwnan formutowanych dla wielkosci $rednich-
czasowych.

Oczywiscie zagadnienie optywu zastwaki aortycznej posiada zdecydowanie bardziej
ztozony charakter, niz przedstawiono to w niniejszej pracy. Chcac stworzy¢ model
obliczeniowy ujmujacy cato$¢ w sposéb kompleksowy, nalezatoby przeanalizowaé¢ w sposéb
bardziej wnikliwy i uwzglednié¢: wiasnosci medium, odksztatcalno$¢ kanatu oraz ruch samej
zastawki. W chwili obecnej brak jest jednak jeszcze wielu elementéw niezbednych do
utworzenia modelu tak og6lnego.
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Abstract

Hemodynamical sphere analysis of aortic artificial valves running makes a significant
improvement and optimization element of their construction.

In this work it has been formulated a numeric model which enables distributions
analysis of velocity field basing on continuity equation (1) and Navier-Stokes momentum
equation (2). A finite element aproximation was carried out basing on penalty function
algorithm - equation (14) [3,4], A condition of weighted residuals in Galerkin formulation
was used as a optimization’s solution criterion, where orthogonal projection of residual is
set in relation to basis function. Motion equiation (15) was then lineared by Newton-
Raphson’s method. As a consequence a lineared form of model equations was obtained -
relationship (33) - used directly to simulated calculations.

An examplary computational were realized for model disk and Starr-Edward’s ball
valve for Reynolds number 250 ,500 and 1000. The results of carried out numeric
experiments have confirmation in experimrntal work of Figliola, Muller and Underwood
[7,10], Fig.2,3,4,5,6,7 and have proved usefullness and value of formulated numerical
model for analysis of an impact of geometry on flow effects in a model aortic valve’s
proximity.



