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MODELOWANIE METODA HIPERGRAFOW DRGAJACYCH, PRZESTRZENNYCH, WIELOODCINKOWYCH
MECHANICZNYCH UKLADOW PRETOWYCH O PARAMETRACH ROZLOZONYCH
W SPOSOB CIAGLY

Streszczenie. Praca dotyczy modelowania hipergrafami drgajacych
w przestrzeni, wieloodcinkowych uktadéw pretowych o parametrach rozto-
zonych w sposob ciagly. Podano definicje hipegrafu oraz dokonano prze-
gladu podstawowych poje¢ zwigzanych z klasg stosowanych graféw.

Opisano model pojedynczego preta oraz jego odwzorowanie w hipergraf
modelu preta.

MODELLING OF VIBRATING THREE-DIMENSIONAL, MULT I-SEGMENTED MECHANICAL BAR
SYSTEMS OF CONTINUOUSLY DISPERSED PARAMETERS WITH A HYPERGRAPH METHOD

Summary. This work concerns modelling of vibrating in space, multi-
-segmentedbar systems characterized by continuously dispersed parame-
ters, with the aid of hypergraphs. A definition of hypergraph is pre-
sented as well as a surveyof basic notions connected with a class of
applied hypergraphs, illustrated by a sample. A model of a single bar

is described together with its projection in a hypergraph of the bar
model .

MOUEJIHPOBAHHE KOJIEBJHOUIHXCH 11POCTPAHCTBEHHbIX MHOrOOTPE3KOBbIX
MEXAHHHECKHX CTEPKHEBbIX CHCTEM C PAdIPEFIEJIEHHbIMH 11APAMETPAMH
METOI10M FHIIEPrPA4>0B

Pe3WMe. Pab6oTa KacaeTCH MOflejiHpoBaHHH rHneprpa”aMH ko-
jie6jiiomHXCFI b npocTpaHCTBe, MHorooTpe3KOBbix MexaHHwecKHX
CTepwHeBbix CHCTeM c pacnpenedieHHbiMH napaneTpaMM. HawTCH
neijikHidixfl rHneprpa<j>a h 0630p ochobhmx iiohhthh CBH3aHHbix
c kJiacoM npMMMeHKHeHbix rpacfioB. OnucaHa MOflejib eflHHMHHoro

CTepjKeHHa h ero npeo6pa30BaHHe b mneprpaij) Monejiw
CTep*HH.

1. PRZEGLAD PODSTAWOWYCH POJEC ZWIAZANYCH Z KLASA STOSOWANYCH GRAFOW

Opis stosowanej metody modelowania poprzedzono przegladem podstawowych

poje¢ z teorii graféw i liczb strukturalnych, w celu ustalenia znaczenia

niezbednych terminéw i stosowanej symboliki.
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Do modelowania rozwazanej klasy uktadéw mechanicznych zastosowano

obcigzone grafy kategprli k, nazywane wpracy obcigzonymi grafami blokowymi

lub obciagzonymi hipergrafami. Oznaczajac przez iX 3 -Ii Cp - 1% I[ -
skohczony zbiér wierzchotkéw, 2X - rodzine krawedzi,ktorymi sq
dwuelementowe podzbiory wierzchotkéw w postaci M, g =
=0,1,2 n, i*j), grafem X nazywa sie pare [1]

X = (X, 2x ). (1)

Niech XX bedzie zbiorem jakw (2.1)i niech"2X = (kX(i)/i e N ). (k =
= 2,3,...€ N ) bedzie rodzing podzbiorow ~X. Rodzine kX nazywa sie

hipergrafem na jX, jesli:

(O) 2X(@) * 0 ( €N),
(i) U kXu) = X
ieN Z

a zatem hipergrafem nazywa sie pare
kx = ( 1>.§,, 5X ), (€3]
ST {ON AR 1O

gdzie:
- zbior krawedzi’,
nazywanych w dalszej czesci pracy blokami lub hiperkrawedziami.

Jesli w hipergrafie X o n wierzchotkach wyrézni¢ podzbidér 2z rodziny
podzbioréw wierzchotkéw o n s n, to grafem zupednym kX hipergrafu kX jest

graf X, w ktérym kazda parazwierzcho+k()w jest incydentnezl, a graf kX’\ ma:

krawedzi .

Kk -*
Grafem zupednym zorientowanym Xz Jest graf zupekny, ktdérego kazdej

krawedzi przyporzadkowano zwrot od wierzchotka grafu o wyzszym indeksie do
wierzchotka o nizszym indeksie (ha rysunkach oznaczany symbolicznie strza-
+ka) .

Szkieletem qu hipergrafu I(X jest graf, ktory otrzymuje sie w wyniku
zastgpienia kazdego podzbioru wierzchotkéw drzewem X, utworzonym z krawedzi
jednowymiarowych i rozpietym na wszystkich wierzcl:\ho+kach hipergrafu kX,
natomiast drzewem X grafu X o n wierzchotkach i m krawedziach jest spéjny
podgraf X ¢ X o tej samej liczbie wierzchotkéw i o m = n-1 krawedzi, w
ktérym nie ma obwodéw 1 petli.

Szkieletem Lagrange’a nazywa sie drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek 7Xj
Q@ =1 n) jest incydentny poprzez krawedz 2xt = ( jXi, jXqa ), (k =
1 8) z wierzchotkiem 25
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W dalszym ciggu grafy X oraz hipergrafy kX przedstawiono w reprezentacji

geometrycznej na piaszczyznie. Zbiory krawedzi oznaczano liniami,

natomiast podzbiory rodziny ~X - kontinuami dwuwymarowymi 2z wyréznionymi

wierzchotkami w postaci okregow.

Pojecia przedstawione powyzej zilustrowano przyktadem (rys.la-g).

Rys.l. Stosowane grafy: a) zbior wierzchotkéw hipergrafu, b) obraz
hipergrafu dwublokowego, c) grafy zupelne blokéw hipergrafu, d)
zorientowany graf zupedny bloku hipergrafu, e) drzewa blokéw hipergrafu, f)
szkielet hipergrafu, g) szkielet Lagrange’a hipergrafu

Fig.1l. Applied graphs a) an array of hypergraph vertexes b) a figure of a
two-block hypergraph c) complete graphs of hypergraph blocks d) a

directed complete graph of a hypergraph block ¥) a hypergraph skeleton Q)
a Lagrange’s skeleton of a hypergraph
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Przyjeto szescioelementowy zbidér wierzchotkéow 1X = i )\9 iXj- JX2. jx3
X4” Ix5 }e Utworzono dwa podzbiory zbioru wierzchotkow (rys.la),

przyjmujac k = 2:

2X = { Ix0” IXI1” Ix2” Ix3” Ix4 }~
X=X %o 5 15 7
bedace dwuelementowg rodzing 2X =] 2X ™,

. . - . . 2@, 99 .
Dla tej rodziny warunek (i) jest spedniony (podzbiory _X i nie

1 2.
sg puste). Poniewaz %)g ) 0 X() X, warunek (ii) jest roéwniez
spetniony, a wiec zgodnie z [1] rodzina 2X jest hipergrafem o dwu blokach.
Geometrycznag interpretacje otrzymanego hipergr-afu dwublokowego pokazano na

rys.lb. W hipergrafie wyrézniono piecioelementowy ..podzbidr zbioru

wierzchotkéw n2” = { jxo” ixrix2” 1X3” Ix4” Ix5 [ tworz”~c 8raf zupedny
2Xz(l) bloku 2 @)

m = s = 10 krawedzi, oraz tréjelementowy podzbidér zbioru wierzchotkoéw

n§2)= { 1xQ, jX3, jX5 }, tworzac graf zupeiny 0X§2) blokuzlez) , W ktérym

. w ktérym kazda para wierzchotkéw jest incydentna poprzez

kazda para wierzchotkéw jest incydentna poprzez m = fg = 3 krawedzie
(rys.Ic). Przyktadowo zorientowano graf zupedny 2X’(l), t.zn. nadano jego
krawedziom orientacje zaznaczong na rys.ld symbolicznie strzatka. Drzewem
grafu 2X N jest kazdy jego pieciowierzchotkowy podgraf o m~» = n~- 1=4
krawedziach, natomiast drzewem grafu 2>€2) trojwierzchotkowy podgraf o
g(2)= nfz)— 1 = 2 krawedziach. Podgrafy b%%ace drzewami nie moga posiadac
obwodéw i petli i muszg by¢ spdjne. Drzewa obu blokéw hipergrafu pokazano
na rys.le. Szkielet hipergrafu ztozony z drzew graféw zupednych obu jego
blokéw pokazano na rys.If. Szkielet Lagrange’a hipergrafu pokazany na
rys.lg otrzymano z drzewgraféw zupednych jego blokéw, zkozonych z

krawedzi 4aczacych wierzchotki hipergrafu z wierzchotkiem odniesienia jXq-

2. OPIS MODELOWANYCH UKLADOW

Przedmiotem rozwazan sa drgajace wieloodcinkowe mechaniczne uktady
pretowe w postaci modeli o parametrach roztozonych w sposéb ciagty i o

odcinkowo statym przekroju.
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W modelowaniu rozpatrywanej klasy uktadéw ciagtych zaleznoSci pomiedzy
amplitudami sit uogélnionych _sj € 2~ " uogélnionych przemieszczen s e "5
wyraza sie stosujac pojecie podatnosci dynamicznej YA/ 21, czyli
opatrzonej znakiem amplitudy przemieszczenia uog6lnionego w kierunku i-tej
wspodrzednej uogdlnionej, wywotanego uogélniong sita w postaci funkcji
harmonicznej o amplitudzie jednostkowej, odpowiadajaca j-tej wspédrzednej
uogélnionej, to znaczy

ISi = Yij 25> @

gdzie: 2st = IeﬁxLA‘/t\ a = sqrt(-1), u - czestos¢.
Rozpatruje sie ciagly, ograniczony model preta (rys.3) o statym
przekroju poprzecznym A, wykonany z jednorodnego materiatu o module Younga

E i gestosci p 13],

A - pole przekroju poprzecznego,
E - modut Younga materiatu preta,
p - gestos¢ materiatu preta,

Oxy - ukdad lokalny preta,

1S171S271S371S771S8”1s9 ” Przem*eszczen*a liniowe Kkoncéw preta,
1S4*1S571S6°1S1071S11°1S12 ~ Przemleszczenla kgtowe koncéw preta,
2S17°2S272S372S7,2S87259 ““ Sity iiniowe-
1S4-1S5-1S671S10-1S11,1S12 " m°menty Sid-

Rys.2. Ciagty i ograniczony model preta, ktdéremu przyporzadkowano
dwanascie wspotrzednych uogélnionych

Fig. 2. A continuous and limited model of a bar, to which twelve
generalised coordinates are attributed
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Momenty bezwkadnosci przekroju poprzecznego preta na zginanie i
skrecanie przyjeto Jako stale. Pretowi przyporzadkowano prostokatny ukdad
wspodrzednych Oxy, nazywany w dalszej czesci pracy lokalnym uktadem preta w
nastepujacy sposob:

- poczatek ukdadu wspétrzednych pokrywa sie z koricem preta,
- 05 Ox lokalnego uk#adu wspétrzednych pokrywa sie z osig obojetng
zginania preta.

Kazdemu z koncow preta przyporzadkowano szesc¢ przemieszczen
uogélnionych: trzy przemieszczenia liniowe (JS», dla lewego konca
preta, jS®, JSg, JSg dla prawego konca preta) oraz trzy przemieszczenia

katowe (134, 1F 1% dla lewego konca preta, dla prawego

15w 15110 1k

Rys. 3. Reprezentacja geometryczna odwzorowania modelu preta w hlpergraf
modelu preta

Fig.3. A geometrical representation of a bar model projectlon in a bar
model hypergraph

konca preta). Sity uogélnione dziatajagce na pret sg sitami i parami sit
dziatajacymi w kierunkach zgodnych ze wspédrzednymi uogélnionymi (dla

lewego konca preta sity liniowe 2S2” 2S3” oraz momenty sJ+ 2S4° 2S5°



Modelowanie metoda hipergrafotf drgajacych 51

dla prawego konca preta sidy liniowe ”~s?, 7~Sg, ”~Sg oraz momenty sit

1S10” 1SU * 1S12)-

Dla przyjetego modelu zbiér uogélnionych przemieszczeh preta mozna

zapisa¢ w postaci:

1S = {1S1,1s2,1S3°1s4,1S5,1S6,1S7,1S8"1S971S10°1511°1S12}

Dokonujac wzajemnie Jednoznacznego odwzorowania (rys. 3)

f: s > X, (©)
w ten sposoéb ze:
f (1Si)=IXi , ()
gdzie:
"X=( 1%, *X) .
X ={ IX1" 1X2 IXn>

)
2X - jednoelementowa rodzina - n-elementowy podzbiér wierzchodkéw 7X.

otrzymuje sie hipergraf modelu preta:

Kf = [k fl. ®

Rozpatrujac i-ty odcinek, w k-odcinkowym uktadzie pretowym o odcinkowo

statym przekroju, przyjmuje sie jego model w postaci hipergrafu kX(I)
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Abstract

This work concerns multi-segmental, vibrating mechanical systems of
bars, presented in the Tform of models characterised by contnuously

dispersed parameters and a constant cross - section.
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A presentation of an applied modelling method is proceeded by a review
of basic notions of graphs and structural numbers theory, in order to
establish meanings of necessary terms and applied symbolic representation.
The notions are illustrated by an example (Fig. la-g). Loaded graphs of
k-category are used to model the presented class of mechanical systems. The
graphs are described as loaded block graphs or loaded hypergraphs. A
continuous, limited model of a constant-section bar is presented, where a
bar is made of uniform material that is characterised by Young modlilus E
and density p (Fig.- 2). Moment of inertia ofa cross-section of a bar by
bending and twisting the bar are assumed tobe constant. A perpedicular
coordinate system Oxy 1is attributed to the bar, which is called further a
local bar system. A beginning of the coordinate system is designated to the
end of a bar and Ox axis of the local bar system is identical with
indifferent axis of bending of the bar. Six generalised dislocations are
attributed to each end of the bar. Generalised forces that work on the bar
are forces and pairs of forces acting in the directions concordant to
generalised coordinates. Performing a mutually univocal projection (Fig.3)
a hypergraph of a bar model is obtained. Consideringi-section of a
k-segmental system of constant-section bars, a bar model ispresented in

the form of the hypergraph kx(')
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