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1.

FUNKCJONALNE PODEJSCIE DO PROBLEMU TURBULENCJI

Streszczenie. W pracy zaprezentowano przeglad zagadnien zwig-
zanych z przedstawieniem funkcjonatu charakterystycznego w teorii
turbulencji w postaci calki po trajektoriach. Stosujac formalizm
Martina-Sigga-Rose"a, Tfunkcjonat charakterystyczny powigzany z réwna-
niami Naviera-Stokesa wyrazono w postaci podwdjnej catki kontynu-
alnej. Krotko oméwiono zastosowanie metody grupy renormalizacji oraz
techniki diagraméw w opisie rozwinietego przeptywu turbulentnego.

FUNCTIONAL APPROACH TO TURBULENCE PROBLEM

Summary.The paper presents a review of problems related to path
integral representation of the characteristic functional in turbulence
theory. By adopting the MSR formalism, the characteristic functional
associated with Navier-Stokes equations is expressed in terms of
double continual integral. Applications of the renormalization group
method and diagram technique to fully developed turbulence are brief-
fly discussed.

4>yHKLIHOHAJIbHoIFt nOFIXOU K 1IPOEJIEME TyPEJIEHTHOCTH

Pe3K>Me. B o003ope npuBOjiHTCH (JiopMyjiHpoBKa TeopHh Typ-
0JieHTHOCTH, ncnojib3yx>maH npeflCTaBJieHHe xapaKThphcthmbc-
Koro (JjyHKUHOHaJdia » bhae HHTerpana no TpaeKTopHHM. Ha
ocHOBe i})opMajik3Ma MapTHHa-CHiPKHH-Poy3a, xapaKTepucTKHec-
kmS (JJjyHKUHOHan, CBa3aHHbiii ¢ ypaBHeHXHMM HaBbe-CTOKca,
BbipaTKeHO » BKfle TFIBynpaTHoro KOHTHHyanbHoro «Hierpajia.
HaeTCH KopoTKMH o003op npMMeHeHMH MeTona peHopMann3auHOH-
Hox rpynnbi n HHarpaMMHoii texHHKH b pa3BHTOM TyponeHTHOM
TeHeHH« .

WSTEP

Zagadnienie turbulencji, stanowigce najtrudniejszy problem klasycznej fi-

zyki,

jest analizowane na réznych poziomach rozwazah wynikajacych z od-
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miennych podejs¢ metodologicznych oraz celdéw stawianych przez badaczy w ra-
mach okreslonych dyscyplin naukowych. Od czasu wybitnych prac Reynoldsa
(zob. [11), wyjasniajacych istote zjawiska turbulencji, minedo ponad sto
lat. Zgodnie 2z opinig A. Dorodnicyna, "[...] Jjednak jesli w teorii
turbulencji w ciggu tych stu lat byl osiaggniety jakikolwiek postep, to tylko
dzieki metodom teoretycznym™ [2].

Z uwagi na podstawowe znaczenie teorii turbulencji dla wielu dziedzin
wiedzy (zob. [1,3,4]), zagadnienie to przyciagato uwage wielu uczonych, w tym
matematyka A. N. Kodmogorowa. Jego prace ugruntowaty statystyczne podejsScie
do tego problemu, stwarzajace nadzieje zbudowania pednej, ilosSciowej teorii.

W sformudowaniu Kodmogorowa teoria turbulencji jest statystyczng hydrome-
chanika, w ktérej termo- i hydrodynamiczne pola przeptywu (temperatura, ges-
tos¢, predkos¢, cisnienie itp. ) sa losowymi funkcjami punktéw M = (X, ©) kla-
sycznej czasoprzestrzeni, a w charakterze operacji ich usredniania wyko-
rzystuje sie wartos¢ oczekiwang [1,3],

Pedny opis przeptywu turbulentnego (w obszarze D, przy ustalonej gome-
trii jego granic), sprowadza sie do okreslenia miary probabilistycznej P(dQ)
na jego przestrzeni fazowej 5, tzn. przestrzeni, ktérej elementami sag indywi-
dualne realizacje, charakteryzujacych ten przeptyw, losowych pél termodyna-
micznych. Oznacza to, ze kazda konkretna realizacja takiego pola jest trakto-
wana jako “przedstawiciel”™ wybrany ze "statystycznego zespotu wszystkich
mozliwych pél", scharakteryzowanego miarg probabilistyczng zadang na zbiorze
funkcji F = {0: = 0M), M= (x,t) e D x [0, T1}, spekniajgcych okreslone
zaleznosci kinematyczne i dynamiczne, wynikajace z réwnan termohydromecha-
niki [1,4]-

Rozktady prawdopodobienstwa P(dfi) sg jednoznacznie wyznaczone przez funk-

cjonaty charakterystyczne (FC). FC losowego pola 0(x,t) nazywamy wielkos¢

[ :

Vv
gdzie: V - oznacza objetos¢ obszaru D zajetego przez pole i (ciecz),

DX, t) - jest dowolna funkcja wektorowa o nosniku zwartym w D x [0, T].

Wartosci FC 6, okreslone na funkcjach typu iDX,t) = F 'jnS(X_Xn )S(t—tn)
(n e <1; N>, 6 - jest funkcjag Diraca), pokrywaja sie z funkcjami charakte-
rystycznymi skorniczenie wymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa dla wartosci
pola 0(x,t) na zbiorze M = {M1= (xl,lt ),..,MN= (xN,tN) e D x [0, T]}-
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Znajomosé FC @ daje mozliwos¢  okreslania, przy wykorzystaniu
rézniczkowania funkcjo- nalnego, momentéw statystycznych dowolnych rzedow
pola 0 w réznych konfigu- racjach punktéw zbioru M.

FC nie jest obiektem specyficznym tylko dla hydrodynamiki. W fizyce staty-
stycznej FC odpowiada tzw. funkcjonat tworzacy [5], majacy sens sumy staty-
stycznej w polu zewnetrznym, a w teorii kwantowej odpowiedni funkcjonat
pokrywa sie z kwantowomechaniczng amplitudg przejscia préznia-préznia w obec-
nosci zrédet zewnetrznych [6). Te analogie pozwalajg wykorzysta¢ w opisie
turbulencji metody matemat¥czne rozwiniete w teorii pola i statystyce kwan-
towej 17].

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie mozliwosci, jakie daje w tym
wzgledzie przedstawienie FC pola i w postaci podwdjnej catki kontynualnej.
Obiektem naszego zainteresowania jest turbulentny przeptyw cieczy znajdujacej
sie w polu zadanych, losowych sit zewnetrznych, modelowany réwnaniami
Naviera-Stokesa (NS). Inne wykorzystanie catek funkcyjnych oraz funkcjonatéw
charakterystycznych w problemach turbulencji mozna znalezé m. in. w pracach

[8,91.

2. METODA CALEK FUNKCYJNYCH

Rozwazymy przeptyw niescisliwej, lepkiej cieczy, opisywany ukkadem roéwnan

NS, wykorzystujgac notacje Teodorovicha [7] (zob. takze [10]):

-La(Mj-W ) *Xa(Mj) +V MiD=_L ¥ (2)
gdzie zastosowalismy uog6lniong umowe sumacyjng Einsteina - po
powtarzajacych
sie indeksach oraz wspé4rzednych dokonujemy - odpowiednio - sumowania i

catkowania, P = {0 ,}p.} = {p,vl> - jest wektorem stanu (c)ieczy @ iv -
a oi ©
oznaczaja cisnienie i predkos¢ cieczy, i = 1,2,3), - jest liniowg

czescig operatora NS okreslong nastepujaco:

©)

gdzie: 57 - jest deltg Kroneckera, & - wspétczynnikiem lepkosci kinematy-

cznej,

Vaj3y™i ~ jes* nieliniow® czesciag operatora NS o sktadowych:
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Vaordmiimhy = - s GljgéMzwa(Mi_sz'Fi_mB%’ )
011) = o1 ’IO—CqO = i]_l0»'|1«) “ SV ~ odpowiednio - zadanymi gestosciami

losowych i zdeterminowanych zroédet zewnetrznych.

FC pola i, ktérego realizacje speiniaja uktad (2)-(4), zalezy roéwniez od
pola ), przy czym pochodne 8Q/8t) maja sens funkcji Greena ukdadu [7,10]. Zgod-

nie z definicjag FC (1) oraz okresleniem wartosci S$redniej, mozemy napisac:

*[D,1] = <eil#> = Jd [OJP[O0, NI, ®
gdzie:
” jest funkcjonaltem gestosci prawdopodobienstwa stanu przy
wystepowaniu pola zewnetrznego 7,
D [0] - oznacza element objetosci w przestrzeni funkcyjnej (miare calkowg

Wienera); wykorzystano takze umowe sumacyjng.

Funkcjonat P[#,9)] moze by¢ wyrazony przez wartos¢ Srednia funkcjonatu 6 -
- Diraca wzgledem indywidualnych realizacji pola yi[),X], spekniajacych
uktad (2)-(4):

P[0, 4] = <S{0 - O[TJ.X]» (6)

Wykorzystujac wkasnosci funkcjonatu 3-Diraca otrzymamy [11]:

5{0 - O[n.X] = 15L[01/50] 6{-L[O] + X + V} @

~8{-LW ¢ X & ;> = Jutilelr-1-1¥1 + X + ~ ®

Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci w wyrazeniu dla funkcjonatu P[O, r]
oraz

zaktadajac, ze sity losowe maja rozkdtad normalny, otrzymamy ostatecznie nas-

tepujace wyrazenie dla FC 4[v),7)] pola 0 [7]:

=JjbWDWel81**1 ¢ W W , ©>

gdzie:

spoL

- -G, OD + | caQ) vV (MMYN(M2)- (V)

przy czym - jest dwupunktowg funkcja korelacyjng gaussowskiego
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pola sit zewnetrznych oraz uwzglednilismy, ze SL[0]/SO] = jI] =1 (zob.
[121-

3. ZAKONCZENIE

FC (), zapisany w postaci (9)- (10), pokrywa sie z Tfunkcjonatem two-
rzacym kwantowej teorii dwéch pol 0, 0, okreslonejdziataniem S[0,0] i tym
samym statystyczny problem dla uk#adu NS, w obecnosci sit losowych, jest
réownowazny z zagadnieniem pewnej teorii pola [7,10,12]. Sformutowanie sta-
tystycznej dynamiki klasycznej zmiennej losowej O opisywanej nieliniowymi
réwnaniami, przez wprowadzenie drugiego, pomocniczego pola 0 nie komutu-
jacego z nim, stanowi istote tzw. formalizmu MSR [10] i umozliwia doprowa-
dzenie do postaci hamiltonowskiej réwnan, ktdore nie sagekstremalami pewnego
zagadnienia wariacyjnego. Przedstawione ujecie problemu turbulencji pozwala
wykorzysta¢ aparat matematyczny, opracowany dla analizy pél kwantowych wraz
z technika diagraméw oraz metoda grupy renormalizacji. Dokkadniej méwiac,
reprezentacja FC (1) w postaci (9 - (10) stanowi podstawe konstrukcji
szeregu teorii zaburzen dla roéznych wielkosci fizycznych (momentéw korela-
cyjnych), a metoda grupy renormalizacji umozliwia jego przebudowe i przesu-
mowanie pewnego nieskonczonego podciggu tego szeregu, co jest istotne dla
zrozumienia fizyki silnych nieliniowych wspétoddziatywan w wielomodowym
uktadzie dynamicznym [7]. Z tego punktu widzenia, statystyczng teorie
turbulencji mozna traktowa¢ jako *renormalizowalng teorie pola™.

Zauwazmy takze, ze praktycznie wszystkie sposoby otrzymania przyblizonych,
skonczonych uktadéw réwnan w teorii turbulencji prowadzg do réwnan nielinio-
wych, naruszajac liniowo$¢ statystycznej hydrodynamiki sformudowanej przy wy-
korzystaniu pojecia FC pola. Jest to konsekwencja tego, ze w ukdadach znaj-
dujacych sie w statystycznie nierdéwnowagowych stanach, opisywanych niegaus-
sowskimi miarami probabilistycznymi, zaden skoniczony zbiér momentéw staty-
stycznych czy skonhczenie wymiarowych rozkdadéw prawdopodobienstwa nie

ewoluuje samodzielnie [13].
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Abstract

Among the most important problems of modern classical physics is that of
the adequate description of turbulent phenomena. Beginning with the end of
last century, this phenomenon was mainly described in a frame of experimental
physics. The theory of turbulence made no real progress until Kolomogorov’s
research, which introduced a statistical approach to turbulence.

It is well known that a basic assumption of turbulence theory is that the
statistical dynamics of a flow is completely determined by the probability
measure P(dfi) associated with random thermohydrodynamic fields whose realiza-
tions satisfy the suitable transport equations (2)-(4) for prescribed bound-
ary conditions. All multipoint correlation tensors are contained in the com-

plex valued Fourier transform of the probability measure P(d£5), the space-
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-time characteristic functional 4 (1). Thus, an explicit determination of the
space-time characteristic functional (@) of hydrodynamical fields, which
incorporates all the finite-dimensional statistical observables associated
with a turbulent flow, constitutes a central problem for the deductive theory
of turbulence.

The last twenty years have seen the introduction into turbulence theory of
a number of new ideas and methods which are more familiar in the context of
quantum field theory and statistical mechanics and have little in common with
"traditional”™ fluid mechanics. A well known formal analogy exists between the
functional approach in the theory of turbulence and the functional methods in
the field theory and quantum statistics. In a paper Martin et al (1973) have
developed a new formalism for the discussion of the statistical dynamics of
classical random variable that satisfies a nonlinear equation of motion. The
self-consistent equations are developed by introducing a second field that
does non commute with the random variable. The application of this method to
classical macroscopic systems (turbulent flows), enables path integral
representation (9)-(@0) to be written for the space-time characteristic
functional (). This functional integral representation can be derived
directly from the Navier-Stokes equations (2)-(@) without reffering to the
suitable functional differential equations. In this formulation a consistent
approach may be proposed for describing fully developed turbulence within the
framework of the diagram methods in perturbation theory and the renormal-
ization group method. Clearly much work remains to be done in further

elucidating the theory and in performing calculations for specific problems.



