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FUNKCJONALNE PODEJŚCIE DO PROBLEMU TURBULENCJI

Streszczenie. W pracy zaprezentowano przegląd zagadnień zwią­
zanych z przedstawieniem funkcjonału charakterystycznego w teorii 
turbulencji w postaci całki po trajektoriach. Stosując formalizm 
Martina-Sigga-Rose'a, funkcjonał charakterystyczny powiązany z równa­
niami Naviera-Stokesa wyrażono w postaci podwójnej całki kontynu- 
alnej. Krótko omówiono zastosowanie metody grupy renormalizacji oraz 
techniki diagramów w opisie rozwiniętego przepływu turbulentnego.

FUNCTIONAL APPROACH TO TURBULENCE PROBLEM

Summary.The paper presents a review of problems related to path 
integral representation of the characteristic functional in turbulence 
theory. By adopting the MSR formalism, the characteristic functional 
associated with Navier-Stokes equations is expressed in terms of 
double continual integral. Applications of the renormalization group 
method and diagram technique to fully developed turbulence are brief- 
fly discussed.

4>yHKLIH0HAJIbHblft nOflXOÜ K IIPOEJIEME TyPEJlEHTHOCTH

Pe3K>Me. B oÓ3ope npuBOjiHTCH (JiopMyjiHpoBKa T eopHh Typ- 
ÓJieHTHOCTH, ncnojib3yx>maH npeflCTaBJieHHe xapaKThphcthmbc- 
Koro (JjyHKUHOHaJia b  bhae HHTerpana no TpaeKTopHHM. Ha 
ocHOBe i})opMajik3Ma MapTHHa-CHiPKHH-Poy3a, xapaKTepucTKHec- 
kmS (jjyHKUHOHan, CBa3aHHbiii c ypaBHeHXHMM HaBbe-CTOKca, 
BbipaîKeHO b  BKfle flBynpaTHoro KOHTHHyanbHoro «Hierpajia. 
HaeTCH KopoTKMH oÔ3op npMMeHeHMH MeTona peHopMann3auHOH- 
Hox rpynnbi n HHarpaMMHoii texHHKH b pa3BHTOM TypôneHTHOM 
TeHeHH«.

1. WSTĘP

Zagadnienie turbulencji, stanowiące najtrudniejszy problem klasycznej fi­
zyki, jest analizowane na różnych poziomach rozważań wynikających z od­
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miennych podejść metodologicznych oraz celów stawianych przez badaczy w ra­
mach określonych dyscyplin naukowych. Od czasu wybitnych prac Reynoldsa 
(zob. [1]), wyjaśniających istotę zjawiska turbulencji, minęło ponad sto 
lat. Zgodnie z opinią A. Dorodnicyna, "[...] jednak jeśli w teorii 
turbulencji w ciągu tych stu lat byl osiągnięty jakikolwiek postęp, to tylko 
dzięki metodom teoretycznym" [2].

Z uwagi na podstawowe znaczenie teorii turbulencji dla wielu dziedzin 
wiedzy (zob. [1,3,4]), zagadnienie to przyciągało uwagę wielu uczonych, w tym 
matematyka A. N. Kołmogorowa. Jego prace ugruntowały statystyczne podejście 
do tego problemu, stwarzające nadzieję zbudowania pełnej, ilościowej teorii.

W sformułowaniu Kołmogorowa teoria turbulencji jest statystyczną hydrome­
chaniką, w której termo- i hydrodynamiczne pola przepływu (temperatura, gęs­
tość, prędkość, ciśnienie itp. ) są losowymi funkcjami punktów M = (x, t) kla­
sycznej czasoprzestrzeni, a w charakterze operacji ich uśredniania wyko­
rzystuje się wartość oczekiwaną [1,3],

Pełny opis przepływu turbulentnego (w obszarze D, przy ustalonej gome- 
trii jego granic), sprowadza się do określenia miary probabilistycznej P(dQ) 
na jego przestrzeni fazowej £5, tzn. przestrzeni, której elementami są indywi­
dualne realizacje, charakteryzujących ten przepływ, losowych pól termodyna­
micznych. Oznacza to, że każda konkretna realizacja takiego pola jest trakto­
wana jako "przedstawiciel" wybrany ze "statystycznego zespołu wszystkich 
możliwych pól", scharakteryzowanego miarą probabilistyczną zadaną na zbiorze 
funkcji F = {0: t/i = 0(M), M = (x,t) e D x [0, T]}, spełniających określone 
zależności kinematyczne i dynamiczne, wynikające z równań termohydromecha- 
niki [1,4].

Rozkłady prawdopodobieństwa P(dfi) są jednoznacznie wyznaczone przez funk­
cjonały charakterystyczne (FC). FC losowego pola 0(x,t) nazywamy wielkość

gdzie: V - oznacza objętość obszaru D zajętego przez pole ip (ciecz),
7)(x, t) - jest dowolną funkcją wektorową o nośniku zwartym w D x [0, T].

Wartości FC ó, określone na funkcjach typu i)(x,t) = F tj S(x-x )S(t-t )
n  n  n

(n e <1; N>, 6 - jest funkcją Diraca), pokrywają się z funkcjami charakte­
rystycznymi skończenie wymiarowych rozkładów prawdopodobieństwa dla wartości 
pola 0(x,t) na zbiorze M = {M = (x , t ),..,M = (x , t ) e D x [0, T]}.

1 1 1  N N N
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Znajomość FC (1) daje możliwość określania, przy wykorzystaniu
różniczkowania funkcjo- nalnego, momentów statystycznych dowolnych rzędów 
pola 0 w różnych konfigu- racjach punktów zbioru M.

FC nie jest obiektem specyficznym tylko dla hydrodynamiki. W fizyce staty­
stycznej FC odpowiada tzw. funkcjonał tworzący [5], mający sens sumy staty­
stycznej w polu zewnętrznym, a w teorii kwantowej odpowiedni funkcjonał
pokrywa się z kwantowomechaniczną amplitudą przejścia próżnia-próżnia w obec­
ności źródeł zewnętrznych [6). Te analogie pozwalają wykorzystać w opisie 
turbulencji metody matematyczne rozwinięte w teorii pola i statystyce kwan-

i
towej 17].

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie możliwości, jakie daje w tym 
względzie przedstawienie FC pola ip w postaci podwójnej całki kontynualnej. 
Obiektem naszego zainteresowania jest turbulentny przepływ cieczy znajdującej 
się w polu zadanych, losowych sił zewnętrznych, modelowany równaniami
Naviera-Stokesa (NS). Inne wykorzystanie całek funkcyjnych oraz funkcjonałów 
charakterystycznych w problemach turbulencji można znaleźć m. in. w pracach 
[8,91.

2. METODA CAŁEK FUNKCYJNYCH

Rozważymy przepływ nieściśliwej, lepkiej cieczy, opisywany układem równań 
NS, wykorzystując notację Teodorovicha [7] (zob. także [10]):

gdzie zastosowaliśmy uogólnioną umowę sumacyjną Einsteina - po 
powtarzających
się indeksach oraz współrzędnych dokonujemy - odpowiednio - sumowania i
całkowania, tp = {0 ,\p.} = {p, v > - jest wektorem stanu cieczy (p i v - a o i  l (o)
oznaczają ciśnienie i prędkość cieczy, i = 1,2,3), - jest liniową
częścią operatora NS określoną następująco:

-La(Mj. W )  * Xa(Mj) + V Mi)=_L }~
( 2 )

(3)

gdzie: 5 ^  - jest deltą Kroneckera, i> - współczynnikiem lepkości kinematy­
cznej,

Vaj3y^i ~ jes*" nieliniow^ częścią operatora NS o składowych:
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v  .  (m Im h  ) = -  [s  a (V  + 6 8 (M2)la ( M  -m w m  -m ),
a 0 7 v i 1 2 3'  [  l k  j  l j  k  J  '  i  z ’  K i  3 y (4)

) = ’l-OO = i1! »'’l«) “ S£V ~ odpowiednio - zadanymi gęstościami0 1 1  O l  0 C 1  o l
losowych i zdeterminowanych źródeł zewnętrznych.

FC pola ip, którego realizacje spełniają układ (2)-(4), zależy również od 
pola i), przy czym pochodne 8Q/8t) mają sens funkcji Greena układu [7,10]. Zgod­
nie z definicją FC (1) oraz określeniem wartości średniej, możemy napisać:

*[D,i] = <eil#> = Jd [0]P[0, r)]e*7)̂ , (5)

gdzie:
” jest funkcjonałem gęstości prawdopodobieństwa stanu przy 

występowaniu pola zewnętrznego 7},
D [0] - oznacza element objętości w przestrzeni funkcyjnej (miarę całkową 

Wienera); wykorzystano także umowę sumacyjną.

Funkcjonał P[i/i,t)] może być wyrażony przez wartość średnią funkcjonału 6 - 
- Diraca względem indywidualnych realizacji pola yi[T),X], spełniających 
układ (2)-(4):

P[0, tj] = <S{0 - 0[TJ.X]» (6 )

(7)

Wykorzystując własności funkcjonału 3-Diraca otrzymamy [11]:

5{0 - 0[n,X] = 15L[0]/50| 6{-L[0] + X + v}»

~8{-LW ♦ X ♦ ;> = Jutile1^ - 1-1*1 + X + ^  (8)

Uwzględniając powyższe zależności w wyrażeniu dla funkcjonału P[0, ri] 
oraz
zakładając, że siły losowe mają rozkład normalny, otrzymamy ostatecznie nas­

tępujące wyrażenie dla FC 4[t),7)] pola 0 [7]:

= J j D W D W e 181* * 1 ♦ W W ,  (9>

gdzie:

S[̂ ,01 = - ¿.(MjJLJMj, [0]) + | ¿a(M1)V(M1M2)^(M2)- (10)
przy czym - jest dwupunktową funkcją korelacyjną gaussowskiego



Funkcjonalne podejście do problemu turbulencji 131

pola sił zewnętrznych oraz uwzględniliśmy, że ¡SL[0]/S0| = jl| = 1  (zob. 
[12]).

3. ZAKOŃCZENIE

FC (1), zapisany w postaci (9) - (10), pokrywa się z funkcjonałem two­
rzącym kwantowej teorii dwóch pól 0, 0, określonej działaniem S [0,0] i tym
samym statystyczny problem dla układu NS, w obecności sił losowych, jest 
równoważny z zagadnieniem pewnej teorii pola [7,10,12]. Sformułowanie sta­
tystycznej dynamiki klasycznej zmiennej losowej 0 opisywanej nieliniowymi 
równaniami, przez wprowadzenie drugiego, pomocniczego pola 0 nie komutu­
jącego z nim, stanowi istotę tzw. formalizmu MSR [10] i umożliwia doprowa­
dzenie do postaci hamiltonowskiej równań, które nie są ekstremalami pewnego
zagadnienia wariacyjnego. Przedstawione ujęcie problemu turbulencji pozwala 
wykorzystać aparat matematyczny, opracowany dla analizy pól kwantowych wraz 
z techniką diagramów oraz metodą grupy renormalizacji. Dokładniej mówiąc, 
reprezentacja FC (1) w postaci (9) - (10) stanowi podstawę konstrukcji
szeregu teorii zaburzeń dla różnych wielkości fizycznych (momentów korela­
cyjnych), a metoda grupy renormalizacji umożliwia jego przebudowę i przesu- 
mowanie pewnego nieskończonego podciągu tego szeregu, co jest istotne dla 
zrozumienia fizyki silnych nieliniowych współoddziaływań w wielomodowym 
układzie dynamicznym [7]. Z tego punktu widzenia, statystyczną teorię 
turbulencji można traktować jako "renormalizowalną teorię pola".

Zauważmy także, że praktycznie wszystkie sposoby otrzymania przybliżonych, 
skończonych układów równań w teorii turbulencji prowadzą do równań nielinio­
wych, naruszając liniowość statystycznej hydrodynamiki sformułowanej przy wy­
korzystaniu pojęcia FC pola. Jest to konsekwencją tego, że w układach znaj­
dujących się w statystycznie nierównowagowych stanach, opisywanych niegaus- 
sowskimi miarami probabilistycznymi, żaden skończony zbiór momentów staty­
stycznych czy skończenie wymiarowych rozkładów prawdopodobieństwa nie 
ewoluuje samodzielnie [13].
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Abstract

Among the most important problems of modern classical physics is that of 
the adequate description of turbulent phenomena. Beginning with the end of 
last century, this phenomenon was mainly described in a frame of experimental 
physics. The theory of turbulence made no real progress until Kolomogorov’s 
research, which introduced a statistical approach to turbulence.

It is well known that a basic assumption of turbulence theory is that the 
statistical dynamics of a flow is completely determined by the probability 
measure P(dfi) associated with random thermohydrodynamic fields whose realiza­
tions satisfy the suitable transport equations (2)—(4) for prescribed bound­
ary conditions. All multipoint correlation tensors are contained in the com­
plex valued Fourier transform of the probability measure P(d£5), the space-
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-time characteristic functional 4> (1). Thus, an explicit determination of the 
space-time characteristic functional (1) of hydrodynamical fields, which 
incorporates all the finite-dimensional statistical observables associated 
with a turbulent flow, constitutes a central problem for the deductive theory 
of turbulence.

The last twenty years have seen the introduction into turbulence theory of 
a number of new ideas and methods which are more familiar in the context of 
quantum field theory and statistical mechanics and have little in common with 
"traditional" fluid mechanics. A well known formal analogy exists between the 
functional approach in the theory of turbulence and the functional methods in 
the field theory and quantum statistics. In a paper Martin et al (1973) have 
developed a new formalism for the discussion of the statistical dynamics of 
classical random variable that satisfies a nonlinear equation of motion. The 
self-consistent equations are developed by introducing a second field that 
does non commute with the random variable. The application of this method to 
classical macroscopic systems (turbulent flows), enables path integral 
representation (9)—(10) to be written for the space-time characteristic 
functional (1). This functional integral representation can be derived 
directly from the Navier-Stokes equations (2)—(4) without reffering to the 
suitable functional differential equations. In this formulation a consistent 
approach may be proposed for describing fully developed turbulence within the 
framework of the diagram methods in perturbation theory and the renormal­
ization group method. Clearly much work remains to be done in further 
elucidating the theory and in performing calculations for specific problems.


