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ROZWIAZYWANIE PLASKICH PEKNIEC METODA ROWNAN CALKOWYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono, wykorzystujgc roéwnania cat-
kowe, metode rozwigzywania prostych i zagietych ptaskich peknie¢ w ma-
materiale sprezystym (dla I i1 Il podstawowego przypadku). Wyniki obli-
czeh numerycznych zostaty uzyte w celu przedstawienia skutecznosci
opisywanej metody.

AN INTEGRAL EQUATION METHOD FOR SOLVING PLANE CRACK PROBLEMS

Summary. An integral equation method for straight or kinked crack
problems (modes I and 11) in plane elasticity is presented in this pa-
per. Numerical examination is used to demonstrate the efficiency ofthe
described technique.

FEIIBHHE nICaHX TREUIHH METCHOM HHTEFPATIbHIEX YPABHEHH

Pe3ioMe. B CTaTte paccMOTpeH npH noMouiM HHTerpajibHbix ypaB-
HeHHH MeTOji pemeHKH npHMbix h «3rH6Hbix iijiockhx TpemwH (nep-
Boro M BToporo cjiyna«) BSJiacTbHbix MaTepjiajiax. Hjih npea-
CTaBJieHHH 3{)(H)eKTHBHocTH npeflJiaraeMoro cnocoda Hcnoji3yx>TCH
pe3dyjiTaTbi HH-cneHHoro aHajiH3a.

1. WSTEP

Réwnanie catkowe dla krzywoliniowych ptaskich peknie¢, przedstawionych na

rysunku 1, moze by¢ zapisane w nastepujacej ogélnej postaci

(1.1)
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gdzie : K(t,to) - dwupunktowa catkowa funkcja wpkywu,
F(tQ) - prawostronne wyrazenie roéwnania catkowego, okreslone
wzdduz linii pekniecia C,
e(t) - nieznana funkcja, ktorag nalezy wyznaczyc,

C - stata catkowania.

W tablicy 1 zostaly przedstawione trzy mozliwosci sformutowania réwnania
catkowego (1.1). Pierwsze réwnanie catkowe typu RC1l jest roéwnaniem, w ktorym
dwupunktowa catkowa funkcja wpdywu K(t,tQ) posiada rzad osobliwosci Cauchego
0(1/R). Drugie roéwnanie catkowe typu RC2 jest opisane w pracy Cheunga i
Chena [2]. Zaleta tego roéwnania jest jego nizszy rzad osobliwosci 0(In(r))
dla dwupunktowej catkowej funkcji wpdywu K(t,t ), co jest istotne ze wzgledu
na dok#adnos¢ -obliczeh numerycznych. Z kolei trzecie roéwnanie typu RC3 [1
spetnia bezposrednio warunek jednoznacznosci odksztatcen, dlatego tez nie ma
koniecznosci budowania dodatkowego roéwnania catkowego dla funkcji e(®

wzdduz zamknietej linii pekniecia.

Tablica 1
Réwnania catkowe dla krzywoliniowych ptaskich pekniec¢
Typ Warunek
réwnania C(v) F(t ) € Jednoznacznosci
catkowego dla odksztatcen

funkcja dyslokacji funkcja obcigzenia stata € powinien byé

RC1 wzdduz linii liniowego wzdtuz nie jest speiniony
pekniecia linii pekniecia wymagana
taka, jak dla funkcja sity stata C taki, jak dla
RC2 réwnania typu wypadkowej wzdduz jest réwnania typu
A linii pekniecia wymagana A
funkcja skoku taka, jak dla stata C jest spekniony
RC3 przemieszczen réwnania typu jest bezposrednio
wzdduz linii A wymagana
pekniecia

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Ze wzgledu na dokdadnos¢ obliczen wybrano do dalszych rozwazan roéwnanie
catkowe typu RC2. Rozwigzujac problem phaskich peknie¢ w warunkach
potencjatéw zespolonych wygodnie jest wykorzysta¢ sformutowania Muskheli-

shviliego (51. Wyrazona przez funkcje harmoniczne oraz zespolone wypadkowa
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sita F~ + i, dzialajaca na brzegu AB (rys. 2), przyjmuje postac:

w [*-4]1--*[3%«]
gdzie: ¢ - funkcja harmoniczna.
Wykorzystujac zwigzek
+ i|N=0@) + 207 (@ + 2.2

réwnanie (2.1) moze by¢ okreslone przez nastepujace zaleznosci
.3
F o+ iFy = SN/ + AT @ +*@)I =-iNE)+ @ @] +C ., (23
X
gdzie : ip{@) = H log(z-t)
*(z) = H log(z-t) -

- potencjaty zespolone,

H - dyslokacja umieszczona w punkcie z =t (wartos¢ zespolona).

Jezeli rozpatrzymy rozkdad gestoscidyslokacji p(s) wzdtuz linii
pekniecia (O<s<l), za pomoca zwigzku
H) ds = p(s) ds , gdzie p(s) = i"ts) + ip2(s), .9

to potencjaty zespolone, okreslone przez zaleznosci (2.3), przyjmg postac

ipiz) = J p(s) log(z-t) ds , W@ =J

Z-t
(o]

2.5)

*(2) = i p(s) log(z-t) ds - f ds e
oJ oJ
Uwzgledniajac roéwnania potencjatéw zespolonych (2.5), sktadowe sity wypadko-
wej dziatajacej wzdduz linii pekniecia, w przypadku gdy gestosci dyslokacji
p(s) umieszczone sg wzdduz tej linii, a zmienna z t* lub z t , przyjmuja
ostatecznie postac

Fx(Q) = J 2log(r(t,tQ))p2(s)ds +
o
+ J ~(s)sin(2e(t,tQ))-p2(s)cos(20(t,tQ))jds + Im(C) ,
F (£ ) = — Ff2log(r(t,t ))p (s)ds + (2.6)
y 0 J 0 1
'd]h (s)cos(20(t,t ))+p2 (s)sin(ZO(t,tO))‘]Ids + Re(C) ,
gdzie: t-t0= elO™M,tto\ a goérne indeksy + i - oznaczajg odpowiednio
gorng i dolng linie pekniecia.
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Warunek jednoznacznosci odksztakcenn dla zamknietej linii pekniecia wymaga
spednienia dodatkowego réwnania

N
f, s) ds =0 . @.D

3. FUNKCJE KSZTALTU ELEMENTOW OSOBLIWYCH

Linia pekniecia jest dyskretyzowana za pomoca Nb liniowych elementéw z
Nb+1 weztami. DIla kazdego prostoliniowego odcinka elementu przyjeto lo-
kalny uktad wspétrzednych, w ktdérym zmienna s jest styczng, a zmienna n nor-
malng do linii pekniecia. Funkcja ksztakttu dla gestosci dyslokacji jednego z
elementéw zawierajacych wierzchotek pekniecia ma postac:

f~ T " 1-71 1+7) n

u =/ -————— p+-——u , gdzie 1] ¢1 . @G.D
1v / 1) 2 1,1 2 1,23
Rys. 1. Krzywoliniowe pekniecie Rys. 2. Sktadowe sity wypadkowej,
w nieskonczonej tarczy dziatajacej na brzegu AB
Fig. 1. A curve crack in an infinite Fig. 2. The traction-rate force
plate on a boundary AB

4. PRZYKLADY OBLICZENIOWE I WNIOSKI

Tablica 2 przedstawia zestawienie wartosci wspodczynnikéw intensywnosci
naprezen w wierzchotku prostoliniowego pekniecia o dtugosci 1=2a, umieszczo-
nego w nieskonczonej tarczy. Wzdduz linii tego pekniecia dziata jednorodne,
jednostkowe cisnienie p=l. Linia pekniecia jest podzielona na N =10 Ib

N®=20 liniowych elementéw o jednakowej ddtugosci. Uzyskane wartosci wspol-
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czynnikéw intensywnosci naprezen Kj sg poréwnane z wynikiem rozwigzania
analitycznego, ktore dla tego typu pekniecia jest mozliwe do otrzymania,

oraz z wynikami uzyskanymi przez Y. K. Cheunga i Y. Z. Chena [2].

Tablica 2

Wartosci wspédczynnikéw intensywnosci naprezen w wierzchodku
prostoliniowego pekniecia umieszczonego w nieskonczonej tarczy

Nb K Kju) Rozw. analityczne
10 i,0004Vn 1,0261"M1
20 0,9996vm 1,0144vn n

W tablicy 3 sa podane wartosci wspotczynnikédw intensywnosci naprezen
w wierzchotkach zagietych linii peknie¢, ktérych geometria jest okreslona
w pracach [4,81. Wartosci wyznaczonych wspédczynnikéw intensywnosci naprezen
sg poréwnane z wynikami otrzymanymi przez K. K. Lo, W. Zanga i P. Gudmund-
sona. Dla wszystkich rozpatrywanych przypadkéw peknie¢ otrzymano dobrg zgod-
nos¢ wynikow.
Tablica 3

Wartosci wspotczynnikéw intensywnosci naprezen w wierzchotkach zagietych
linii peknie¢, skkadajgcych sie z dwéch odcinkoéw

«© K, B KM Kn B  KII[4
150 1 1,147 1,154 1,15 0,318 0,318 0,32
15° 10 0,979 0,983 0,98 0,195 0,196 0,20
15° 100 0,965 0,970 0,97 0,148 0,151 0,15
45° 1 0,656 0,664 0,67 0,719 0,722 0,72
45° 10 0.678 0,681 0,68 0,464 0,467 0, 47
45° 100 0,744 0,749 0,75 0,364 0,372 0,37
75° 1 0,060 0,070 0,07 0,642 0,651 0,65
75° 10 0,271 0,270 0,28 0,471 0,476 0,48
75° 100 0,427 0,429 0,42 0,396 0,413 0,41

Zastosowana procedura catkowania numerycznego [7] umozliwia dowolny dobér
zgdanej funkcji ksztattu dla elementéw osobliwych, co jest istotne w przy-
padku modelowania peknie¢ dla zakresu sprezysto-plastycznych wkasciwosci ma-
teriatu. Nizszy rzad osobliwosci dwupunktowej catkowej funkcji wpkywu i ele-
menty osobliwe w wierzchotkach pekniecia zapewniaja odpowiednia dokd#adnosé
wynikoéw przy uniknieciu koniecznosci drobiazgowej dyskretyzacji linii pek-
niecia. Metoda roéwnan catkowych dla sit wypadkowych 1 gestosci dyslokacji

moze by¢ wykorzystana wraz z metoda elementéw brzegowych [6] do modelowania
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dowolnych ptaskich peknie¢ dla pierwszego i drugiego podstawowego przypadku

rozwoju pekniecia G. R. lrwina.
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Abstract

The plane smooth or Kkinked crack problems (modes 1 and 11) of linear
elasticity is considered in this paper. Three possibilities of formulating
the integral equations for crack problems are listed in Table 1. The pro-
blems of crack modelling are solved by an application of the integral equa-
tions (2.6) for the resultant forces along the crack line. A self-adaptive
co-ordinate third degree polynomial transformation [7] is used to compute
singular or nearly singular integrals. In Table 2 and 3, some representative
results of the stress intensity factors at crack tips are presented with
comparison to those obtained in ref. [2,4,8]. The integral equations for the
resultant forces along the crack line utilized in this method can be coupled
to the direct boundary element method [6] for treatment of cracks in plane

finite bodies.



