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ANALIZA CIAGLYCH 1 DYSKRETNYCH ZAGADNIEN WLASNYCH DLA ROWNANIA
PRZEWODZENIA CIEPLA

Streszczenie. Przedstawiono zatozenia metody rozwigzania roéwnania
przewodzenia ciepta opierajac sie na rozwigzanie ciagtego lub dyskret-
nego zagadnienia whkasnego. Wskazano na analogie pomiedzy ciagdym i
dyskretnym sformutowaniem zagadnienia wkasnego.

ANALYSIS OF CONTINUOUS AND DISCRETE EIGENVALUE PROBLEM FOR
HEAT CONDUCTION PROBLEM

Summary. Assumptions of the method of solution of heat conduction
equation based upon solution of continuous or discrete eigenvalue
problem is presented in the paper. Analogy between continuous and
discrete formulation of the eigenvalue problem is pointed out.

AHAJLH3 nOCTOHHHWODC H IIHCKPETHbDC COOECTBEHHWDC IIPOEJIEM HIIH
YPABHEHHH TEINIOnPOBOHHOCTH

Pe3KMe, IlpeflCTaBJieHhi npuHmtnbi Meaoaa pemeHHH I_)(aBHeHHH
TenJionpoBOfIHOCTH __onnpaHCb _Ha ~pemeHHe * nocTaHHHOU  mjih
UHCKpeTHoii cooficTBeHHoii npofiJieMbi. YKa3aHa aHajiordH Mewa
nocg_ﬂugmNI H  AHCKpeTHbIM™  C*OpMyjlHpOBaHMeM ~ COOOCTBeHHO
npo6jieMbi.

1. WSTEP

Jedng z metod stosowanych do rozwigzywania réwnan matematycznej fizyki, a
w tym réwnania przewodzenia ciepla, jest metoda oparta na wyrazeniu

rozwigzania w postaci widmowej ( spektralnej), tm. na wartosciach wkasnych
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i funkcjach (wektorach) w#asnych i odpowiednio sformutowanego zagadnienia
whasnego (2). Reprezentantem metod spektralnych w dziedzinie metod
analitycznych jest metoda skofczonych przeksztakcehn catkowych [1] stosowana
szeroko do rozwigzywania zagadnien brzegowych przewodzenia ciepta. Mimo
wielu zalet zakres stosowalnosci tej metody, podobnie jak i innych metod
analitycznych, ogranicza sie do ciat o prostych ksztakttach. Znacznie wieksze
mozliwosci daje zastosowanie metody spektralnej w podaczeniu z metodami
dyskretnymi  stosowanymi  juz powszechnie do rozwigzywania omawianych
zagadnien [3,4,5,6], W [literaturze metoda ta nosi nazwe Dyskretnej
Transformacji Spektralnej DTS [3,4,6] (Discrete Eigenvalue Method [5])-
Metoda ta umozliwia uzyskanie rozwigzania cigglego, np. ze wzgledu na czas
przy zachowaniu dyskretyzacji obszaru rozwigzania. Jak wykazuja badania
takie podejscie pozwala znacznie zwiekszy¢ dokdadnos¢ obliczen, a takze w
pewnych przypadkach  skréci¢ czas obliczen (p- analiza  procesow
szybkozmiennych, szokéw termicznych itp.) [3]- Metoda DTS jest takze
stosowana do rozwigzywania pewnej klasy zadan odwrotnych [3,6]-

Analityczna i1 dyskretna wersja metody spektralnej wykazuje daleko idaca
analogie dotyczaca sformutowania i rozwigzania problemu. Zagadnienie to nie
by*o dotychczas szeroko analizowane w literaturze, cho¢ niewagtpliwie stanowi
interesujacy przyczynek do teorii metod spektralnych. Analogia pomiedzy
sformutowaniem ciagdym i dyskretnym zostanie przedstawiona na przyktadzie
rézniczkowego réwnania Laplace’a opisujacego ustalone, bezzrédtowe pole
temperatury.

2. METODA SKONCZONYCH PRZEKSZTALCEN CALKOWYCH

Réwnanie Laplace*a opisujace ustalone pole temperatury ma postac
L T(r) =0 (€]
gdzie:
L=V - roézniczkowy operator Laplace’a,
r - uogolniona wspétrzedna.
Przyjmuje sie, Zze na brzegu ciata zadane sa niejednorodne warunki
brzegowe. Istota metody skonczonych przeksztatcen catkowych polega na
catkowej transformacji wyjsSciowego roéwnania rézniczkowego, rozwigzania

réwnania w dziedzinie transformaty i retransformacji rozwigzania do
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dziedziny oryginatu. Transformacji operatora L dokonuje sie w tym przypadku
opierajac sie na jadrze K(p,r) wynikajacym 2z rozwigzania zagadnienia

wdasnego Stourma-Liouvllle’a

L K(i,r) = -p~fp.r) @

Na funkcje K(p,r) naktada sie przy tym jednorodne warunki brzegowe, zgodne
co do typu z warunkami niejednorodnymi natozonymi na funkcje T(r). Réwnanie
@) wraz z jednorodnymi warunkami brzegowymi tworzy tzw. zagadnienie wkasne
sformutowane w dziedzinie operatora ciagtego L.

Jezeli istnieje nietrywialne rozwigzanie =zagadnienia wkasnego (@) w
postaci nieskonczonego ciaggu funkcji K ,0), gdzie i=1,2, t o wartosci
parametru Ji( sa wartosciami whkasnymi, a ,r) odpowiadajacymi im
funkcjami whasnymi .

Transformacja operatora L jest zdefiniowana nastepujaco

LT LT(rK(p,Nadv ®

\%
Transformacja (3) Jest reprezentacja spektralng operatora rézniczkowego
LT(r) w nowej bazie generowanej przez funkcje wkasne tego operatora [Z].
Dowodzi sie [1], ze jezeli operator roézniczkowy jest samosprzezornly (Jak npr
operator Laplace’a), to jego funkcje wkasne sg ortogonalne i po unormowaniu
tworzg baze ortonormalnga. W wyniku transformacji (3) réwnanie (1) przybiera

postac
Hm,) +zi®) =0 @

gdzie T(pt) Jest transformatag funkcji T(r), a zff") jJest sktadnikiem
uwzgledniajacym niejednorodnos¢ warunku brzegowego. Ostateczne rozwigzanie
T(r) uzyskuje sie poprzez retransformacje TFunkcji T(p ) polegajaca na

jej rozwinieciu w szereg funkcji whkasnych, tmn::
®

T(r) =V C (u)KWu ,nNTW ) (©)
ith <~ 1 1

gdzie T(pQ Jjest rozwigzaniem réwnania (4).
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3. METODA DYSKRETNEJ TRANSFORMACJI SPEKTRALNEJ

Jezeli do dyskretyzacji réwnania (1) opisujacego ustalone pole
temperatury w analizowanym ciele zastosowa¢ jedna z powszechnie stosowanych
metod dyskretnych (elementéw skoriczonych, bilanséw elementarnych itp. ), to

uzyskuje sie nastepujace dyskretne sformudowanie problemu

r1*B=10 6)
Macierz A jest operatorem dyskretnym powstatym z dyskretyzacji operatora
Laplace’a przy zatozeniu jednorodnych warunkéw brzegowych. Niejednorodnosci
warunkéw brzegowych sa natomiast uwzglednione w elementach wektora B.
Dyskretny operator A wykazuje te same cechy, co ciagty operator Laplace’a:
- operator A jest samosprzezony (macierz A jest symetryczna),
- wektory whasne symetrycznej macierzy A sa ortogonalne.

Dyskretne zagadnienie wkasne ma w tym przypadku postac

3jo0, (=1,2 N) @
gdzie:
- wartos¢ whkasna,
6s - wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wkasnej 3 .
Dyskretnej transformacji wektora T dokonuje sie w bazie reprezentowanej

macierza W, ktérej kolumny utworzone sag przez ortogonalne wektory wkasne ( :

f=wi = WT (8)
gdzie wkasnos¢ W I= WT obowigzuje dla bazy ortogonalnej (2]
Po przeprowadzeniu diagonalizacji macierzy A (W W = Diag @ réwnanie
@) przybiera postaé

b

GT +;p=0 > 2, =- b, ©

gdzie T( oznacza transformate temperatury T/
Rozwigzanie w dziedzinie oryginatu, czyli retransformacja wektora T,

polega na rozwinieciu w sume weddug kolejnych wektoréw wkasnych:

wT ox T,
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4. ANALOGIA CIAGLEGO 1 DYSKRETNEGO ZAGADNIENIA WEASNEGO

Analogia pomiedzy sformutowaniem 1 rozwigzaniem zagadnienia brzegowego
przewodzenia ciepta w postaci ciaglej (1) i dyskretnej (@) staje sie w pekni
widoczna, jezeli przyjaé zestawiong w tablicy 1 odpowiednio$é pomiedzy

pojeciami i wielkosciami charakterystycznymi dla metody skonczonych

przeksztatcen catkowych i dyskretnej transformacji spektralnej.

Tablica 1
Analogia pomiedzy sformutowaniem ciggdym i dyskretnym
Zagadnienie ciagle Zagadnienie dyskretne
(Metoda skonczonych (Metoda dyskretnej
przeksztatcen catkowych) transformacji spektralnej)
operator rézniczkowy L operator dyskretny A
(samosprzezony) (symetryczny)
funkcja wkasna Ktp”r) wektor whasny
wartos¢ whasna u?I wartos¢ wkasna -8i
zagadnienie wkasne: zagadnienie wlasne:
= - N o =
L Ktpyr) p2 KI~.r) A, =Q P
transformacja catkowa: transformacja dyskretna:
T = K(,nDT(r)dV f =w"1l = WTI
retransformacja: retransformacja: *
0
T(I’) :1519 gu )K(plar)T(pi) Ti :jgipit-rj

Przedstawiona analogia pomiedzy metoda skohczonych przeksztakcen
catkowych a metoda DTS wynika stad, ze obie metody bazuja na transformacji
zagadnienia opartego na widmie (spektrum) utworzonym odpowiednio przez

funkcje whasne i wektory wkasne whkasciwego zagadnienia whasnego.
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Abstract

Eigenvalue (spectral) approach to the solving of boundary problems of
heat conduction can be applied in the both continuous ( Finite Integral
Transformations Method FITM [1]) and discrete ( Discrete Eigenvalue Method
DEM [3,6]) problem formulation. When applying DEM we can obtain discrete
solution (in the nodes of body discretization) which is continuous for
example with respect to the time. In contrary to the analytical approach the
Discrete Eigenvalue Method for solution the problem within the body of
complex shape what 1is the significant feature of the method. Generally DEM
is considered to be an effective tool for solving certain class of heat
conduction (and other) problems involving for example high-speed variation
processes, problems of thermal shocks etc. [,4,6] as well as inverse heat
conduction problems [3].

Analogy between continuous and discrete formulation of spectral methods
seems to be an interesting contribution to the theory of the spectral
transformations. This analogy is analyzed in this paper upon the example of
solution of Laplace differential equation governing with the non-source,
steady-state temperature field. General assumptions and spectral
transformations of FITM and DEM are presented in the paper. The most
important analogical notations, Tformulations and transformations for
analyzed spectral methods are gathered in the table 1.



