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WYZNACZANIE DOKLADNYCH CHARAKTERYSTYK PROBABILISTYCZNYCH
W NIELINIOWYCH UKLADACH DYNAMICZNYCH

Streszczenie. W pracy podano dok#adng, 2z matematycznego punktu wi-
dzenia, metode analizy probabilistycznej drgan w nieliniowych jedno-
wymiarowych uk#adach dynamicznych poddanych zakddéceniom o charakterze
procesu stacjonarnego 2 rzedu. Na podstawie analizy réwnan
Fokkera-Plancka uzyskuje sie doktadne charakterystyki probabilistyczne
trojwymiarowego wektora skladajacego sie z przemieszczenia, predkosci
i przyspieszenia.

DETERMINATION OF EXACT PROBABILISTIC CHARACTERISTICS
IN NONLINEAR DYNAMIC SYSTEMS

Summary. The main feature of this report is mathematically rigorous
foundations of a probabilistic analysis of vibrations in nonlinear
dynamical systems driven by narrow-band stationary processes. Thus,
utilizing the Fokker-Planck equations, the determination of the
three-dimensional Markov vector with components the displacement, the

velocity and the acceleration of the nonlinear oscillator can be
circumvented.
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1. WSTEP

W ciggu ostatnich lat metoda réwnan Fokkera-Plancka byka wielokrotnie z
powodzeniem stosowana do uzyskania doktadnych charakterystyk probabili-
stycznych sygnatéw w pewnych ukdadach dynamicznych, zwkaszcza w przypadkach
stacjonarnych. Dotyczyto to zwhaszcza uk#adéw dynamicznych,w ktérych
zaktocenia byty typu biatego szumu [2-6,8-14).

Pewne wyniki zostaty réwniez osiggniete w zakresie analizy ukdadow, w
ktérych zak+ééenie jest pewnym szerokopasmowym procesem stacjonarnym 2
rzedu [3-5,11]. W przypadku gdy nieliniowo$¢ ukdadu dynamicznego jest
przedziatami liniowa, analiza taka zostata podana dla pewnej klasy proceséw
stacjonarnych, niekoniecznie szerokopasmowych. Przydatnos¢ tej analizy
ograniczajg dos$¢ restrykcyjne zatozenia dotyczace funkcji nieliniowej, np
Scista monotonicznosé PB,10-117,

Praca niniejsza zawiera matematycznie Sciste podstawy analizy probabi-
listycznej drgan w nieliniowych jednowymiarowych uk#adach dynamicznych
poddanych zakto6ceniom o charakterze procesu stacjonarnego 2 rzedu.
Analizie poddano nieliniowy oscylator z liniowym tdumieniem wiskotycznym i
nieliniowg charakterystyka sprezysta, o ktérej zaktada sie jedynie, ze jest
wystarczajaco regularna dla istnienia i jednoznacznosci rozwigzania réwnania
stochastycznego [1], W szczegdélnym przypadku moze by¢ funkcja przedziatami
liniowa. Do analizy wykorzystywany jest aparat réwnan Fokkera-Plancka. Na
tej podstawie uzyskuje sie charakterystyki probabilistyczne tréjwymiarowego

wektora sktadajgcego sie z przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia.

2. PRELIMINARIA

Rozpatrywany bedzie jednowymiarowy ukdad drgajacy,ktdérego ruch opisany
jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym w znormalizowanej formie

x (t) + I3x(t) + F(x(t)) = z(t) teRl (¢))

gdzie ( P=const>] oznacza wspédczynnik thumienia wiskotycznego,a
funkcja F(x), xeRl reprezentuje charakterystyke nieliniowej sidy sprezystej.
Zaktadamy dalej, ze F(-) jest przedziatami funkcjg roézniczkowalna.
Rozpatrujemy przypadek, gdy funkcja wymuszajaca jJest stacjonarnym
procesem stochastycznym 2 rzedu ze $rednig réwng zeru i gestoscig spektralng
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postaci

Sz(u) = —i+

gdzie SQ>0 i t sa pewnymi stakymi.

u €RI @

CN-P wn

2
T

W celu ustalenia uwagi przyjmujemy dalej, ze gestos¢ spektralna dana
jest nastepujaca transformacja Fouriera

)
S @ = K )exp(-iox)dx , ub R/
gdzie oznacza funkcje korelacji pewnego procesu stochastycznego 2

rzedu z(-), stacjonarnego w szerokim sensie. W dalszej analizie pojawia sie
proces stochastyczny, zwany gaussowskim procesem biatego szumu. Pod pojeciem
tym bedziemy rozumie¢ uogdlniony proces stochastyczny, ktéry jest
dystrybucyjna pochodng procesu Wienera. Jego uogélniona funkcja korelacji

jest, naturalnie, dystrybucjg i bedzie oznaczana w nastepujacy sposéb
K,(t) = const-S(x) , X € R*

gdzie const oznacza intensywno$¢ biatego szumu.

Jest sprawg ogolnie znang, ze proces z(t,u) mozna otrzyma¢ jako sygnat
wyjsciowy pewnego ukdadu dynamicznego zwanego Ffiltrem. W naszym przypadku,
gdy gestosé spektralna procesu dana jest wzorem (), réwnanie Filtru
przyjmuje posta¢ nastepujaca

xz(t,<d) + z(t,u) = }/Sq O(t, u) (©))

gdzie Vi(t,u) jest gausowskim biakym szumem z jednostkowg iIntensywnosciag.-

3. ANALITYCZNE ROZWIAZANIA ROWNANIA FOKKERA-PLANKA

Jest znanym faktem, ze réwnania Fokkera-Plancka zapisuje sie na ogét dla
uk¥adéw dynamicznych (uktadéw réwnan) z zakkoceniem typu biatego szumu.
Analiza istnienia i1 jednoznacznosci rozwigzan znana jest réwniez dla tego
typu réownan. Stad wynika konieczno$¢ pewnych przeksztatcen réwnan @) i Q)-
Nie jest trudne wykazanie,ze standardowe dla ukfadu réwnah podstawienie
y =X, y2=x, y3=z prowadzi do réwnan Fékkera-Plancka w postaci, dla ktérej
nie jest mozliwe vrozdzielenie zmiennych. W 2zwigzku =z tym dokonamy

nastepujacego podstawienia y™=x , y2=X , Y3FX =
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Teraz mozemy zapisa¢ réwnanie (4) w postaci ukdadu réwnan pierwszego

rzedu:
Y7
¥y ¥
/s -
S VS A S e B S A A @

Na podstawie standardowych rozwazan, réwnanie Fokkera-Plancka wynikajace z
ukdadu réwnan rézniczkowych (4) przyjmuje posta¢ nastepujaca

3w Sw 14+/3c a_ , , (dF 3 3w
y= +,3i57 ° - 557 «V t) 357 =

~3
gdzie W=W(3) Y ymwy)ym .y e Rl oznacza funkcje gestosci
prawdopodobienstwa.

W dalszym ciagu analizy zalozymy, ze rozwigzanie réwnania (5) posiada
pewne szczeg6lne whasnosci znane 2z opublikowanych wynikéw [2-5,8-12,14]
analizy podobnych zagadniehn. Przyjmiemy mianowicie, ze prawdziwe jest
zatozenie o mozliwosci rozdzielenia zmiennych w postaci

wiI3> (vi,y2,y3) = &(i.y3)exp (yi>y2)j ®>
gdzie $(=,*) i T(-, -) sa pewnymi nieznanymi funkcjami.

Podstawienie funkcji () do réwnania Fokkera-Plancka (5) prowadzi do roz-

dzielenia zmiennych w réwnaniu (5) 1 do nastepujacych dwéch réwnan

w e, a$ .89 f dF a$

y2 dyi y3 3y2  yz( dyt 4)ay3 ™
W3 d g, 1 , 89 so a2z _
T A3 .( y3) + T F(V ay3 + 2XZ A3 0 (8)

W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do tzw waunkéw naturalnych,to znaczy
do przypadku, gdy y ,i=1,2,3 zmieniaja sie w granicach = ». Na podstawie

zhozonej analizy réwnan (7) i @) mozemy okreslié wynik koricowy
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3> Vi
W @ity2'y3) =NSoXP @* "9 S5 vy & - T i

Dalej zaktada¢ bedziemy, ze nieliniowa charakterystyka sprezysta jest

funkcja ciagta przedziatami liniowg,przyjmiemy nastepujace oznaczenia
FOO = F & = bx + (10)

dla x. s x < x__ , 1=1.2 n, -®= X <X <=..<XX = + » ,gdzie » i m
1 i+l 12 N n+l 1

sa pewnymi statymi,po wykonaniu niezbednych prostychcatkowanotrzymamy
WIEBGE g%eY )T CiExp m @y 2r b2t eyt dyyy ey + gyg) an

gdzie w(31(y .,y ,y").reprezentuje funkcje, gestosci prawdopodobienstwa,C(,
a ,b ,c~d ,e ,g0 ,sa pewnymi statymi 1=1,2 n okreslonymi w i-tym

przedziale zmiennos$ci zmiennej vy ;

a,= SET (*A +1p)

b,= sf- i1+ u,2t + H (12)
2(jI2t
c,= ST- (3 +H d, So
m / \ 2m t
5, “ §5- (u_2x+r.9 gi = ~So

dla i=1,2, ... ,n_Powyzsze wyniki (12-13) sa podobne do tych podanych w [11],
réznica polega na tym, ze zostaly osiggniete przy skabszych zatozeniach
dotyczacych nieliniowosci, co pozwala na uwzglednienie interesujacego
przypadku, gdy 1= 0.
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Abstract

The main feature of this report is mathematically rigorous Tfoundations
of a probabilistic analysis of vibrations in nonlinear dynamical systems
driven by narrow-band stationary processes.It is considered a
one-dimensional vibrating system whose motion 1is described by te
differential equation in the normalized form

x(g + IXxX® + Fx®)) = z(®) , teRl

where ( 5=-g™-, |3=const>0 denotes a coefficient of linear viscous damping,
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and the function F(X), xeRl represents the characteristic of the nonlinear
elastic force. It’s assumed further that F(-) is intervally differentiable.

We consider the case when the excitation force is a stationary 2-nd order
stochastic process with a mean value equal to zero and a spectral density of
the form

S

S = ——— @6 Rl (@)
z 1

where SO>O and x are some constants,
Thus, utilizing the Fokker-Planck equations, the determination of the
density of the three-dimensional Markov vector with components the
displacement, the velocity and the acceleration of the nonlinear oscillator
can be circumvented. It is further presented that the density function has
the following form

w<3)(X,%,x) = $(X, xlexp™Hx, X)j

where $(=,*) and «*(=,») are analytically determined functions.



