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MODEL MATEMATYCZNY PRZYROSTOWEGO PROBLEMU KONTAKTOWEGO
Z TARCIEM DWOCH CIAL SPREZYSTYCH

Streszczenie. Oméwiono $cisty model matematyczny przyrostowego
problemu kontaktowego dwoch ciak termosprezystych poruszajacych sie
wspolnym ruchem unoszenia. Sformutowanie lokalne bierze za podstawe
nieprzyrostowe réwnania liniowej teorii sprezystosci i przyrostowe,
nieliniowe réwnania mechaniki kontaktu. Odpowiednie sformutowanie
wariacyjne opiera sie na zasadzie Hamiltona.

MATHEMAT ICAL MODEL OF INCREMENTAL FRICTIONAL
CONTACT PROBLEM OF TWO ELASTIC BODIES

Summary. The exact mathematical model of the iIncremental contact
problem of two thermoelastic bodies in the common transportation motion
is presented in the paper. The local formulation takes non-incremental
linear elasticity equations and incremental, non-linear contact
mechanics equations as a basis. The corresponding Vvariational
formulation is based on the Hamilton®s principle.

MATEMATHHECKAH MOfIEJIb nPHPOCTA KOHTAKTHOrO BOI1POCA
C TPEHHEM HBYX ynPYTHX TEII

Pe3ioMe. 06cy)KiieHa TOHHaa MaTeMaTHHecKaa MOflelib npHpocTHoii
KOHTaKTHoii npo6jieMbi HByx TepMoynpyrHX Ten HaxoflHiuHXCH b cob-
MecTHOM nepeHOCHOM fIBn*eHHH. JloKajibHaa <J>opMyjmpoBKa 3anaHH
6a3npyeT Ha HenpnpocTHbix ypaBHeHMax jiKHeitHoii Teopnn ynpyroc-
TM K npHpOCTHDIX, HejlHHeMHbIX ypaBHeHHHX MeXaHMKH KOHTaHTa.
cooTBeTCTByiomaa BapiiaileHHaH (JiopMyjiiipoBKa 3anaHM ocHOBbiBaeTCH
Ha npMHUKne raMMIJibTOHa.

WPROWADZENIE

Podejscia prowadzace do sformutowania problemu kontaktowego dwoch ciat

sprezystych moga by¢ oparte na klasycznym opisie nieprzyrostowym lub opisie



430 G. Zboinski

przyrostowym. W pierwszym przypadku réwnania sprezystosci i réwnania
mechaniki kontaktu przyjmujg posta¢ nieprzyrostowga. Te ostatnie moga bycé
wyrazone w funkcji predkosci [1, 2, 3, 4] lub przemieszczen catkowitych [5,
6, 71, W drugim za$ przypadku w przyrostowych réwnaniach mechaniki kontaktu
wykorzystuje sie przyrosty przemieszczen. Natomiast réwnania sprezystosci
moga byé zapisane w formie przyrostowej [8, 9] lub nieprzyrostowej [10, 11,
12].

Wada pierwszego i ostatniego podejscia jest niezgodno$¢ kierunkéw
wektoréw tarcia i predkosci. Z kolei w przypadku drugiego i trzeciego
podejsScia powstaje trudnos¢ ze zdefiniowaniem wektora predkosci, poniewaz
problem kontaktowy liniowej sprezystosci ma charakter kinetostatyczny.

Oryginalne sformutowanie lokalne 1 wariacyjne problemu przedstawione w
pracy bierze za podstawe nieprzyeostowe roéwnania liniowej sprezystosci i
przyrostowg posta¢ réwnan mechaniki  kontaktu. Kierunki sit tarcia
zdefiniowane sg w funkcji wektora przyrostéw poslizgu aproksymujacego wektor
predkosci, natomiast wektor przyrostéw poslizgu w funkcji przyrostéw
przemieszczen.

2. MODEL MATEMATYCZNY PROBLEMU

2.1. Podstawy opisu przyrostowego

Rozwazymy przyrostowy uogélniony, kinetostatyczny problem dwéch ciat
termosprezystych znajdujacych sie w kontakcie. Naszym celem jest okreslenie
Sciezki rownowagi ciat w kolejnych chwilach czasu. Chwile czasu, ktory ze
wzgledu na kinetostatyczny charakter zadania jest parametrem problemu, rosng
w stosunku do chwili poczatkowej to o wielkosci At, 2At, 3At, ..., gdzie At
jest przyrostem czasu. Znane jest rozwigzanie problemu w przedziale czasu od
to do aktualnej chwili czasu t. Szukamy natomiast rozwigzania w chwili tAL.
Obcigzenie ciat rosnie w kazdej kolejnej chwili czasu o pewng wartos¢ od
zera w chwili poczatkowej az do pednego obciagzenia w chwili Kkoricowej -

Ruch obu ciak a (@&=1,2) znajdujacych sie w kontakcie jest opisany w
nieinercjalnym ukdadzie odniesienia o0 poczatku 0Ox i wspdétrzednych
kartezjanskich X! (1=1,2,3). Ruch ciat w uktadzie odniesienia jest skutkiem

matych deformacji. Wsp6lny ruch unoszenia jest znany.
2.2. Sformutowanie lokalne
Réwnania liniowej teorii sprezystosci dla rozwazanego problemu przyjmu-

ja postac
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w objetosci Vo kazdego z ciat a. Stosujemy tutaj klasyczng symbolike i no-
tacje tensorowg. Tensory stakych sprezystych, naprezen i odksztakcen sa
oznaczone  odpowiednio 1Kl 11 b c _ wiellcosci §1 | g reprezentuja
wektory sit masowych i przemieszczenh. V:Ijielkos’é aI jest wektorem zadanych
przemieszczen translacyjnych, natomiast tensory zadanej predkosci katowej

i przyspieszenia katowego sa zdefiniowane =za pomocg odpowiednich wekto-
k

row predkosci i przyspieszenia katowego, tzn. :Bijz—eljkbk, Eijz-eljke
gdzie N jest symbolem permutacyjnym. Zak¥adamy, ze odksztatcenia
wstepne spowodowane sg gradientami temperatury, przy czym gijl oznacza tutaj
tensor metryczny, a za$ jest wspétczynnikiem rozszerzalnosci objetosciowej
a T charakteryzuje stacjonarne pole temperatur.

Naprezeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe na czesciach Po i Qo

powierzchni obu ciat zapisujemy w klasycznej postaci

a1ivJ=pI, XePo,

qlzé* (2)

, XeQo.

Ty =r!

Wielkosci dlI i pl sa wektorami zadanych przemieszczen i obcigzen
powierzchniowych, a rl to wektor nieznanych reakcji powierzchniowych.

Catos¢ uzupedniaja nieliniowe réwnania mechaniki kontaktu obowigzujace na
wspélnej powierzchni ciat K
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Fizyczna 1 geometryczna nieliniowo$¢ tych réwnan wynika odpowiednio z
zatozenia tarcia i przyjecia jednostronnych kontaktowych wiezéw normalnych.
Réwnania te definiujemy 2z pomoca wielkosci n( i t~ (s=1,2), ktére sa
odpowiednio wektorem jednostkowej normalnej =zewnetrznej 1 pseudotensorem
dwéch  jednostkowych  stycznych do powierzchni ciata pierwszego (al).
W réwnaniach tych SSt oznacza delte Kroneckera. Wektor szczeliny zdefiniowany
jest  zpomocg szczeliny  poczatkowej ho iprzemieszczennormalnych E4s
Wektor przyrostow poslizgu s okreslony jest przez wektor przyrostu
przemieszczen stycznych Nalezypodkreslic, zepowierzchniowe reakcje
kontaktowezastosowane w rownaniach (3) odnosza sie dociata onizszym
numerze  porzadkowym &b, natomiast wektory szczeliny, poslizgu,
przemieszczeh i przyrostéw przemieszczen sag zdefiniowane Jako réznice
pomiedzy odpowiednimi wektorami ciata pierwszego (a=I) 1 ciata drugiego

@=2).

2.3. Sformutowanie wariacyjne

Odpowiednie sformutowanie wariacyjne wykorzystuje Tunkcjonat energii

potencjalnej uzupekniony o czdony zawierajace reakcje wiezéw
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Réwnania te uzupedniajga nastepujgace zwiazki sformutowania lokalnego

spednione a priori
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Zwigzki powyzsze zapewniajg rownowaznos¢ sformutowania lokalnego
opisanego réwnaniami (@), (@ i (@) oraz zasady wariacyjnej (4). Wystepujace
w nich wielkosci pip 5 to wspéczynnik tarcia i zadana wielkos¢ wektora

naprezen normalnych na powierzchni kontaktu.

3. WNIOSKI KONCOWE

Zaproponowane sformutowanie lokalne przyrostowego uogélnionego problemu
kontaktowego dwéch ciak sprezystych oparte na nieprzyrostowych roéwnaniach
sprezystosci i1 przyrostowych réwnaniach mechaniki kontaktu, prowadzi do
sformutowania wariacyjnego wykorzystujacego funkcjonat energii potencjalnej
z reakcjami wiezéw.

Przedstawione sformutowanie wariacyjne moze by¢ podstawg do wyprowadzenia
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odpowiednich réwnan przemieszczeniowej metody elementéw  skonczonych

i opartego na nich oryginalnego algorytmu obliczehn. Réwnania te oraz algorytm
przedstawione sg w pracy [101].
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Abastract

Variational principles are the basis of finite element methods in solid
mechanics. It also vrefers to frictional contact problems of linear
elasticity. There are to main approaches leading to these principles. They
can be formulated either iIn the classical (nhon-incremental) or incremental
form. In the former case the slip definition utilizes either velocities [1,
2, 3, 4] or displacements [5, 6, 7], while in the latter case displacement
increments are applied in the slip definition and the elasticity equations
can either be written in the incremental [, 9] or non-incremental [10, 11,
121 form. The Ilast, own original approach 1is presented in the paper,
which takes the non-incremental equations of linear elasticity and the
incremental form of the local contact mechanics equations as a basis. The
slip increments are proposed to be a function of the displacement
increments, while the tangential traction directions are defined with the
slip increment vector.

The local formulation of the 3D frictional two-body contact problem under
consideration consists of the linear elasticity equations (1) and the
corresponding linear boundary conditions () written for each of two bodies.
These equations are completed with the non-linear contact mechanics
equations (3) written on the common contact area of the bodies. The
geometrical and physical non-linearities are due to unilateral constraints
and friction.

The variational formulation of the presented contact problem under
consideration takes Hamilton®s principle as a basis. The appropriate
variational principle (@) takes inequality form due to unilateral
constraints and friction bound inequality. This principle is completed with
a’priori relations (G) of the local formulation in order to assure

equivalence of the local and the variational formulations.



