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ZASA DA  W IER ZC H O ŁK O W A  W M O D ELO W A N IU  M ETO D Ą  
H IPE R G R A FÓ W  W IELOO DCIN K OW Y CH  U K ŁA D Ó W  PR ĘTO W Y C H  

O PA RA M ETRA C H  R O Z Ł O Ż O N Y C H  W SPOSÓB CIĄGŁY

Streszczenie. Praca dotyczy modelowania hipergrafam i drgających w 
przestrzeni, wieloodcinkowych układów prętowych o param etrach  rozłożonych w 
sposób ciągły. Opisano sposób przyporządkowania krawędziom  grafu zupełnego 
hipergrafu przemieszczeń uogólnionych i sił uogólnionych. Pokazano zastosowanie 
zasady wierzchołkowej do grafu zupełnego trzynastowierzchołkowego hipergrafu 
m odelu pręta drgającego wzdłużno-giętno-skrętnie.

A PPLY IN G  T H E  V ER TEX  R U L E  IN M O D ELLIN G  O F  M ULTI-LINK 
B A R  SYSTEM S C H A R A C TER ISED  BY CO N TIN U O U SLY  D ISPER SED  

PA R A M ETER S W ITH T H E  AID O F H Y PE R G R A PH  M ETH O D

Summary. This work concerns the hyperhraph m ethod of modelling the 
3-dimensional, vibrating multi-link mechanical systems characterised by 
continously dispersed param eters. The connection betw een the edges of 
com pleted graph and the hypergraph of generalised forces and dislocations is 
described here. An example of applying the vertex rule is shown for a com pleted 
graph of the hypergraph of 13 vertexes that models a lenghtwisely, flexurally and 
torsionally vibrating bar.

nPHHU,HII B M02EJIHP0BAHMH METOZIOM 
FHIIEPTPATOB MHOFOOTPE3KOBHX CHCTEM 

C PACIIPEZIEJIEHHHMH I1APAMETPAMH

PeaPMe. PaSoTa KacaeTcn MOitetiHpoBatiHfi rnrteprpafaMH 
HpOCTpaHCTBGHHO KOJie6jIJOiąHXU,fI, MHOrOOTpe3KOBIib CTeptKHHeBHX 
cHCTeM c nacnpeiterieHHHMH napaMenpaMH. OnHcan Me-roa nocraBtieHHn 
b cooTBTCTBe rpaHHHM notinoro rpaą>a rnneprpa^a o6o6om,eHHHX 
KoopztHHaT h o6o6om,eHHHX chji. IIoKa3aHo npHMenHetiHe BepuiHHitoro 
npHHii,Hna ztJin nomtoro rpaą>a TpHHaaij,a'i'MBepiiiHHHoro rnneprpa^a tcaic 
MozteJIn npozto]ibxo-H3r'H6HO-KpuTHtibiio KOMeótnoiąerocn cTep*nn.
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1. M O D EL PR ĘT A  D R G A JĄ C E G O  W ZD Ł U ŻN O -G IĘT N O -SK R ĘT N IE  
W POSTACI G R A FU  Z U PE Ł N E G O  H IPE R G R A FU

R ozpatrując i - ty elem ent (rys. 1), w k - odcinkowym układzie prętowym o odcinkowo 
stałym przekroju, przyjmuje się jego model w postaci hipergrafu kX ®  (rys.2a) [1,2], 
którego graf zupełny pokazano na rys.2b, przyjmując oznaczenia: 

ay - dla krawędzi łączących wierzchołki jX j i jXj, 
ajj - dla krawędzi łączących wierzchołki jX j i

Rys.l. Ciągły model pręta drgający wzdłużno - giętno - skrętnie
Fig.l. A continuous model o f a lenghtwisely, flexurally and torsionally vibrating bar

Wszystkie elem enty hipergrafu, przemieszczania uogólnione, stałe m ateriałow e oraz 
geom etryczne p ręta  uzupełniono wskaźnikiem (i) z prawej strony u góry symbolu 
rdzeniowego.
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Rys.2. Hipergraf modelu pręta (a), i jego graf zupełny (b)
Fig-2. Hypergraph o f the bar model (a) and its completed graph (b)
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Zależność pomiędzy przemieszczeniami uogólnionymi a siłami uogólnionymi dla i-tego 
pręta zapisano w postaci [3]:
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Y Y • Y •*11 -*12 -*16 1 1 ,12

Y Y  • Y Y•*21 -*22 -*2/ -*2,12
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a przy założeniu nieosobliwości macierzy podatności Y przekształcono do postaci:
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Y Y Y Y■*21 -*22 2i 2,12

*61 6̂2 6̂6 *̂6,12
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(3)

lub 12s  = , (4)

gdzie:

detZ.,

<ł- 1- - 12' J m l - ’12)’

detZ  - wyznacznik macierzy sztywności,
detZjj - wyznacznik macierzy sztywności z opuszczonym wierszem i, oraz kolum ną j.
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Po zapisaniu sił uogólnionych działających na układ jako sumy sił wywołanych 
poszczególnymi przemieszczeniami uogólnionymi:

12̂ 1 = 2̂ 1 + 2̂ 1 (a) + " + + + 2̂1

12̂ 2 = 2̂ 2 + 2̂ 2 ̂1̂ 2̂ + + 2S2̂ lS) + + 2̂ 2 ̂l'S12̂

= 2*M) + 2S|(lS2> + - + A  W

Vl2 = 2*12 W  + 2S12(li2) + - + 2S12(lS<) + - +

(5)

gdzie 2si( isj) oznacza i-tą siłę uogólnioną wywołaną j-tym przem ieszczeniem  uogólnionym, 
poszczególne sztywności Zy wyrażają zależność pomiędzy i-tą siłą uogólnioną wywołaną 

j-tym przem ieszczeniem  2si( isj) a  ty™ przemieszczeniem:

1 ^(sp = Z,lĄ . (6)

D okonując przyporządkowania fs krawędziom grafu zupełnego par: 
przem ieszczenie uogólnione, siła uogólniona, jako:

f s( a i,) =(lil> 2Sr(lSl^ >

f M P  dUl 'l*J

(jSj , p /p ,.) )  dla zwrotu krawędzi ay od 
wierzchołka pc; do 1Xj,

(iJ‘ ’ 2*/i*.))
dla zwrotu krawędzi ay od 

wierzchołka pn do ptj,

(7)

czyli:
- krawędziom  ajj nadano orientację od wierzchołka ptj do w ierzchołka p 0 i przyporząd­

kowano parę  zmiennych [ p i( 2si( isi)]> gdzie 2si( isi) oznacza siłę uogólnioną 2Sj, 
wywołaną przem ieszczeniem p ,  (rys.3a),

- krawędziom ay dla i*j, przyporządkowano parę zwrotów przeciwnych i dwie pary 
zmiennych w następujący sposób:

- jeśli kraw ędź zorientow ana jest od wierzchołka pq do wierzchołka ptj,to przyporząd­
kowano jej parę  zmiennych [jSj, 2Si(1Sj)], gdzie 2si( isj) oznacza siłę uogólnioną 2Sj, 
wywołaną przem ieszczeniem uogólnionym p j (rys.3b),

- jeśli krawędź zorientow ana jes t od wierzchołka ptj do w ierzchołka pq, to przyporząd­

kowano jej parę  zmiennych [p ^  2sj( isi)]> gdzie 2sj( isi) oznacza siłę uogólnioną 2Sy 
wywołaną przem ieszczeniem uogólnionym p f (rys.3b),
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Rys.3. Krawędzie a a  (rys.3a) oraz a,y (rys.3b) grafu zupełnego z przyporządkowanymi parami 
zmiennych

Fig.3. Edges a - (Fig.3a) and a -  (Fig.3b) o f completed graph with pairs o f variables

otrzymano zorientowany i obciążony graf zupełny hipergrafu 2X, oznaczony 2XZ i 
pokazany na rysunku 4. Zastosowanie zasady wierzchołkowej’•* [2] dla dwunastu 
wierzchołków ¡Xj (i*0) tego grafu prowadzi do otrzymania układu rów nań (5).

*)
Suma sił uogólnionych przyporządkowanych krawędziom wychądzącym z wierzchołka ,X| 

grafu 2XZ wynosi zero 5 3 2sj(isp  = ®
i-i
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Rys.4. Zorientowany i obciążony graf zupełny hipergrafu 2X  
Fig.4. Oriented and loaded completed graph o f  liypergraph 2X
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A bstract

Considering i-th elem ent (F ig.l) in bar system of k-links, characterised by a 
continuously constant section, we assume that the model of a bar is presented in the 
form of the hypergraph kX ®  (Fig.2a). The com pleted graph of this hypergraph is shown 
on the Fig.2b.

D ependence betw een generalised dislocations and generalised forces for i-th bar is 
expressed as (1). Assuming that the matrix of flexibilities Y is a nonpeculiar one, the 
equation (1) may be transform ed to (3). The generalised forces working at the system are 
w ritten down in the form of sum of forces caused by particular generalised dislocations

(Si-
Connecting the edges of the completed graph with pairs; generalised dislocation - 

generalised force (7), we can obtain an oriented and loaded com pleted graph of 
hypergraph 2X, signed as 2XZ and shown on Fig.4.

Applying the vertex rule (2) to twelve vertexes jXj (i= 0) of this graph we obtain the 
equations (5).


