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B ELK A  B ER N O U L LIEG O  PO SADOW IONA NA T R Ó JPA R A M E T R O W Y M  
PO D ŁO ŻU  SPRĘŻYSTYM

Streszczenie. W pracy wyprowadzono równanie różniczkowe linii ugięcia belki 
Bernoulliego posadowionej na jednokierunkowym, trójparam etrow ym  podłożu 
sprężystym. Przyjęto, że belka jest w stałym kontakcie z podłożem  sprężystym oraz 
że odpór podłoża na belkę jest tylko normalny. Wyniki obliczeń numerycznych 
porów nano z wynikami modelu Wlasowa - Leontiewa i W inklera.

T H E  B E R N O U L LI’S BEAM RESTING ON T H R E E  - PA RA M ETRIC, 
ELASTIC FO UN DA TION

Summarv. In this paper a differential equation o f a line of a deflection of 
Bernoulli’s beam resting on one - directional, three - param etric elastic foundation 
is presented. It is assumed a beam is in the continuous contact with an elastic 
foundation and, that an interaction of a foundation on this beam is only 
transverse. The numerical results for three - param etric foundation are com pared 
to  those for W inkler’s and W lasow’s foundations.
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1. W STĘP

W różnych konstrukcjach inżynierskich poszczególne ich elem enty w spółpracują ze 
sobą. W spółpracujące elem enty można podzielić na dwie grupy. D o pierwszej grupy 
zalicza się podłoża i ośrodki sprężyste, które mają na celu integrować elem enty drugiej 
grupy. Zazwyczaj właściwości mechaniczne, a zwłaszcza sprężyste, elem entów  pierwszej 
i drugiej grupy różnią się znacznie między sobą. Stąd wpływ wzajem nego oddziaływania 
na siebie tych elem entów  jest w wielu przypadkach istotny. D latego istnieje potrzeba 
badania tego zagadnienia. I tak np. w pracy [5] przedstawiono zagadnienie zginania belki 
Bernoulliego posadowionej na jednokierunkowym podłożu W inklera [3]. N atom iast w 
pracy [5] rozwiązano problem  zginania belki Bernoulliego posadowionej na 
jednokierunkow ym , dwuparametrowym podłożu Własowa [4].

W  niniejszej pracy przedstawiono zagadnienie współpracy belki Bernoulliego z 
pasm em , które posiada cechy jednokierunkowego, trójparam etrow ego podłoża sprężystego 

[1 ,2].

2. Z A Ł O Ż E N IA  I C EL PRACY

Z ałożono, że belka styka sie na całej swej długości swą dolną powierzchnią z 
podłożem  sprężystym. N a górną powierzchnię belki działa obciążenie norm alne q=q(x), 
m om ent rozłożony m = m (x) oraz odpór p= p(x ) podłoża na belkę jest tylko normalny 
(rys. 1).

R ys.l. Schemat belki na podłożu sprężystym 
Fig.2. The scheme o f a beam on an elastic fundation



Belka Bernoulliego posadowiona na trójparam etrowym  podłożu 59

Celem pracy jest wyznaczenie linii ugięcia w=vv (x) belki Bernoulliego posadowionej 
na proponow anym  podłożu sprężystym [1,2] i porów nanie wyników z wynikami w 
przypadku zastosow ania podłoża W inklera [3] i W łasowa-Leontiewa [4],

3. R Ó W N A N IE  ROZN1CZKOW E ZA G A D N IEN IA

Równanie różniczkowe linii ugięcia belki posadowionej na trójparam etrow ym  podłożu 
sprężystym (rys. 1) ma postać:

_ ,  d i w . dmE J    +p  = q -  —  , (1)
d x i dx

gdzie: w =w (x) - ugięcie belki, q= q(x) - siła obciążająca belkę, p* = p ’ (x) - odpór pasm a 
sprężystego, E  - m oduł Younga m ateriału belki, J - mom ent bezwładności przekroju belki 
względem osi obojętnej.

D eform ację podłoża, na którym posadowiona jest belka, opisano równaniem 
różniczkowym [2]

m  p _ k  dlP = k k d^_
3 d x 2 1 2 d x 2

gdzie: k l, k2, k3 sa współczynnikami, które zależą od własności sprężystych pasm a i jego 
grubości, w =w (x) - ugięcie pasma sprężystego, p= p(x ) - siła obciążająca pasm o sprężyste.

Po skorzystaniu z założenia, że belka jest w stałym kontakcie z pasm em  sprężystym,
tzn. że w (x)=w (x) i p (x)=p(x),a następnie rugując z układu równań (1), (2) p(x),
otrzymano ostateczną postać równania różniczkowego linii ugięcia belki, a mianowicie:

d 6w d 4w d 2w , ( dm  \ , + a, ——  + a ,   + a , w = b .\ a  +
d x 6 ‘ dx< 2 d x 2 3 U  d x  2

d 2q _ d 3m 

d x 2 d x 3
(3)

Współczynniki w (3) określone są następującymi wzorami:

„ _ X2 (1 -  rj/) _ 1 -X 2
1 - Y  z c( 1 -  y ) E J  3 c ( 1 -  y ) E J

bl = - , , 2 = X  ,
1 ( 1 - Y  ) E J  2 EJ

(4)
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natom iast:

2 k -  1.5 6 - k

vo 12

v„ k h
4 (fc -  1.5) C E0b ’

gdzie: k - współczynnik ścinania w podłożu, h - wysokość pasm a sprężystego, b - 
szerokośćpasm a sprężystego, E 0 - m oduł Younga m ateriału pasm a, v0 - liczba Poissona 
m ateriału  pasma.

Rozwiązanie równania różniczkowego (3) ma następująca postać:

w = A C h a x  cos P* + B C h a x sin + C Sh a x  cos p*  +
+ D S h a x s i n $ x  + FChĄ>x + G Sh<t>x +

X

J [ A "  C h a ( x - x ) s i n [ i ( x - x )  + B ’ S h a ( x - x )  cos p (jc — ić")

dmC ' S h Ą > ( x - x )
dx

d 2q _ d 2q 

d x 2 d p

(6)

gdzie a, B, $ sa określone wzorami w pracy [2].
Stałe całkowania A, B, C, D, E, F, G, A  , B , C wyznacza się z warunków 

brzegowych przedstawionych w pracy [2].

4. PR ZY K ŁA D

Obliczenia wykonano dla trzech przypadków. W przypadku pierwszym belkę 
Bernoulliego posadowiono na podłożu [1,2], w drugim na podłożu W łasowa - Leontiewa
[4] i trzecim na podłożu W inklera [3]. Na rysunku 2 pokazano graficznie wyniki w tych 
trzech przypadkach. D o obliczeń przyjęto obciążenie skupione w środku belki.

W celu odróżnienia graficznych wyników oznaczono je  w modelu W łasowa jedną 
gwiazdką, a w modelu W inklera dwiema gwiazdkami.

5. PO D SU M O W A N IE

Pokazane różnice wyników na wykresach (rys.2) są spowodowane koncepcją danego 
podłoża. M ożna wnioskować, że im większą liczbą param etrów  jest opisany model danego 
podłoża, tym większa jest dokładność wyników obliczeń. Również m ożna stwierdzić, że
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wzrost rzędu równania opisującego problem zwiększa gładkość funkcji, która jest 
rozwiązaniem danego równania różniczkowego, a to powoduje lepszą dokładność obliczeń.

f  H  [m m ]

Rys. 2. Linie ugięcia belki posadowionej na podłożu sprężystym w przypadku sity skupionej P 
w punkcie xo—0.5l

Fig. 2. The linę of a dejlection o f a beam resting on an elastic foundation for a force P al 
midspane x(l — 0.5l
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A bstract

In this paper a problem  of a mating of Bernoulli’s beam with three - param etric 

elastic foundation [1,2] is presented (fig. 1). It is assum ed that a beam  is in the continuous 

contact with an elastic foundation and, that an interaction p = p r(x) of a foundation on 

this beam  is only transverse. A line o f a deflection of Bernoulli’s beam  resting on one 

directional, three - param etric, elastic foundation is described by the differential equation

(1). A deform ation of three - param etric, elastic foundation is presented by the 

differential equation (2), [2]. With the system of equations (1) and (2) is derived a final 

form of the differential equation (3). The solution of the differential equation (3) has the 

following form (6). The results of analysis of Bernoulli’s beam i.e. displacem ents, for three 

- param etric foundation (w), W tasow’s (w ) and W inkler’s (w ” ) fundations are presented 

in the form of diagrams (Fig.2). A beam is loaded at midspane (xo =0.51) by a concetrated 

force P. The results of numerical calculations for the beam resting on three - param etric 

foundation [1,2] are com pared to those for two - param etric W lasow’s [4j and 

one-param etric W inkler’s [3] foundations. Conclusions: The results for three - param etric 

elastic foundation are exactest.


