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BELKA BERNOULLIEGO POSADOWIONA NA TROJPARAMETROWYM
PODLOZU SPREZYSTYM

Streszczenie. W pracy wyprowadzono réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki
Bernoulliego posadowionej na jednokierunkowym, tréjparametrowym podtozu
sprezystym. Przyjeto, ze belka jest w statym kontakcie z podtozem sprezystym oraz
ze odpdr podtoza na belke jest tylko normalny. Wyniki obliczen numerycznych
poréwnano z wynikami modelu Wlasowa - Leontiewa i Winklera.

THE BERNOULLI'S BEAM RESTING ON THREE - PARAMETRIC,
ELASTIC FOUNDATION

Summarv. In this paper a differential equation of a line of a deflection of
Bernoulli’s beam resting on one - directional, three - parametric elastic foundation
is presented. It is assumed a beam is in the continuous contact with an elastic
foundation and, that an interaction of a foundation on this beam is only
transverse. The numerical results for three - parametric foundation are compared
to those for Winkler’s and Wlasow’s foundations.
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1. WSTEP

W réznych konstrukcjach inzynierskich poszczeg6lne ich elementy wspétpracujg ze
sobg. Wspotpracujace elementy mozna podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej grupy
zalicza sie podtoza i o$rodki sprezyste, ktdre maja na celu integrowaé elementy drugiej
grupy. Zazwyczaj wiasciwosci mechaniczne, a zwiaszcza sprezyste, elementdw pierwszej
i drugiej grupy réznig sie znacznie miedzy sobg. Stad wptyw wzajemnego oddziatywania
na siebie tych elementéw jest w wielu przypadkach istotny. Dlatego istnieje potrzeba
badania tego zagadnienia. | tak np. w pracy [5] przedstawiono zagadnienie zginania belki
Bernoulliego posadowionej na jednokierunkowym podiozu Winklera [3]. Natomiast w
pracy [5] rozwigzano problem zginania belki Bernoulliego posadowionej na
jednokierunkowym, dwuparametrowym podiozu Wtasowa [4].

W niniejszej pracy przedstawiono zagadnienie wspoétpracy belki Bernoulliego z
pasmem, ktére posiada cechyjednokierunkowego, tr6jparametrowego podtoza sprezystego

[1,2].

2. ZALOZENIA | CEL PRACY

Zatozono, ze belka styka sie na calej swej diugosci swa dolng powierzchnig z
podtozem sprezystym. Na g6rng powierzchnie belki dziata obcigzenie normalne g=q(x),
moment roztozony m=m(x) oraz odpdr p=p(x) podtoza na belke jest tylko normalny
(rys. 1).

Rys.l. Schemat belki na podtozu sprezystym
Fig.2. The scheme ofa beam on an elasticfundation
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Celem pracy jest wyznaczenie linii ugiecia w=vv (x) belki Bernoulliego posadowionej
na proponowanym podtozu sprezystym [1,2] i poréwnanie wynikéw z wynikami w
przypadku zastosowania podtoza Winklera [3] i Wiasowa-Leontiewa [4],

3. ROWNANIE ROZN1CZKOWE ZAGADNIENIA

Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki posadowionej na tréjparametrowym podiozu
sprezystym (rys.1l) ma postac:

Ea 9 W ap =g M W
dxi dx

gdzie: w=w(x) - ugiecie belki, q=q(x) - sita obcigzajaca belke, p*=p’(x) - odp6r pasma
sprezystego, E - modut Younga materiatu belki, J - moment bezwtadnosci przekroju belki
wzgledem osi obojetnej.

Deformacje podtoza, na ktérym posadowiona jest belka, opisano réwnaniem
rézniczkowym [2]

m p _k dIP =k k d~_
3dx2 1 2 dx2

gdzie: kl, k2, k3 sa wspdtczynnikami, ktére zaleza od wiasnosci sprezystych pasma ijego
grubosci, w=w(x) - ugiecie pasma sprezystego, p=p(x) - sita obcigzajaca pasmo sprezyste.
Poskorzystaniu z zatozenia, ze belkajest w statym kontakciez pasmemsprezystym,
tzn. ze  w(x)=w(x) ip(x)=p(x),a nastepnie rugujac z uktadu réwnan (1), (2) p(x),
otrzymano ostateczng posta¢ réwnania rézniczkowego linii ugiecia belki, a mianowicie:

d6w+a’ d 4w ra, d2w ra,w =b.\(a dm\ ,, d2q _d3m 16

dx6 ©odx< 2 dx2 3 U dx 2 dx2 dx3

Wspoétczynniki w (3) okreslone sg nastepujacymi wzorami:
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natomiast:
2 k- 15 6-k
Vo 12
v,k h
4(fc- 1.5) C EOb

gdzie: k - wspoétczynnik $cinania w podtozu, h - wysoko$¢ pasma sprezystego, b -
szeroko$épasma sprezystego, EO - modut Younga materiatu pasma, vO - liczba Poissona
materiatu pasma.

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (3) ma nastepujaca postac:

w =A Chax cosP* +B Chaxsin +C Shax cosp* +
+DShaxsin$x +FChA>x +G Sh<t>x +

X

J[A" Cha(x-x)sin[i(x-x) +B’Sha(x-x) cosp (jc—¢") (6)
C'ShA>(x-X) dm d2q _d2q
dx dx2 dp

gdzie a, B, $ sa okre$lone wzorami w pracy [2].
State catkowania A, B, C, D, E, F, G, A, B, C wyznacza sie z warunkéw
brzegowych przedstawionych w pracy [2].

4. PRZYKLAD

Obliczenia wykonano dla trzech przypadkéw. W przypadku pierwszym belke
Bernoulliego posadowiono na podtozu [1,2], w drugim na podtozu Wtasowa - Leontiewa
[4] i trzecim na podiozu Winklera [3]. Na rysunku 2 pokazano graficznie wyniki w tych
trzech przypadkach. Do obliczeh przyjeto obcigzenie skupione w $rodku belki.

W celu odréznienia graficznych wynikéw oznaczono je w modelu Witasowa jedng
gwiazdka, a w modelu Winklera dwiema gwiazdkami.

5. PODSUMOWANIE

Pokazane réznice wynikéw na wykresach (rys.2) sa spowodowane koncepcjg danego
podtoza. Mozna wnioskowaé, ze im wiekszg liczbg parametréw jest opisany model danego
podioza, tym wieksza jest doktadno$¢ wynikéw obliczen. Réwniez mozna stwierdzié¢, ze
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wzrost rzedu rdéwnania opisujgcego problem zwieksza gtadkos$é¢ funkcji, ktéra jest
rozwigzaniem danego réwnania rézniczkowego, a to powoduje lepszg doktadnos¢ obliczen.

fH[mm]

Rys. 2. Linie ugiecia belki posadowionej na podtozu sprezystym w przypadku sity skupionej P
w punkcie xo—0.5I

Fig. 2. The line of a dejlection ofa beam resting on an elastic foundation for aforce P al
midspane x(—0.5I
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Abstract

In this paper a problem of a mating of Bernoulli’s beam with three - parametric
elastic foundation [1,2] is presented (fig. 1). It is assumed that a beam is in the continuous
contact with an elastic foundation and, that an interaction p = p r(x) of a foundation on
this beam is only transverse. A line of a deflection of Bernoulli’s beam resting on one
directional, three - parametric, elastic foundation is described by the differential equation
(1). A deformation of three - parametric, elastic foundation is presented by the
differential equation (2), [2]. With the system of equations (1) and (2) is derived a final
form of the differential equation (3). The solution of the differential equation (3) has the
following form (6). The results of analysis of Bernoulli’s beam i.e. displacements, for three
- parametric foundation (w), Wtasow’s (w ) and Winkler’s (w” ) fundations are presented
in the form of diagrams (Fig.2). A beam is loaded at midspane (x0=0.51) by a concetrated
force P. The results of numerical calculations for the beam resting on three - parametric
foundation [1,2] are compared to those for two - parametric Wlasow’s [4j and
one-parametric Winkler’s [3] foundations. Conclusions: The results for three - parametric

elastic foundation are exactest.



