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M ETO D A  BADANIA DRGAŃ W ŁASNYCH U KŁA D U  
D Y SK RETN O  - C IĄ G ŁEG O

Streszczenie. W pracy przedstawiono m etodę rozwiązania zagadnienia drgań 
własnych układu dyskretno-ciągłego z tłumieniem wiskotycznym. Istotą tej metody 
są nieruchom e węzły, które tworzą się na zespolonych więziach sprężystych w 
trakcie drgań własnych układu. W opracowaniu metody zastosowano funkcje 
zespolone zmiennej rzeczywistej.

M ETH O D  O F R ESE A R C H  O F  F R E E  V IBRA TIO N  
O F D ISC R E T E  - CO N TIN U O U S SYSTEM

Summary. In this paper is presented a method of a solution of a problem  of 
a free vibration of a discrete-continuous system with damping. An essence of this 
m ethod are immovable nodes which creating on an elastic complex constraints in 
tim e o f a free vibration of a system. In this m ethod are  application the complex 
functions of real variable.
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1. W STĘP

W konstrukcjach mechanicznych i budowlanych występują najczęściej układy 
dyskretno-ciągłe.

U kład dyskretno-ciągły składa się z układu ciągłego z masą rozm ieszczoną w sposób 
ciągły oraz z układów dyskretnych o masach skupionych.

U kładem  ciągłym może być struna, pręt, belka, powłoka, tarcza, płyta, korpus 
maszyny, ram a itp.

Rozwiązanie problem u brzegowego i początkowego układu dyskretno-ciągłego z 
tłumieniem jest zadaniem  skomplikowanym [1,2].

G łówną przyczyną tych komplikacji są trudności natury m atematycznej spowodowane 
występowaniem tłum ienia oraz opisem zjawiska drgań sprzężonym układem  równań 
różniczkowych.

Aby uniknąć tych trudności podjęto próbę opracowania prostszej metody rozwiązania 
zagadnienia drgań własnych układu dyskretno-ciągłego.

2. OPIS M ETO D Y

U kładem  dyskretno-ciągłym z tłum ieniem  w postawionym zadaniu jest belka 
pryzmatyczna z masą rozmieszczoną w ciągły sposób oraz masa skupiona połączona z 
belką więzią lepko-sprężystą Kelvina-Voigta (rys. 1).

Rys. 1 

Fig. 1
Rys. 2 

Fig. 2

Zjawisko drgań własnych układu dyskretno-ciągłego (rys.l) jest opisane sprzężonym 
układem równań różniczkowych
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( 1)

gdzie: E  - m oduł Younga m ateriału belki, I - m om ent bezwładności przekroju 
poprzecznego belki, p - masa belki przypadająca na jednostkę długości belki, m - masa 
skupiona, c - współczynnik tłum ienia elem entu lepkiego, k - współczynnik sztywności 
elem entu sprężystego, w =w(x,t) - funkcja ugięcia belki, wQ = w 0(t) - funkcja przem ieszcze
nia masy skupionej, t - czas, d - delta Diraca.

Z astępując przem ieszczenie rzeczywiste w=w(x,t) i wQ=w u(t) odpowiednio przem iesz
czeniem zespolonym u=u(x ,t) i u0= u 0(t) oraz stosując podstawienie

w wyrazach zawierających tłumienie, układ równań (1) przyjmie zapis w zbiorze funkcji 
zespolonych:

u = Z e iv' (2)

+ 1*^-7 - X(Ko-“)6(*-*o) = 0 > 
d r

(3)

gdzie X = k  + iv  c (4)

jest zespolonym współczynnikiem sztywności więzi (rys. 2), natom iast

v = u  + ih (5)

jest zespoloną częstością drgań własnych układu, zaś

Z = X + iY  oraz Z0 = X0 + i Y0 (6)

jest odpowiednio zespolona am plituda drgań belki i masy skupionej.
Tworzący się w trakcie drgań na zespolonej więzi węzeł "O" [3,4] dzieli układ 

dyskretno-ciągły na układ ciągły i układ dyskretny o jednym stopniu swobody (rys. 2).
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D rgania własne układu ciągłego, tj. belki z dodatkow ą podporą o zespolonej 
sztywności są opisane równaniem różniczkowym

E i* !L  + v Ź ! L - xlU6 ( x - x 0) = 0 . (?)
dx4 dt2

N atom iast rów nanie różniczkowe drgań własnych układu dyskretnego, tj. oscylatora 
harm onicznego ma postać:

d2u„

dt

Z espolona sztywność więzi oscylatora harm onicznego określa wzór:

X2 = v2tn . (9)

Z espolona sztywność dodatkowej podpory belki wyznacza się za pom ocą prawa 
szeregowego połączenia więzi, a mianowicie

X2X
tix. = — • (i®)

x2-x

Po podstawieniu (4) i (9) do (10) otrzymuje się zależność:

_ v2M(hivc) m )
1 2 n \ 'v m-(k + ivc)

Podstawiając pierwszy wzór (2) do (7) otrzymuje sie równanie różniczkowe 
zespolonych am plitud drgań belki

E I ^ Ą  -  v2 p Z + x l Z b ( x - x 0) = 0 . (12)
dx

Rozwiązanie rów nania różniczkowego (12) ma postać:

Z = /tsinX x + BcosXx  + C S h Xx  + D C h X x  +

X~— Z(x0) [ S h \ ( x - x Q) -  s i n X ( x - x 0) } H ( x - x 0) ,
IX2 EJ

gdzie:

X
El ’

(14)

zaś H (x-xq) jest funkcją Heaviside’a.
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Podstaw ą rozwiązania problem u brzegowego są następujące warunki brzegowe:

d 2Z  

d x 2
Z,.o = 0 ,

Z,./ = o .

2 lx-o 0 •

d 2Z
>i = o ,

(15)

Po podstawieniu funkcji (13) do (15) otrzymuje się jednorodny układ liniowych 
równań algebraicznych, który w zapisie macierzowym ma postać:

A X  = 0 , ( l fi)

gdzie: X  jest w ektorem  kolumnowym niewiadomych A, C i Z(x), natom iast

Xisin A i S h l l

A  =
-  sin A/ S h X l

sinAx0 S h X x 0

2 A3£ /

*i 
2 A3£7

'—  [S/iA (1 - x0) -  sin A( 1 -x 0)

[S/tAM  - x 0) + s inA (l-;c0) j 

-1

(17)

jest m acierzą charakterystyczną układu równań (16).
Należy podkreślić, że ze względu na B = D = 0  układ równań (16) został zredukowany 

do trzech równań.
Z espolone wartości (częstości) własne wyznacza się z rów nania charakterystycznego

det A  = 0 . (18)

Podstawiając częstości własne do (13) otrzymuje się zespolone formy drgań własnych 
belki.

Zespolone postacie drgań własnych masy skupionej wyznacza się z warunku 
równowagi węzła "O", a mianowicie

Z (">K)X, = -Zon)X2 . (19)

gdzie: Z (n)(xQ) jest zespoloną postacią drgań własnych belki, natom iast Z 0ln) jest
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zespoloną postacią drgań własnych masy skupionej.
M etoda rozwiązania problem u początkowego, tj. zagadnienia drgań poliharmonicznych 

układu dyskretno-ciągłego z tłumieniem jest analogiczna do przypadku układu 
dyskretno-ciągłego bez tłumienia. Jednak ostatecznym rozwiązaniem tego problem u jest 
tylko część rzeczywista rozwiązania zespolonego.
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A bstract

The calculations w ere carried out for beam  hinge at the ends with masse connected 
to  it by visco-elastic constraint descri bed by the Kelvin - Voigt model (fig. 1). The 
phenom enon of free vibration of a discrete-continuous system (fig. 1) is described by 
system of differential equations (1). Substituting (2) into (1) gives a registration in a 
collection of the complex functions (3). On the complex constraints creating the node "O", 
[3,4], wich discreting the discrete-continuous system on two parts: the continuos system 
and the discrete system with one degrees o f freedom  (fig. 2). The free vibrations of the 
continuous system (the hinged beam  on a support with a complex stiffness k ) are 
desribed by differential equations (7). The differential equation of the free vibration of 
the discrete system has a form (8). The complex stiffness of a constraint are derived with 
forms (9) and (11). Substituting (2) into (7) obtains the differential equation of complex 
am plitude of a vibration of a  beam  (12). The solution of differential equations (12) has 
a form  (13). B oundary conditions (15) quiding to the hom ogeneous system of algebraical 
linear equations (16). The charakteristic matrix of the system of equations (16) is resented 
by a equation (17). W ith the charakteristic equation (18) are  calculated complex 
frequency of a free vibration. The complex form of a free vibrations of a beam  are 
derived by halping (13), and concentrated mass (19).


