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METODA BADANIA DRGAN WELASNYCH UKLADU
DYSKRETNO - CIAGLEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode rozwigzania zagadnienia drgan
wiasnych uktadu dyskretno-ciggtego z thtumieniem wiskotycznym. Istotg tej metody
sg nieruchome wezty, ktére tworzg sie na zespolonych wieziach sprezystych w
trakcie drgan wiasnych uktadu. W opracowaniu metody zastosowano funkcje
zespolone zmiennej rzeczywistej.

METHOD OF RESEARCH OF FREE VIBRATION
OF DISCRETE - CONTINUOUS SYSTEM

Summary. In this paper is presented a method of a solution of a problem of
a free vibration of a discrete-continuous system with damping. An essence of this
method are immovable nodes which creating on an elastic complex constraints in
time of a free vibration of a system. In this method are application the complex
functions of real variable.

METOZI HCCJIE3OBAHHH CBOBOZIHbX KOJIEEAHHH
2HCKPETHO - HEfIPEPHBHOH CHCTEMH

PegioMe. B pa6oTe npeacraBtieHo MeTO2 peuieHHa 3aztauH cbo6ozihhx
KOJie6aHHit ztncKpoTHO - HenpepuBHofl cttcreMu c¢ bh3khm raineHHeM.
CyW,HOCTbK> 3T0r0 MOTOZta HBIJIfIOTCft lienOilBH>KHb[He y3HH, KOTOpbIHG
co32taBaiOTca Ha KOMnttecHHX ynpyrHX CBH3ax bo BpeMH CBoboitHHx
KoiiebariHH chctgmh. B pa3pa6oTKe MeTozta rtpHMeHeno KOMrnteKCHyio
$yHKit,Hio BeigecTBeHHOH nepeMentiofi.



64 J. Cabanski

1 WSTEP

W konstrukcjach mechanicznych i budowlanych wystepuja najczesciej ukiady
dyskretno-ciaggte.

Uktad dyskretno-ciggty sktada sie z uktadu ciggtego z masg rozmieszczong w sposéb
ciggty oraz z uktadéw dyskretnych o masach skupionych.

Uktadem cigglym moze byé struna, pret, belka, powtoka, tarcza, ptyta, korpus
maszyny, rama itp.

Rozwigzanie problemu brzegowego i poczatkowego uktadu dyskretno-ciggtego z
thumieniem jest zadaniem skomplikowanym [1,2].

Gtéwng przyczyna tych komplikacji sg trudno$ci natury matematycznej spowodowane
wystepowaniem tlumienia oraz opisem zjawiska drgan sprzezonym uktadem réwnan
rézniczkowych.

Aby unikng¢ tych trudnosci podjeto prébe opracowania prostszej metody rozwiazania
zagadnienia drgan wiasnych uktadu dyskretno-ciggtego.

2. OPIS METODY

Uktadem dyskretno-ciggtym z tlumieniem w postawionym zadaniu jest belka
pryzmatyczna z masa rozmieszczong w ciggty spos6b oraz masa skupiona potaczona z
belka wiezig lepko-sprezystg Kelvina-Voigta (rys. 1).

Rys. 1 Rys. 2
Fig. 1 Fig. 2

Zjawisko drgan wiasnych uktadu dyskretno-ciggtego (rys.l) jest opisane sprzezonym
uktadem réwnan rézniczkowych
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(H

gdzie: E - modut Younga materiatu belki, | - moment bezwladnosci przekroju
poprzecznego belki, p - masa belki przypadajaca na jednostke dtugosci belki, m - masa
skupiona, ¢ - wspo6tczynnik ttumienia elementu lepkiego, k - wspoétczynnik sztywnosci
elementu sprezystego, w=w(x,t) - funkcja ugiecia belki, wQ=wO0(t) - funkcja przemieszcze-
nia masy skupionej, t - czas, d - delta Diraca.

Zastepujac przemieszczenie rzeczywiste w=w(x,t) iwQ=wu(t) odpowiednio przemiesz-
czeniem zespolonym u=u(x,t) i u0=u0(t) oraz stosujagc podstawienie

u ==Zeiv' ()

w wyrazach zawierajgcych ttumienie, uktad réwnan (1) przyjmie zapis w zbiorze funkcji
zespolonych:

+ T - X(Ko-")B (-*0) = 0 >

©)
gdzie X =k +ive 4
jest zespolonym wspotczynnikiem sztywnosci wiezi (rys. 2), natomiast
v = u +ih ®
jest zespolong czestoscig drgan wiasnych uktadu, za$
Z = X +iY oraz Z0 = X0 +i Y0 ®)

jest odpowiednio zespolona amplituda drgan belki i masy skupionej.
Tworzacy sie w trakcie drgan na zespolonej wiezi wezet "O" [3,4] dzieli uktad
dyskretno-ciggty na uktad ciagty i uktad dyskretny o jednym stopniu swobody (rys. 2).
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Drgania wiasne uktadu ciaggtego, tj. belki z dodatkowg podporg o zespolonej

sztywnosci sg opisane réwnaniem rézniczkowym
Ei*IL +vZ!L-xIU6(x-x0) =0 . ?)
dx4 ae

Natomiast réwnanie rézniczkowe drgan wiasnych uktadu dyskretnego, tj. oscylatora
harmonicznego ma postac:

d2u,
dt

Zespolona sztywnos$¢ wiezi oscylatora harmonicznego okresla wzor:

X2 = v2tn . 9)

Zespolona sztywno$¢ dodatkowej podpory belki wyznacza sie za pomocag prawa
szeregowego potaczenia wiezi, a mianowicie

XX
X2-X

. (i®)

Po podstawieniu (4) i (9) do (10) otrzymuje sie zaleznos$¢:

vM(hivc) m)
1 v2m—(rk+ivc)\ )

Podstawiajac pierwszy wzor (2) do (7) otrzymuje sie réwnanie rézniczkowe
zespolonych amplitud drgan belki

EINA -Vv2pZ+xIZb(x-x0) =0 . (12)
dx

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (12) ma postac:

Z = [/tsinXx +BcosXx + CShXx +DChXx +
X~—Z(X0)[Sh\(x-xQ - sinX(x-x0)}H(x-x0) ,
X2EJ

gdzie:

X s

za$ H(x-xq) jest funkcjg Heaviside’a.
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Podstawg rozwigzania problemu brzegowego sg nastepujace warunki brzegowe:

d2z
z,.0=0, 2iko 0~

dx2

d2z (15
Z,./ =0 . >S=o,

Po podstawieniu funkcji (13) do (15) otrzymuje sie jednorodny ukiad liniowych
rébwnan algebraicznych, ktéry w zapisie macierzowym ma postac:

AX =0, (1fi)

gdzie: X jest wektorem kolumnowym niewiadomych A, C i Z(x), natomiast

sin Al Shil M_ [S/IA(L - X0) - sin A(1-x0)
2A3F |
A = i _ , 7
- sin A/ ShXI [SItAM -x0) +sinA(l-;c0) |
2 A3E7
sinAx0 ShXx0 -1

jest macierzg charakterystyczng uktadu réwnan (16).

Nalezy podkresli¢, ze ze wzgledu na B=D =0 uktad réwnan (16) zostat zredukowany
do trzech rownan.

Zespolone warto$ci (czestosci) wiasne wyznacza sie z réwnania charakterystycznego

detA =0 . (18)

Podstawiajgc czestosci wtasne do (13) otrzymuje sie zespolone formy drgan wiasnych
belki.

Zespolone postacie drgan wiasnych masy skupionej wyznacza sie z warunku
rébwnowagi wezta "O", a mianowicie

Z('>K)X, = -ZonX2. (19)

gdzie: Z(n)(xQ) jest zespolong postacig drgan wiasnych belki, natomiast Z0In) jest
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zespolong postacig drgan wiasnych masy skupionej.

Metodarozwigzania problemu poczatkowego, tj. zagadnienia drgan poliharmonicznych
uktadu dyskretno-ciggtego z tlumieniem jest analogiczna do przypadku uktadu
dyskretno-ciggtego bez ttumienia. Jednak ostatecznym rozwigzaniem tego problemu jest
tylko cze$¢ rzeczywista rozwiazania zespolonego.
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Abstract

The calculations were carried out for beam hinge at the ends with masse connected
to it by visco-elastic constraint descri bed by the Kelvin - Voigt model (fig. 1). The
phenomenon of free vibration of a discrete-continuous system (fig. 1) is described by
system of differential equations (1). Substituting (2) into (1) gives a registration in a
collection of the complex functions (3). On the complex constraints creating the node "O",
[3,4], wich discreting the discrete-continuous system on two parts: the continuos system
and the discrete system with one degrees of freedom (fig. 2). The free vibrations of the
continuous system (the hinged beam on a support with a complex stiffness k ) are
desribed by differential equations (7). The differential equation of the free vibration of
the discrete system has a form (8). The complex stiffness of a constraint are derived with
forms (9) and (11). Substituting (2) into (7) obtains the differential equation of complex
amplitude of a vibration of a beam (12). The solution of differential equations (12) has
a form (13). Boundary conditions (15) quiding to the homogeneous system of algebraical
linear equations (16). The charakteristic matrix of the system of equations (16) is resented
by a equation (17). With the charakteristic equation (18) are calculated complex
frequency of a free vibration. The complex form of a free vibrations of a beam are
derived by halping (13), and concentrated mass (19).



