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NOWA METODA WYZNACZANIA CZESTOSCI | POSTACI DRGAN
WEASNYCH UKLADOW FIZYCZNYCH O WIELKIEJ LICZBIE
STOPNI SWOBODY

Streszczenie. Przedstawiono nowa metode wyznaczania duzej liczby postaci
wiasnych, szczegdlnie przydatng dla uktadéw symetrycznych o wielkiej liczbie
stopni swobody, N—10710 . Pokazano, iz jest ona znacznie efektywniejsza od
standardowych metod: Iteracji Podprzestrzennych i Lanczosa. Obliczenia pra-
ktyczne potwierdzajg przewage nowej metody, rosngcg ze wzrostem liczby
stopni swobody N. Proponowana metoda moze istotnie zmniejszy¢ koszt anal-
izy modalnej przy projektowaniu konstrukcji.

THE NEW METHOD FOR COMPUTING OF FREQUENCIES AND
MODE SHAPES OF PHYSICAL SYSTEMS WITH VERY LARGE
NUMBER
OF DEGREES OF FREEDOM

Summary. The new conrnutational method, especially suited to the partial
solution of veiy large, N~ Ur-f10 generalized symmetric eigenproblems has
been presented. Its effectiveness is much larger than of the standard methods:
Subspace Iterations and Lanczos. The results of tests for various problems
confirm this advantage, which grows quickly with the number of degrees of
freedom N. It may then be used for considerable reducing of cost of modal
analysis in course of the design process.

HOBHH METOIlI BIMHCJIEHHH UACTOT H $0PM K.OJIEBAHHH
<M3IMECKHX CHCTEM C OUEHb BOJIbUIHM 4HCJIOM CTEriEHH
CBOBODU

rPe3ioMe.OnucaH hobhi MeTon pemeHHH oueHb 6onbuiHX n~io3-h
ioD .cHMMeTptmecKHX 0606iueHHHX 3anau Ha co6cTBeHHe

3HaUeHH9 H BeKTOpH. Er0O 3$$eKTHBHOCTb 3HaUHTenbHO 6onblliafl
ueM CTaH-napTHHX MeTonoB: UTepaitHH llonnpocTpaHCTB h
JlaHuoca. lipaKTHuecKne BhmHcneHHs coBceM yTBepxnaioT sto

npeHMymecTBO, KOTophie pacTeT 6hctpo ¢ yBenmteHHeM N.
riosTOMy MeTon MoxeT 6htb npunosceH k yMeHbiueHHio ctohmocth

MouanbHoro aHann3a npH npoeKTHpoBaHHH cjioxhhx
KOHCTpyKUHft.
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1. WSTEP

Projektowanie konstrukcji lotniczych, kosmicznych, morskich czy budowlanych, jak
rowniez inne problemy, np. zagadnienia akustyki, fizyki kwantowej wymagajg czesto
wyznaczenia pewnej liczby najnizszych wartosci wiasnych X; i wektorow wiasnych jgj,
i=l,..,M, M=1t100, spetniajagcych wielkie, uogélnione, symetryczne réwnanie wtasne

Kx = XMx , (O]

gdzie K, M sg symetrycznymi macierzami sztywnoscii bezwtadnosci o wymiarze N
(réwnym liczbie stopni swobody uktadu fizycznego), M jest nieujemnie okreslona.

W typowych zadaniach mechaniki konstrukcji lub teorii pola macierze K i M sg
rzadkie (liczba niezerowych elementéw w wierszach jest mata, mg~5-r50) oraz maja

strukture pasmowa-*, Mijt Ktf =0 dla [i-y | > mb , nig - szeroko$¢ pasma.

Standardowe metody obliczeniowe, uzywane zwykle do rozwigzywania takich zadan:
Metoda IteracjiPodprzestrzennych (wigczona do wielu pakietow CAD-MES, np.
ADINA, FEAP) oraz Metoda Lanczosa, sg efektywne dlaN< 102. Jednakze dokiadna
dyskretyzacja obiektéw o skomplikowanych ksztattach przy uzyciu MES-u prowadzi do
zadah o znacznie wiekszych wymiarach, osiggajacych czesto N-10”-rlO”~ [1]. Metody
standardowe sg w takich przypadkach mato efektywne ze wzgledu na konieczno$é
wykonywania bardzo kosztownego rozktadu tréjkatnego macierzy

K-oM =LDLt, (2)
gdzie: L - macierz tréjkatna dolna, D - macierz diagonalna, a - liczba.

W pracy przedstawiono nowag metode, ktéra nie korzysta z rozktadu macierzy i w zwia-
zku z tym jest bardzo efektywna przy rozwigzywaniu wielkich zagadnien wiasnych [2].
Analiza teoretyczna i testy wykazaly jej przewage zaréwno nad metodami standardo-
wymi (w tym - nad metodg Lanczosa, uwazang powszechnie za najlepsza [1,3]), jak
réwniez innymi, nie korzystajagcymi z rozktadu macierzy. W celu zilustrowania uniwer-
salnosci i efektywno$ci metody przedstawiono rézne zagadnienia rozwigzane za jej
pomoca.

2. OPIS METODY
Metoda polega na wyznaczaniu kolejnych par wiasnych poprzez jterowanie zbioru

wektorow w dwu fazach: wstepnej, w ktérej wyznacza sie przyblizenia par wiasnych z
matg doktadnoscia, lecz matym kosztem, i whasciwej, w ktérej kolejne wektory witasne

Dalsze rozwazania i wnioski sg stuszne réwniez dla innych postaci macierzy.
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wyznacza sie z zadang, wysoka doktadnoscia.
Jadrem algorytmu sa iteracje odwrotne, w ktérych kolejne przyblizenia wektoréw
wiasnych wyznacza sie iteracyjnie z uktadu réwnan

(K - awA/)y(H>=Myw , n=0,1,... (3)

gdzie jest tzw. przesunieciem, a n - numerem iteracji.
Metoda sktada sie z dwu faz. W fazie pierwszej zbidr wektoréw (podprzestrzen)
Sg" = ] jest poprawiany iteracyjnie za pomocg procedur: iteracji od-
wrotnych (3) z przesunieciem a(n)*Aj, Rayleigha-Ritza oraz Grama-Schmidta. Jezeli

wskaznik stabilizacji pewnego wektora y*\ zdefiniowany jako
wyp) = lrt2) - v \p(ytin, w
gdzie: n - numer iteracji, Mtj*0) - iloraz Rayleigha dany wzorem
n(y) =y TKy Iy TMy , (5)
spetni warunek 9{y”") < r (r - prég przelaczania), to przechodzi sie do fazy drugiej,

w ktérej za pomocgq iteracji odwrotnych (3) z przesunieciami a”n”=#x(yl"*) oblicza sie

przyblizenie wektora wtasnego z zadang doktadnoscig c
le(y€) | = IKy@ - n(y?) My\? | < e . (6)

Obliczony wektor wihasny zastepowany jest w zbiorze Sg1nowym wektorem starto-
wym i caly proces jest powtarzany az wyznaczone zostang wszystkie poszukiwane pary
wiasne.

Iteracje odwrotne wymagaja rozwigzania ukiadu (3) z macierzg nieokreslong i
prawie osobliwg dla “m Aj. Aby unikna¢ rozktadu tréjkatnego (2) do jego roz-
wigzania uzywa sie specjalnych procedur iteracyjnych [4]. Istotng poprawe efektywnosci
uzyskuje sie stosujac tzw. skalowanie (preconditioning). Szczeg6ty przedstawione sg w
artykule [2],

Metoda zrealizowana jest w postaci autonomicznego pakietu, do ktérego nalezy
dotgczy¢ trzy procedury, obliczajgce wektory a:=Kx, b:=My, c:=P "3z (P jest macierzg
skalujacg), dla wektoréw x, y iz przekazywanych przez program wywotujacy. Na wej-
$ciu nalezy podac: liczbe poszukiwanych postaci wtasnych M i doktadnos$¢ c.

Metoda jest bardzo dobrze dostosowana do obliczen réwnolegtych, gdyz w obu jej
fazach wykonywanych jest szereg niezaleznych proceséw obliczeniowych.
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3. ZASTOSOWANIE PRAKTYCZNE METODY

Metoda umozliwia rozwigzywanie dowolnych, symetrycznych zagadnien wiasnych.
Jednak jej przewaga nad innymi metodami uwidacznia sie dla zadan, w ktérych
N>1000 i m AN ~*-rN ® 'A. Warunki te sg zazwyczaj spetnione w zagadnieniach teorii
pola (np. akustycznego) oraz mechaniki konstrukcji, zwtaszcza trojwymiarowych.

Metoda umozliwia wyznaczenie sztywnych stopni swobody (np. samolotéw lub wiel-
kich konstrukcji orbitalnych), jak réwniez postaci drgarn maszyn wirnikowych (wirniki
Smigtowcow, sitowni wiatrowych, turbin gazowych, silnikéw odrzutowych, etc.). Model
obiektu moze uwzglednia¢ tzw. ttumienie proporcjonalne,

FD(q) - Caq(t), C = ctKk + PAf, a, p - wspétczynniki. )

Rozwigzywane moga by¢ tez zadania z osobliwg macierza M, powstajgcg przy
pomijaniu w modelu fizycznym niektérych efektéw bezwitadnosciowych. Innymi
obszarami zastosowan metody sg: zadania peine, tzn. wyznaczenie wszystkich M =N
wektorow wiasnych oraz zagadnienia stabo niesymetryczne [2]. Za pomocg opisanej
metody rozwigzano wiele zadan, dotyczacych gtdwnie uktadéw mechanicznych;
wyznaczono m.in.:

- Postacie akustyczne wnetrz trojwymiarowych kabin samochodéw, modelowanych

liniowymi i kwadratowymi elementami skoriczonymi; N=956-r20186; M=204-100;

- Postacie drgan plyt modelowanych elementami hermitowskimi; N=100-r6000,
M —80.

- Postacie drgan tréjwymiarowych konstrukcji belkowych; N =720-1-10368, M —50.

- Postacie drgan stuzace do analizy dynamicznej konstrukcji ztozonych z wielkich
uktadéw liniowych potaczonych matymi uktadami o nieliniowych charakterystykach
sprezystych i ttumigcych; N=1120, 2460, 3847; M=10-"35.

Rozwigzywano takze inne problemy, na przykiad:

- Zagadnienia chemii kwantowej: wielkoskalowe oddziatywania funkcji falowych
atoméw i molekut; N= 10004-40000, M=10-r350.

- Peilne zagadnienia wtasne, np. N=M=729;

- Ekstremalnie wielkie zagadnienia wiasne: N=103823, M=3; N=216000, M=2.

4, POROWNANIE Z INNYMI METODAMI

Przydatno$¢ praktyczna kazdej metody zalezy zaréwno od jej efektywnosci, jak tez
wilasnosci uzytkowych: uniwersalnosci oraz niezawodnosci. Metody wykorzystujace roz-
ktad tréjkatny (2) (zwtaszcza metoda Lanczosa) sg bardzo efektywne, gdy, N<1000 lub
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szeroko$¢ pasma mb jest mata. Nie sg jednak efektywne dla duzych N i mb, gdyz ich
koszt (mierzony liczbg operacji), rzedu ~N 2-2-rN3, ro$nie duzo szybciej niz w przedsta-
wionej metodzie, gdzie jest on rzedu -N ~-rN 1'6 . Ponadto macierz L zajmuje Nmb
jednostek pamieci, podczas gdy K i M zajmujg ich tgcznie 2NmQ. Dla typowych
wartosci: mg=10 i mb=200 macierz L zajmuje 10 razy wiecej pamieci niz K i M.
Stosunek ten ro$nie ze wzrostem wymiaru N, gdyz mb~N®‘3-rN® , podczas gdy nig—
const. Metoda Lanczosa wymaga dodatkowo pamieci ~50N-r300N dla wektoréw robo-
czych.

Przewage przedstawionej metody dla zadah o duzej liczbie stopni swobody catko-
wicie potwierdzajg obliczenia praktyczne (Rys.l): juz dla N=4000, M=10 jest ona
okoto dziesie¢ razy szybsza niz Iteracje Podprzestrzenne i trzy razy szybsza niz metoda
Lanczosa. Pierwsze postacie wyznaczane sg w czasie stanowigcym utamek czasu niez-
bednego do rozktadu macierzy (np. 1/100 dla N= 10000).

Niezawodno$¢ metody, podobnie jak Iteracji Podprzestrzennych, jest wysoka, w
przeciwienstwie do metody Lanczosa, ktéra nastrecza klopotdw zwigzanych z
wielokrotnymi warto$ciami wiasnymi, czesto spotykanymi przy analizie konstrukcji
symetrycznych [2,3],

Wyniki testow pokazaty, ze inne metody, nie wykorzystujagce rozktadu (2), np.
TRACMN, SIRQIT, SRQMCG, nie sg tak efektywne, poza tym sa czesto wrazliwe na
rodzaj zadania (metoda Davidsona) lub przyblizenia poczatkowe (TLIME) [2],

Rys.l . Poréwnanie kosztow wzglednych wyznaczania postaci wiasnych tréjwymiaro-
wych konstrukcji belkowych. Pokazano tez koszt rozktadu macierzy

Fig.l . Comparison of relative costs of finding of mode shapes for 3-D building-
type problems. The cost of factorization is also shown
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5. PODSUMOWANIE

Ze wzgledu na fakt, iz projektowanie wielu obiektéw technicznych wymaga
rozwigzywania coraz wiekszych zagadnien wiasnych, mozna spodziewaé sie, ze
przedstawiona metoda znajdzie zastosowanie w systemach CAD, zwazywszy jej zalety:
duzo nizszy (czesto 10-krotny) koszt obliczeA w poréwnaniu z metodami
standardowymi, uniwersalno$¢, niezawodno$¢ oraz tatwos¢ uzycia.
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Abstract

The designing of space structures, aircraft, ships, buildings, oil pipes, etc., as well as
other problems of physics, require often computing a few eigenpairs Xj, xv i=I,..,M,
M= 1-rl0O, of large (N—IO”-rlO ), generalized symmetric eigenproblem (1). The
standard computational methods: Subspace Iterations and Lanczos, perform
factorization (2),itpus elar;/not efficient for large problems because of huge mfmory re-
quirements (~N  -rN ) and unacceptable cost of computations (~N  -rN ).

The new method presented here, being factorization-free, is especially suited for solving
very large eigenproblems, due to moderate cost (—N ~-rN ), small memory requirements
(~N) and high level of reliability [2],

The method consists of two phases: in the first phase the set

Sj'0 = ]» >s iterated using: Inverse Iterations (3) with constant shift
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</nQXj, Rayleigh Quotient and Gram-Schmidt. After k-th vector is stabilized, (Ky*)<t
(4), the second phase is performed using Inverse Iterations with <zm)=/r(_y(’)) (5) to ob-

tain the final accuracy Ik(yM)ll<e (6). The process is then repeated with new starting

vector until all M required eigenpairs are computed. The indefinite, almost singular
systems (3) are solved iteratively [4] with preconditioning [2], The method is well suited
to the parallel computations.

The method is general purpose, but it is especially suited to problems with N>1000
and large bandwidth (-N~-5-N**'A)_ It is able to compute rigid modes of free con-
structions as well as these of rotating machinery. The proportional damping (7) or
singular mass matrices may be taken into account. Some weakly non-symmetric eigen-
problems can be solved [2], Here is the collection of problems solved by the proposed
method:

- Acoustics modes of the 3-D interiors discretized by FE, N =956-5-20186, M = 20-5-100;

- Mode shapes of plates discretized by hermitian FE; N = 100-5-6000, M —80.

- Vibration modes of 3-D buildings composed of beams: N=720-5-10368, M —50.

- Mode shapes for dynamic analysis of mixed structures (large-linear joint by small
non-linear); N=1120, 2460, 3847; M =10535;

- Problems of quantum chemistry: the large scale configuration interactions of
electronic wavefunctions of atoms and molecules; N =1000-5-40000, M=10-5-350;

- Full (e.g., N=M=729) and extremely large (e.g., N=216000, M =2) eigenproblems.

The effectiveness of the method is very high, its superiority grows quickly with the
dimension N (Fig.l), e.g.,, for N=4000, M=10 it is about ten times faster than the
Subspace Iterations and three times faster than Lanczos. The first eigenmode is
computed with the cost being a small fraction of that of factorization. Therefore, it can
be used for significant reduction of the cost of modal analysis, an important part of the
design process.



