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NIEKLASYCZNY OPIS RUCHU UKŁADÓW MECHANICZNYCH Z 
OGRANICZENIAMI

Streszczenie. W  pracy przedstawiono opis dynamiki układu skrępowanego 
więzami jednostronnym i. Opis sformułowano z wykorzystaniem pojęć analizy 
wypukłej. W ięzy przedstawiono za pomocą zbiorów dopuszczalnych położeń, 
prędkości i przyspieszeń. Przyspieszenia układu nieswobodnego wyznaczono 
na podstawie zasady Gaussa. Proponowana m etoda jest nieklasycznym spo­
sobem analizy dynamicznej układów nieswobodnych, dla których więzy wy­
m agają uwzględnienia obszaru dopuszczalnych przyspieszeń.

A NONCLASSICAL METHOD OF CONSTRAINED SYSTEMS 
DESCRIPTION

Summary. T he method of description of a system  constrained w ith unila­
teral constraints has been presented in the paper. These principles have been 
form ulated w ith the use of convex analysis concepts. C onstraints are descri­
bed by sets of permissible positions, velocities and accelerations. C onstrained 
system  accelerations have been determ ined on the base of the Gauss principle. 
T he proposed m ethod is the nonclassical way of dynamical analysis of con­
strained system s, where constraints require to take a domain of perm issible 
accelerations into accout.
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1. CHARAKTERYSTYKA UK1ADU MECHANICZNEGO

Rozważamy układ mechaniczny złożony z punktów m aterialnych lub ciał sztywnych. 
Ruch układu analizujemy w przestrzeni fizycznej, którą jest czasoprzestrzeń Galileusza. 
Przestrzeń położeń m a postać jedno-, dwu- lub trójwymiarowej przestrzeni Euklideso­
wej. W  przestrzeni tej obieramy inercjalny, kartezjański układ odniesienia. Konfigurację 
układu opisuje N współrzędnych, określających jego ruch w przestrzeni konfiguracji R N.

Rozważamy układ, którego ruch skrępowany jest różnorodnymi więzami. Mogą to  być 
więzy geometryczne, kinematyczne, dynamiczne, jedno- lub dwustronne, ąuasi-więzy.

2. OPIS RUCHU UKŁADU BEZ OGRANICZEŃ

Rozważamy układ mechaniczny swobodny; jego ruch jest opisany następująco:

M X  =  F ( t ,X ,X ) ,  (1)

gdzie:
X , X , X  € RN -  wektory współrzędnych, prędkości, przyspieszeń uogólnionych,
F 6 RN, F  : R2N+1 —* Rn -  wektor uogólnionych sil zewnętrznych działających na układ, 
M  G RNxN -  macierz bezwładności, symetryczna, dodatnio określona.

Dla układu (1) rozwiązujemy dwa zadania dynamiki:
-  “pierwsze” zadanie dynamiki polega na wyznaczeniu przyspieszenia układu

X  =  <M t,X,X)
<^(t,X ,X ) : = M - 'F ( t ,X ,X )

( l n )

“drugie” zadanie dynamiki polega na wyznaczeniu skończonych kinematycznych 
lównari ruchu

X  6 W 2([0,T), RN)
X (0) =  Xo, X(0) =  V 0

(16)

3. OPIS OGRANICZEŃ RUCHU UKŁADU

Na ruch układu (1) nakładamy więzy:
— X (t)  6 f!o(t) — więzy geometryczne, (2a)
— X (t)  £ f i i ( t ,X ( t ) )  — więzy kinematyczne, (2b)
— X (t)  e f i2( t ,X ( t ) ,X ( t ) )  — więzy dynamiczne, (2c)
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Zbiory Ho, LR, fl2 nazywamy odpowiednio zbiorem dopuszczalnych położeń, prędkości, 
przyspieszeń. Więzy (2) nakładają następujące ograniczenia na ruch układu:

X (t)  G f!0(t), (3a)

X (t)  G fio(t), (3a)

X (t)  g -z?n0(t, x(t))nii1(t, X(t)), (36)

x(t) g Z52n0(t,x(t),x(t))nr>n0(t,x(t),x(t))nn2(t,x(t),x(t)), (3c)

gdzie:

D Q o (t,X (t)) :=  |X  G RN : lim inf d ( v ,  ^-fl0(t +  r )  -  x )  =  o} .

Zależność (3c) zapisujemy w postaci:

X e f i ( t ,X ,X ) .  (4)

Zbiór i! jest wypukły, nazywamy go zbiorem dopuszczalnych przyspieszeń. Odgrywa 
on podstawową rolę w opisie ruchu układu nieswobodnego.

4. POSTULATY RELACJI

Jeżeli ruch układu jest ograniczony więzami (2), wtedy działa na niego dodatkowa siła
— siła reakcji więzów, k tóra powoduje, że przyspieszenie układu osiąga wartość należącą
do zbioru fi. Wobec tego układ równań ruchu układu skrępowanego więzami ma postać:

M X = F ( t ,X ,X )  +  r X G f i( t ,X ,X )}  (5)

Istnieje zatem  taki zbiór sił reakcji, że

r  G M fl — F.

W przyrodzie więzy realizowane są za pomocą siły reakcji doskonałej, to znaczy

rG X (X ,f l ) .  (6 )

Relacja (6 ) jest odwzorowaniem wielowartościowym, X jest stożkiem norm alnym do 
zbioru fi w punkcie X  oraz

£ ( X ,f i )  := { r  G Rn : r T( ( - X )  >  0 V £ G il} , (6a)

Wobec tego “pierwsze” zadanie dynamiki układu z więzami opisuje jednoznacznie 
układ zależności (5) i (6), z których wyznaczamy wartości dopuszczalnych przyspieszeń i 
sił reakcji.
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5. SFORM UŁOW ANIE RÓWNOWAŻNE

Zadanie dynamiki opisane zależnościami (5) i (6) sformułowano na bazie zasady dyna­
micznej równowagi sił. Zadanie to można sformułować inaczej, opierając się na zasadzie
Gaussa. Zasadę tę przedstawiam y w nieklasycznym sformułowaniu. Definiujemy funkc­
jonał Gaussa Z  : RN —» R 1, czyli potencjał przyspieszeń:

Z { a) :=  ^ a TM a  -  aTF , (7)

gdzie a  £ R N — wektor przyspieszeń.
Zgodnie z zasadą Gaussa, układ mechaniczny porusza się z przyspieszeniem, dla którego 

funkcjonał Gaussa osiąga minimum

X (t) :=  arg min -Z(a). (8)
aen(t,X,X)

Wobec tego zbiór sił reakcji r  spełnia zależność

r  =  arg min - p TM - 1p. 
pe(Mfi-F) 2

O ba sformułowania, to  znaczy zależności (5) i (6) oraz (7) i (8) są równoważne. Wzory
(5) i (6) są to  warunki K uhna-Tuckera dla zadania optymalizacji (8).

W niniejszej pracy przedstawione zostały podstawowe formuły opisujące ruch układu 
z więzami jednostronnym i holonomicznymi lub nieholonomicznymi. Opis został przedsta­
wiony w nieklasycznym sformułowaniu z wykorzystaniem podstawowych pojęć analizy 
wypukłej. Szczególnie ważny w tym  sformułowaniu jest sposób opisu ograniczeń za po­
mocą zbioru dopuszczalnych położeń, prędkości i przyspieszeń, do których m uszą należeć 
analogiczne wielkości osiągane w trakcie ruchu układu nieswobodnego. Powyższa m etoda 
ułatw ia sformułowanie i analizę dynamiczną nieklasycznych zadań mechaniki, to  znaczy 
takich, w których w ystępują więzy jednostronne (2), siły opisywane za pom ocą funkcji 
wielowartościowych, np. siły tarcia suchego.

6 . PRZYKŁAD

Rozważmy układ, dla którego zbiór dopuszczalnych przyspieszeń fł m a postać:

f l : = { X € R N : D TX  +  d  =  0, G TX + g > 0 } .  (9)

Na mocy postu latu  doskonalej realizacji więzów (6 ) mamy:

r  =  DA +  G /i, D e R Nxn\  G  £ RNx"2, (10)

oraz
A e R ni, / i > 0 .
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Wobec tego przyspieszenia układu skrępowanego więzami (9) obliczamy z warunków:

M X  =  F (t, X , X ) +  DA +  G /i '
D TX  +  d =  0
G TX  +  g >  0 i .  (11)
i*T(G TX  +  g) >  0 
A G R1“ , (1 £ R"+! , /i >  o

Zależności pomiędzy A, /i i równaniami więzów (9) przedstawione są na rys. 1.

Rys. 1. a) więzy dwustronne; b) więzy jednostronne 
Fig. 1. a) bilateral constraints; b) unilateral contraints
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A b s tr a c t

The m ethod of description of rigid body systems constrained with various unilateral 
or bilateral holonomie or nonholonomic constraints has been presented in the paper. The 
principles presented herein have been formulated with the use of convex analysis concepts. 
Description of constraints (2) is presented with the use of sets of permissible positions, 
velocities and accelerations. On this basis the resultant set of permissible accelerations 
is determ ined, th a t is necessary for the complete dynamical description of a constrained 
system. This set has the form of multiple-valued mapping fl : R 1 x RN x R N —* cl P (R  ), 
it means th a t for each tim e t 6  RN the relation x(t) G f2(t,x,x) has to be fulfilled. Inertial 
properties of bodies of a  system has been described by a functional called the acceleration 
energy S (x ; t ,x ,x ) .  On the basis of these values functional (7) called Gauss functional 
has been determ ined.

Acceleration values have been determined on the base of the Gauss principle according 
to  it a dynam ical system changes its states with the acceleration given by eq. (S) that 
minimalizes the Gauss functional.

It has also been shown th a t employing Kuhn-Tucker conditions the principle men­
tioned above can be presented in the form of conditions including: motion equations, 
contraint, acceleration and force descriptions and an ideal accomplishment of motion re­
strictions postulate.

An exam ple illustrating the application of the proposed method has been shown in 
the paper.

The description method proposed herein is the nonconventional way of dynamical 
analysis of contrained systems where the variety of restrictions requires to take a domain 
of perm issible accelerations into account. The above method gives possibility to consider 
also o ther constrained system when kinematical unilateral or bilateral constraints are 
imposed. T he m ethod lets understanding the analytical mechanics struc tu re  better and 
in many cases makes a formulation and dynamical analysis of systems with dry friction 
forces and nondifferential constraints easier.


