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NIEKLASYCZNY OPIS RUCHU UKLADOW MECHANICZNYCH Z
OGRANICZENIAMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono opis dynamiki uktadu skrepowanego
wiezami jednostronnymi. Opis sformutowano z wykorzystaniem pojeé¢ analizy
wypuktej. Wiezy przedstawiono za pomocg zbiordw dopuszczalnych potozen,
predkos$ci i przyspieszen. Przyspieszenia uktadu nieswobodnego wyznaczono
na podstawie zasady Gaussa. Proponowana metoda jest nieklasycznym spo-
sobem analizy dynamicznej ukfadéw nieswobodnych, dla ktérych wiezy wy-
magaja uwzglednienia obszaru dopuszczalnych przyspieszen.

A NONCLASSICAL METHOD OF CONSTRAINED SYSTEMS
DESCRIPTION

Summary. The method of description of a system constrained with unila-
teral constraints has been presented in the paper. These principles have been
formulated with the use of convex analysis concepts. Constraints are descri-
bed by sets of permissible positions, velocities and accelerations. Constrained
system accelerations have been determined on the base of the Gauss principle.
The proposed method is the nonclassical way of dynamical analysis of con-
strained systems, where constraints require to take a domain of permissible
accelerations into accout.

HEKJIACCHHECKHK METOR OnHCAIIMH
MEXAHHHECKMX CHCTEM C OrPAHHHEHMHMH

Pe3K>Me. B paboxe npeACxanaeHO AmiaMMuecKnti anajin3 cmctcmm cnn-
zaHHott 00TOCTO0 p OHHbIMH.CBn3bnMM. npmim fflbl C(J)OpMyJIHpOBaHO C MCnOJlb-
30BanneM noiCHTnvf Bbinywioro aHa;iH3a. CDii3bH npeACxanjieno Kai< cobpa-
uw1i jionycTHMbix noJiowenHU, CKopocxn h ycKopeimil. YcKopeimji cncxeMbi
onpejieneHO na ocHOBaiuw npununna Taycca. npeACxaBlieuuuii MexoA axo
neKlJiaccHHecKHil cnocob AHHaMHuecKoro aHaliH3a necBo6omioM cncxeMbi,
rvre xpebyipx. yuxeuHn npoc.ipancxBa AonycxnMbix ycKopeMHU.
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1. CHARAKTERYSTYKA UK1ADU MECHANICZNEGO

Rozwazamy uktad mechaniczny ztozony z punktéw materialnych lub ciat sztywnych.
Ruch uktadu analizujemy w przestrzeni fizycznej, ktérg jest czasoprzestrzen Galileusza.
Przestrzenn potozen ma posta¢ jedno-, dwu- lub tréjwymiarowej przestrzeni Euklideso-
wej. W przestrzeni tej obieramy inercjalny, kartezjariski uktad odniesienia. Konfiguracje
uktadu opisuje N wspdtrzednych, okreslajacych jego ruch w przestrzeni konfiguracji RN.

Rozwazamy uktad, ktérego ruch skrepowany jest réznorodnymi wiezami. Moga to by¢
wiezy geometryczne, kinematyczne, dynamiczne, jedno- lub dwustronne, guasi-wigzy.

2. OPIS RUCHU UKLADU BEZ OGRANICZEN

Rozwazamy uktad mechaniczny swobodny; jego ruch jest opisany nastepujaco:

MX = F(t,X,X), (1)

gdzie:
X, X, X € RN- wektory wspbétrzednych, predkosci, przyspieszen uogélnionych,
F 6 RN, F : R2\N#1 —Rn - wektor uog6lnionych sil zewnetrznych dziatajacych na uktad,
M G RNxN - macierz bezwtadnos$ci, symetryczna, dodatnio okreslona.
Dla uktadu (1) rozwigzujemy dwa zadania dynamiki:
- “pierwsze” zadanie dynamiki polega na wyznaczeniu przyspieszenia uktadu

X = <Mt,X,X)

<SAX,X) =M -F (X ,X) (m

“drugie” zadanie dynamiki polega na wyznaczeniu skoriczonych kinematycznych
I6wnari ruchu

X 6 W2([0,T), RN)

16
X(0) = Xo, X(0) =VO (16)
3. OPIS OGRANICZEN RUCHU UKLADU
Na ruch uktadu (1) naktadamy wiezy:
— X (t) 6 flo(t) — wiezy geometryczne, (2a)
— X (t) £fii(t,X (t)) — wiezy kinematyczne, (2b)

— X (t) efi2(t,X (t),X (t)) — wiezy dynamiczne, (2¢)
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Zbiory Ho, LR, fl2nazywamy odpowiednio zbiorem dopuszczalnych potozen, predkosci,
przyspieszen. Wiezy (2) naktadajg nastepujgce ograniczenia na ruch uktadu:

X(t) G f10(t), (3a)
X(t) G fio(t), (3a)

X (1) g ZX0(t, X())Nii I, x (1)), (36)

X(t) g Z2n0(t,x(t),x(t))nr>n0(t,x(t),x(t))nn2t,x(t),x(t)), (3c)

gdzie:
DQo(t,X(t)) := [X GRN: lim infd (v, ~flO(t+r) - x) = o}.

Zalezno$¢ (3c) zapisujemy w postaci:
Xefi(t,X,X). 4)

Zbiér i! jest wypukty, nazywamy go zbiorem dopuszczalnych przyspieszen. Odgrywa
on podstawowag role w opisie ruchu uktadu nieswobodnego.

4. POSTULATY RELACII

Jezeli ruchuktadu jest ograniczony wiezami (2), wtedy dziata na niegododatkowa sita
— sita reakcji wiezéw, ktéra powoduje, ze przyspieszenie uktadu osigga warto$¢ nalezaca
do zbioru fi. Wobec tego uktad réwnan ruchu uktadu skrepowanego wiezami ma postac:

M X =F(t,X,X) + rXGfi(t,X,X)} (5)
Istnieje zatem taki zbior sit reakcji, ze

r GMfl —F.
W przyrodzie wiezy realizowane sg za pomoca sity reakcji doskonatej, to znaczy

rG X (X,fl). (6)

Relacja (6) jest odwzorowaniem wielowarto$ciowym, X jest stozkiem normalnym do
zbioru fi w punkcie X oraz

E(X,fi) :={r GRn :rT((-X ) > 0VEGIl}, (6a)

Wobec tego “pierwsze” zadanie dynamiki uktadu z wiezami opisuje jednoznacznie
uktad zaleznosci (5) i (6), z ktérych wyznaczamy wartosci dopuszczalnych przyspieszen i
sit reakcji.
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5. SFORMULOWANIE ROWNOWAZNE

Zadanie dynamiki opisane zaleznosciami (5) i (6) sformutowano na bazie zasady dyna-
micznej roéwnowagi sit.Zadanie to mozna sformutowac inaczej,opierajgc sie na zasadzie
Gaussa. Zasadete przedstawiamy w nieklasycznym sformutowaniu.Definiujemy funkc-
jonal Gaussa Z : RN—»R1, czyli potencjat przyspieszen:

Z{a) := *aTMa - aTF, (7

gdzie a £ RN — wektor przyspieszen.
Zgodnie z zasadg Gaussa, uktad mechaniczny porusza sie z przyspieszeniem, dla ktérego
funkcjonat Gaussa osigga minimum

X(t) :=arg  min -Z(a). (8)
aen(t,X,X)

Wobec tego zbidr sit reakcji r spetnia zaleznos$¢

= ar min __ -pTM - 1p.

g pe(Mfi-F) 2

Oba sformutowania, to znaczy zaleznosci (5) i (6) oraz (7) i (8) sg réwnowazne. Wzory
(5) i(6) sa to warunki Kuhna-Tuckera dla zadania optymalizacji (8).

W niniejszej pracy przedstawione zostaty podstawowe formuty opisujace ruch uktadu
z wiezami jednostronnymi holonomicznymi lub nieholonomicznymi. Opis zostat przedsta-
wiony w nieklasycznym sformutowaniu z wykorzystaniem podstawowych poje¢ analizy
wypuktej. Szczeg6lnie wazny w tym sformutowaniu jest sposéb opisu ograniczen za po-
mocg zbioru dopuszczalnych potozen, predkos$ci i przyspieszen, do ktorych musza naleze¢
analogiczne wielkosci osiggane w trakcie ruchu uktadu nieswobodnego. Powyzsza metoda
utatwia sformutowanie i analize dynamiczng nieklasycznych zadan mechaniki, to znaczy
takich, w ktérych wystepujg wiezy jednostronne (2), sity opisywane za pomocg funkcji
wielowartosciowych, np. sity tarcia suchego.

6. PRZYKLAD

Rozwazmy uktad, dla ktérego zbiér dopuszczalnych przyspieszeri f ma postac:
fl:={X€ERN:DTX +d=0, GTX+g>0}. 9)
Na mocy postulatu doskonalej realizacji wiezéw (6) mamy:
r=DA+ G/i, D eR Nxn\ G £ RNXx"2, (10)

oraz
AeR ni, /i>0.
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Wobec tego przyspieszenia uktadu skrepowanego wiezami (9) obliczamy z warunkéw:

MX = F(t, X, X) + DA+ G/i '

DTX +d=0

GTX+g>0 i (11)
PT(GTX +g) >0

AGRI, (L£RH, Jli>o0

Zaleznosci pomiedzy A /i i rbwnaniami wiezéw (9) przedstawione sg na rys. 1

Rys. 1. a) wiezy dwustronne; b) wiezy jednostronne
Fig. 1. a) bilateral constraints; b) unilateral contraints
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Abstract

The method of description of rigid body systems constrained with various unilateral
or bilateral holonomie or nonholonomic constraints has been presented in the paper. The
principles presented herein have been formulated with the use of convex analysis concepts.
Description of constraints (2) is presented with the use of sets of permissible positions,
velocities and accelerations. On this basis the resultant set of permissible accelerations
is determined, that is necessary for the complete dynamical description of a constrained
system. This set has the form of multiple-valued mapping fl : R1x RNx RN—=*clP(R ),
it means that for each time t 6 RN the relation x(t) Gf2(t,x,x) has to be fulfilled. Inertial
properties of bodies of a system has been described by a functional called the acceleration
energy S(x;t,x,x). On the basis of these values functional (7) called Gauss functional
has been determined.

Acceleration values have been determined on the base of the Gauss principle according
to it a dynamical system changes its states with the acceleration given by eq. (S) that
minimalizes the Gauss functional.

It has also been shown that employing Kuhn-Tucker conditions the principle men-
tioned above can be presented in the form of conditions including: motion equations,
contraint, acceleration and force descriptions and an ideal accomplishment of motion re-
strictions postulate.

An example illustrating the application of the proposed method has been shown in
the paper.

The description method proposed herein is the nonconventional way of dynamical
analysis of contrained systems where the variety of restrictions requires to take a domain
of permissible accelerations into account. The above method gives possibility to consider
also other constrained system when kinematical unilateral or bilateral constraints are
imposed. The method lets understanding the analytical mechanics structure better and
in many cases makes a formulation and dynamical analysis of systems with dry friction
forces and nondifferential constraints easier.



