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PRZESTRZENNY OPIS TURBULENTN EJ KONW EKCJI 
TERM OHALINOW EJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono statystyczne podejście do problemu 
turbulentnej konwekcji termohalinowej przy wykorzystaniu formalizmu funk
cjonalnego. O trzym ano funkcjonalne równanie typu Hopfa oparte na linea- 
ryzowanym, w sensie Oseena, układzie równań Oberbecka-Boussinesąa. Udo
wodniono twierdzenie o istnieniu rozwiązania zagadnienia początkowego dla 
tego równania.

SPATIAL DESCRIPTION OF TURBULENT TIIERM OHALINE 
CONVECTION

Summary. A statistical approach to turbulence in a therm ally and sa
lt-stratified m edium  is considered on the basis of functional formalism. The

functional H opf’s type equation based on the linearized set of Oberbeck-Bou- 
ssinesq equations in the sense of Oseen is obtained. An existence theorem  of 
the in itial problem  for this equation is given.
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1. W STĘP

W ystępowanie nawet słabej stratyfikacji ośrodka znacząco wpływa na procesy turbu- 
lentnego transportu  w cieczy i prowadzi do jakościowych różnic w porównaniu z dyńam iką 
turbulencji w akwenie jednorodnym . Dlatego matematyczny opis przepływów turbulen- 
tnych w ośrodkach stratyfikowanych (tzn. niejednorodnych gęstościowo przepływów za
chodzących w polu siły ciężkości g ) wymaga analizy znacznie bardziej złożonego układu 
równań uwzględniających wpływ pól - tem peratury i zasolenia - na dynamikę przepływu.

Podstawową rolę w takim  opisie odgrywa układ równań term ohydrodynam iki zapisany 
w przybliżeniu Oberbecka-Boussinesqa (0 -B ) (zob. np. [1]).

Rozwiązanie problemu turbulentnej konwekcji termohalinowej w ośrodku nieograni
czonym (D  =  R 3), przy wykorzystaniu układu równań 0 -B , wymaga analizy odpowied
niego układu równań funkcjonalnych spełnianych przez przestrzenno-czasowy funkcjonał 
charakterystyczny pól prędkości, tem peratury i zasolenia (zob.[2,3]). Znalezienie pełnego 
rozwiązania tego zagadnienia napotyka, jak dotąd, nieprzezwyciężone trudności m atem a
tyczne. W zastosowaniach może być użyteczne rozważenie prostszego, niż układ (0 -B ), 
układu równań zapisanych w przybliżeniu Oseena
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gdzie przyjęliśmy umowę sum acyjną Einsteina oraz x =  (x i, X2, £3) G D  C R 3, 
t £ [f0; 00) ; U{(x, t) - jes t polem prędkości cieczy, x(a;,i) =  [p(a;,f) — poJ/Jo1 i 0 (x , t )  =  
T {x ,  t) — T0 ; s(x ,  t) =  S (x ,  t) — so, gdzie p , T , S  i p są - odpowiednio - ciśnieniem, tem pe
ra tu rą , zasoleniem i gęstością cieczy. Indeks “zero”wzkazuje na wartości tych param etrów 
w stanie równowagi hydrostatycznej, przy czym npoPÓ1 1, O^1 -C ^  I-
Wielkości - ctt,Ps,i', kt i ks oznaczają - odpowiednio - współczynniki rozszerzalności 
cieplnej, ściśliwości zasoleniowej, lepkości kinematycznej, molekularnego przewodnictwa 
tem peraturow ego oraz molekularnej dyfuzji soli. W układzie równań (1) d(t) jes t za
danym , nielosowym ciągłym polem wektorowym określonym dla t >  0. Zakładając, że 
przepływ turbulentny m a miejsce w obszarze D =  /i3 oraz przyjm ując, że pole losowe 
\u ( x , t ) ,6 ( x , t ) ,  s(x ,t)]  spełnia powyższy układ równań, sformułujemy problem konwekcji 
w ykorzystując przestrzenny funkcjonał charakterystyczny pola [u(x, t) ,0 (x ,  i), s(a;, t)].
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2. SFORM UŁOW ANIE PROBLEM U KONW EKCJI

Niech f! =  {o;} będzie przestrzenią fazową przepływu turbulentnego, tzn. zbiorem, 
którego elem entam i są pola wektorowe [u (x ,f) ,0(a:, i) , s(x ,  i)],spełniające układ równań
(1) i określone warunki brzegowe. Przyjmiemy, że na przestrzeni H0 początkowych pól we
ktorowych [u(a:, to), 0(x, t0) ,s (x ,  i0)) zadana jest m iara probabilistyczna po{^o) określająca 
prawdopodobieństwo, z którym  pole [ti(a:, i), 0(x , i), s(x, i)] należy do borelowskiego podz
bioru ujo C fi0. Miarę P(w) skoncentrowaną na zbiorze rozwiązań układu równań (1), 
taką, że jej zwężenie dla to jest równe mierze fio(u-’o), nazywamy przestrzenno-czasowym 
statystycznym  rozwiązaniem układu równań (1). W sytuacji, kiedy rozpatrujem y tylko 
wartości wielkości termohydrodynamicznych, odpowiadające tej samej chwili czasu, pro
blem turbulencji sprowadza się do znalezienia jednoparametrowej rodziny m iar p(t,u>o), 
przy czym /i(t,ujo) =  P ([u ,0 ,s]  : [n ( i,-),9(t, •)] € a>o) jest zwężeniem miary
przy ustalonym  t 6 [¿0; oo) i k tóra jest jednoznacznie wyznaczona przez zadany rozkład 
prawdopodobieństw a p0 w chwili początkowej [4].

Przestrzenne statystyczne rozwiązanie układu równań (1) (rodzina rozkładów p(t,ujo)) 
jest w zupełności wyznaczone przez funkcjonał charakterystyczny pola [u (x , t ) ,8 (x , t ) ,  
s(x,  i)], tzn. przekształcenie Fouriera miar p(t,ujo)). Taki funkcjonał spełnia pewne liniowe 
równanie różniczkowe o pochodnych wariacyjnych (funkcjonalnych), którego rozwiązanie 
byłoby tożsam e z rozwiązaniem problemu konwekcji (w przestrzennym  sformułowaniu). 
W prowadzimy zatem  do rozważań następujący funkcjonał

<fr[a(x),b(x),c(x) : t] = (e x p ( i{ a ,b ,c ;u ,0 ,s  : i } ) )  = J  exp (i{a ,b ,c \  u ,9 , s  : t})dp  =

= J  e x p ^ i  J  [cij(x)uj(x,t) + b(x)0(x,t)  + c(x)s(x,t)}clx'Sj d p  , (2)

gdzie pole [<j(.t), b(x), c(x)] jest ciągłym polem wektorowym na R 3 o nośniku zwartym w 
R3. W dalszym ciągu, wygodniej jest operować widmową reprezentacją tego funkcjonału, 
zdefiniowaną następująco [5]:

'¡t[a(k),l3(k),')[(k) : t] =  $[('2x)~3 J  a (k)exp(ikx)dk ,  (27r)—3 J  ¡}(k)exp(ikx)dk,

(2ir)~3 J  ~l(k)exp(ikx)dk : i], (3)

O trzym am y równanie dla funkcjonału ł .  W tym celu założymy, że losowe pole 
[ u (x , t ) ,9 ( x , t ) , s (x , t ) ]  znika na zewnątrz zwartego obszaru D t [6] i dokonamy transfo
rmacji Fouriera układu równań (1). Oznaczając obrazy Fouriera pola [u(a:, i ) , 7r(x ,i) , 
9 (x , t ) , s ( x , t ) ]  -  odpowiednio -  przez [ v (k , t ) ,q ( k , t ) ,d ( k , t ) ,a ( k , t ) ] ,  gdzie, np. u {x , t)  = 
f  e x p ( ik x )v (k , t )d k ,  otrzym am y w miejsce układu (1) następujący układ równań:
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■ ■■ =  — i d j ( t ) k j V i ( k , t )  — i k i < [ ( k , l )  — i / k 2 V i ( k , t )  —  a tg i ( t ) i ) ( k ,  l )  +  f 3 , g i ( t ) a ( k , t )  ,

=  —id j( t )k j’0(k, t) -  ik ,k2i ) ( k , t ) , (4)

-—  ̂ =  —id j( t )k ja (k , t )  — ik ,k 2a (k , t )  ,

k j V j ( k , ł )  =  0 .

Ponieważ 'P[a(A:), f3(k),~/(k) : i] =  t)-\-f3(k)i9(k, t)+~/(k)cr(k, i)]dA}),
to, jak łatwo zobaczyć, funkcjonał spełnia następujące równanie funkcjonalne:

<9'P i  o 6$  i  ¿ ’P
—  =  j  oci(k)[-idk(t)kk -  v k  }— dk  +  a, J  ( j j(t)ai{k)P 'j(k)— dk -

r s y  r ¿»p
-13 ,  J  Qj(t)ai(k)P'-(k)— dk -  J  (3(k)[idk( t)kk + k , k ] — dk -

~  J l (k )[ id k(t)kk +  ksk 2] ^ - d k  , (5)

gdzie P ’j ( k ) =  —P;j(k) = kikjk~2 — ¿¡j -  jest operatorem  rzutu transwersalnego (5 oznacza 
symbol Kroneckera) oraz wykorzystaliśmy układ równań (4) i wyeliminowaliśmy wyraz 
odpowiadający ciśnieniu q (k , t )  za pomocą równania ciągłości.

Niech 'P0[o(A), 0(k),~/(k)] będzie zadanym funkcjonałem charakterystycznym  losowego 
pola [v(k ,t0) ,d (k ,  ł0),a(k,tu)].  Rozważymy funkcjonał,

$[<x(k),p(k),-y(k) : t] =  * 0[r(*), v(k) ,  <j>(k)}, (G)

którego argum enty są równe

T,(k, t) = exp[—ikkD k(t) -  uk l (t -  t0)\P'](k )a j ( k ) ,

v(k,  t) = e x p [ - ik kDk(t) -  i/k2(t -  to)]P?j(k)at [  <Ji(L')exP[{y ~  kt )k2{l' -  t0)]ati(k) +
Jto

+  exp[—ikkDk(t) -  ktk2(i -  t0)]l3{k) ,

<j>(k, t) -  exp[—ikkDk(t) -  i/k2(t -  to)]P'j(k)l3s i  gj(l')exp[(is -  ksk2(t' -  i0)]a,(A-) +
J  to

+  e x p [ - ik kD k(t) -  ksk 2(t -  /o)fr(A-) . (~)

gdzie Dj(t)  =  /¡* dj{t')dt'.
Zachodzi następujące twierdzenie:

T w ie rd z e n ie  1. Funkcjonał charakterystyczny 'P[q(A),/3(k),^(k) : t], którego argu
menty są określone zależnościami (1), spełnia równanie (5) oraz następujący warunek 
początkowy:

tn[a (k) ,0 (k),-y(k)  : t0] =  <1>0[a ( k ) , l3 ( k )M k )]. (S)
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Dowód. Mamy
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+ ~J^~ [ - id k(ł)kk -  uk2}P’j(k)exp[—ikkDk(t) -  i/k2(t -  ż0)] x

i  gj( t')exp[(v -  k ,)k2(t' -  t0)]cti(k)dt' +  e x p [ - ik kDk(i) -  v k 2(t -  i0)] x 
Jtn

x P ^ ^ Q i ^ c t t g j e x p K i /  -  k ,)k2(t' -  ¿0)] +  \—idk( t)kk -  k tk2} x

6 9 0

x 0, [  U j ( t ' ) e x p [ (  
J tn

xexp[—ikkD k(t) -  k ,k2(l -  t u ) } 0 ( k )

[- i d k(t)kk -  v k2]P’j ( k )e x p [ - ik kD k(t) -  v k 2(t -  i0)] x

u — ks)k2(t‘ — ta))ai(k)dl'  +  exp[—ikkD k(l)  — v k 2(t — f0)] x

XP 'j(k )a ,(k )psgjcxp[(u -  ks)k2(l' -  /u)] +  [~idk(l)kk -  ksk2] X

x exp[—ikkDk(l) -  ksk2(l -  i o)]0 (£) dk.

W ykorzystując reguły różniczkowania złożonych funkcjonałów, otrzym am y [7]: 

8 9  r

8 ^ , ~  J

8 9  o 8 T j ( k ' , l ' )  8 9 0 6 v { k ' , i )  ¿ t f u  8 < j > ( k \ t )

8 T j ( k \ t ' )  8 c t i ( k )  +  8 v ( k ' , t )  8 a i ( k )  +  6 < j > { k ' , t )  a , ( k )
dk',

8 0  J  8 v ( k \

S v ( k ' , t ' )  6_9

t ' )  6 0 ( k )  ’ ¿7
Następnie, w ykorzystując (7), otrzymujemy:

/
8 9 o 8<f>(k\ i') 

8<!>(k',V) 8~t(k)
d k .
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+ 8 ó ( k T ) C X p [ ~ * k k D k { t )  -  " P ( i  -  lo)]p,'j(k)P° J  *•(*')«*[(*' -  -  <0 ) ) d ł  ( 1 0 )

< 5 £  6 9  o

8 0
-faĄfc~ĄexP[~*kkD k{t) — ktk2(t — i0)] ; ^

6 9  8 9 o

6<t>(k, t)
e x p [ — i k j D j ( ł )  — k s k 2 ( t  — / 0 ) ]  ■ 

(U)
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Podstaw iając wyrażenia (10) i (11) do równania (5) i porównując otrzym any rezul
ta t z (9), widzimy, że funkcjonał (6) spełnia równanie (5). Zauważmy, że 'if[a(k), /3(k), 
-/(k) : ¿o] =  lifo[r(k ,t0) , v ( k , t 0),(t>{k,t0)], gdzie -  odpowiednio -  r,(fc,i0) =  P ’jCtj(k), 
v(k , to )  =  0(b)  i 4>(k,ta) =  7 (k).  Zatem funkcjonał (6) spełnia warunek początkowy'(S), 
co kończy dowód.

3. ZAKOŃCZENIE

Zaprezentowany w pracy formalizm funkcjonalny zastosowany do opisu problemu tu- 
rbulentnej konwekcji termohalinowej (w przestrzennym sformułowaniu), przy założeniu, 
że układ równań O-B może być linearyzowany w sensie Oseena, pozwolił na otrzym anie 
jawnych, statystycznych rozwiązań tych równań, tzn. twierdzenia o istnieniu rozwiązania. 
Zakres stosowalności przybliżenia Oseena do analizy problemów turbulentnego transpor
tu  w cieczach nie jest obecnie znany i wymaga osobnych rozważań (zob. także [8,9]). 
W ydaje się, że analizowany układ równań (1) odzwiecierdla pewne cechy rzeczywistej 
konwekcji termohalinowej (trójwymiarowość, niestacjonarność, uwzględnienie procesów 
nierównowagowych, itp .) i może być traktowany jako jej realistyczne przybliżenie. O trzy
m ane wyniki zaw ierają, jako przypadek szczególny, rozwiązania uzyskane w pracach [6,10].
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Abstract

The study of the influence of density stratification on turbulent transport processes 
in liquids is one of the most im portant problems of Geophysical Fluid Dynamics. It is 
well known th a t the appearance of even a weak stratification, significantly affects the 
turbulence dynamics in a fluid and leads to quantitative differences when compared to 
the turbulence in density homogeneous medium. The above is a consequence of two facts, 
namely: (1) the apportionm ent of vertical direction leads to an anisotropy in motions of 
all scales, and (2) the set of dimensional param eters occurring in the problem is enlarged 
with additional quantities such as a tg and ftsg (see eqs. (1)).

In classical hydrodynam ics models, dealing with a two-component stratified fluid, the 
Oberbeck-Boussinesq approxim ation is commonly employed for the description .of tu rbu
lent convection. As it is well known, this convection necessitates sta tistical description 
which lead to formulation of the problem in a language of characteristic functionals of 
the velocity, tem perature  and salinity fields. However, adequate functional ecpiations for 
the general case of the turbulent therm ohaline convection are extremely complex. It is 
well known th a t no general analytical technique for solving the functional equations in 
turbulence theory exists at present. In this paper we consider the functional formalism for 
simplified eqs. (1), w ith the assumption th a t the basic 0 -B  equations can be linearized 
in the sense of Oseen. Under this assumption, it becomes possible to trea t th is problem 
rigorously and obtain an explicit solution of the functional differential equation (5) based 
on the linearized set of eqs. (1) (see theorem 1). The ideas of constructing simplified 
m athem atical models in the theory of turbulence possesses great traditions; we recall in 
this place classical papers of Burgers and Hopf and more recent papers [3,6 ,8 ,9]. It se
ems th a t the analysed set (1) reflects some properties of the real therm ohaline convection 
(three-dim ensionality, nonstationarity, taking account of nonequilibrium processes, etc.), 
and can be treated  as a realistic approximation of reality. Finally note th a t the problem 
presented here can be extended to  a case when the fluid field velocity depends on aqthis 
paper indicates a possible direction for such a work, which is physically m ost realistic, 
but needs separate investigations.


