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TERMOHALINOWE]J

Streszczenie. W pracy przedstawiono statystyczne podejscie do problemu
turbulentnej konwekcji termohalinowej przy wykorzystaniu formalizmu funk-
cjonalnego. Otrzymano funkcjonalne réwnanie typu Hopfa oparte na linea-
ryzowanym, w sensie Oseena, uktadzie réwnan Oberbecka-Boussinesga. Udo-
wodniono twierdzenie o istnieniu rozwigzania zagadnienia poczatkowego dla
tego réwnania.

SPATIAL DESCRIPTION OF TURBULENT TIIERMOHALINE
CONVECTION

Summary. A statistical approach to turbulence in a thermally and sa-
It-stratified medium is considered on the basis of functional formalism. The

functional Hopf’s type equation based on the linearized set of Oberbeck-Bou-
ssinesq equations in the sense of Oseen is obtained. An existence theorem of
the initial problem for this equation is given.

IIPOCTPAHCTBEHHOE OIIHCAHHE TyPBYjIEHTHOH
TEPMOXAJIHHHOH KOHBEKIJHH

Pe3ioMe. B pa6oTe npe,acTaBlieHo CTaTHCTHHecKoe ormcaHHe Ty-
poyjieHTHOCTH b cTpaTHitHLpipoBaHHOH N0 TexmepaType n cojichocth
cpefle Henonb3yH <I>yHKi(MOHajibHbm no/rxo”. nonyqeHO OyHKpnoHajib-
Hoe ypaBHeHHe THna Xom&a, KOTopoe 6a3HpyeT Ha nnHeapH30BaHHoii, b
CMbicjie Occeaa, cHCTeMe ypaBHeHHM 06ep6eKa-ByccHHeci<a. JJoi<a3a-
ho TeopeMy cymecTBOBaHHH pemeHHH HanajiLHoii ripobjieMBi flJia aToro
ypaBHeHHH.
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1 WSTEP

Wystepowanie nawet stabej stratyfikacji oSrodka znaczaco wptywa na procesy turbu-
lentnego transportu w cieczy i prowadzi do jako$ciowych réznic w poréwnaniu z dyfAamika
turbulencji w akwenie jednorodnym. Dlatego matematyczny opis przeptywéw turbulen-
tnych w osrodkach stratyfikowanych (tzn. niejednorodnych gestosciowo przeptywoéw za-
chodzacych w polu sity ciezkosci g) wymaga analizy znacznie bardziej ztozonego uktadu
réwnan uwzgledniajacych wptyw pdl - temperatury i zasolenia - na dynamike przeptywu.

Podstawowag role w takim opisie odgrywa uktad réwnan termohydrodynamiki zapisany
w przyblizeniu Oberbecka-Boussinesga (0-B) (zob. np. [1]).

Rozwiazanie problemu turbulentnej konwekcji termohalinowej w o$rodku nieograni-
czonym (D = R3), przy wykorzystaniu uktadu réwnan 0-B, wymaga analizy odpowied-
niego uktadu réwnan funkcjonalnych spetnianych przez przestrzenno-czasowy funkcjonat
charakterystyczny pdl predkosci, temperatury i zasolenia (zob.[2,3]). Znalezienie petnego
rozwigzania tego zagadnienia napotyka, jak dotad, nieprzezwyciezone trudno$ci matema-
tyczne. W zastosowaniach moze by¢ uzyteczne rozwazenie prostszego, niz uktad (0-B),
uktadu réwnan zapisanych w przyblizeniu Oseena

dui du{
~dt + dj{t)d * -r-m-AM. - Sdm/y v dXLX_,
80 :/\d0 " d20
m +dy(hdr - Cdxjdxj ©
ds ds ‘ d2s
m +dj(i)ydr 7 dxjdxj
duj
dx, = 0.
gdzie przyjeliSmy umowe sumacyjng Einsteina oraz x = (xi,X2,£3) G D C R3,

t £ [f0;00) ; U{(x, t) - jest polem predkosci cieczy, x(a;,i) = [p(a;,f) —pod/Jol i 0(x,t) =
T{x, t) —T0;s(x, t) = S(x, t) —so, gdzie p,T,S ip sa- odpowiednio - ci$nieniem, tempe-
raturg, zasoleniem i gestoscig cieczy. Indeks “zero”wzkazuje na wartosci tych parametrow
w stanie rownowagi hydrostatycznej, przy czym npoPO1 1, oM -C N
Wielko$ci - ctt,Ps,i', kt i ks oznaczajg - odpowiednio - wspétczynniki rozszerzalnos$ci
cieplnej, Scisliwosci zasoleniowej, lepkosci kinematycznej, molekularnego przewodnictwa
temperaturowego oraz molekularnej dyfuzji soli. W uktadzie réownan (1) d(t) jest za-
danym, nielosowym ciggtym polem wektorowym okre$lonym dla t > 0. Zaktadajac, ze
przeptyw turbulentny ma miejsce w obszarze D = /i3 oraz przyjmujac, ze pole losowe
\u(x,t),6(x,t), s(x,t)] spetnia powyzszy uktad réwnan, sformutujemy problem konwekcji
wykorzystujgc przestrzenny funkcjonat charakterystyczny pola [u(x, t),0(x, i), s(a;, t)].
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU KONWEKCIJI

Niech f! = {o;} bedzie przestrzenig fazowg przeptywu turbulentnego, tzn. zbiorem,
ktérego elementami sa pola wektorowe [u(x,f),0(a;, i), s(x, i)],spetniajace uktad réwnan
(1) iokre$lone warunki brzegowe. Przyjmiemy, ze na przestrzeni HO poczatkowych pél we-
ktorowych [u(a:, to), 0(x, t0),s(x, i0)) zadana jest miara probabilistyczna po{"o) okres$lajaca
prawdopodobienstwo, z ktérym pole [ti(a;, i), 0(x, i), s(x, i)] nalezy do borelowskiego podz-
bioru yo C fi0. Miare P(w) skoncentrowang na zbiorze rozwigzan uktadu réwnan (1),
taka, ze jej zwezenie dla to jest rowne mierze fio(u-b), nazywamy przestrzenno-czasowym
statystycznym rozwigzaniem ukfadu réwnan (1). W sytuacji, kiedy rozpatrujemy tylko
warto$ci wielkosci termohydrodynamicznych, odpowiadajgce tej samej chwili czasu, pro-
blem turbulencji sprowadza sie do znalezienia jednoparametrowej rodziny miar p(t,u>o0),
przy czym /i(t,ujo) = P([u,0,s] : [n(i,-),9(t, )] € a0) jest zwezeniem miary
przy ustalonym t 6 [;0;00) i ktdra jest jednoznacznie wyznaczona przez zadany rozktad
prawdopodobienstwa p0 w chwili poczatkowej [4].

Przestrzenne statystyczne rozwigzanie uktadu réwnan (1) (rodzina rozktadéw p(t,ujo))
jest w zupetnosci wyznaczone przez funkcjonat charakterystyczny pola [u(x,t),8(x,t),
s(x, i)], tzn. przeksztatcenie Fouriera miar p(t,ujo)). Taki funkcjonat spetnia pewne liniowe
réwnanie rézniczkowe o pochodnych wariacyjnych (funkcjonalnych), ktérego rozwigzanie
bytoby tozsame z rozwigzaniem problemu konwekcji (w przestrzennym sformutowaniu).
Wprowadzimy zatem do rozwazan nastepujacy funkcjonat

<fr[a(x),b(x),c(x) : f] = (exp(i{a,b,c;u,0,s :i})) = J exp(i{a,b,c\u,9,s :t})dp =
=J expriJ [cij(x)uj(x,t) + b(x)0(x,t) + c(x)s(x,t)}cIx'pdp , (2)

gdzie pole [<j(.t), b(x), c(x)] jest ciagtym polem wektorowym na R3 o no$niku zwartym w
R3. W dalszym ciagu, wygodniej jest operowa¢ widmowa reprezentacja tego funkcjonatu,
zdefiniowang nastepujaco [5]:

itfak),13(k),[K) =11 = $[('2x)~33 a(k)exp(ikx)dk, (2783 i}(k)exp(ikx)dk,
(2ir)~3J ~I(k)exp(ikx)dk :il, ®3)

Otrzymamy réwnanie dla funkcjonatu +. W tym celu zatozymy, ze losowe pole
[u(x,t),9(x,t),s(x,t)] znika na zewnatrz zwartego obszaru Dt [6] i dokonamy transfo-
rmacji Fouriera uktadu réwnan (1). Oznaczajac obrazy Fouriera pola [u(a:, i), #(x,i),
9(x,t),s(x,t)] - odpowiednio - przez [v(k,t),q(k,t),d(k,t),a(k,t)], gdzie, np. u{x,t) =
f exp(ikx)v(k,t)dk, otrzymamy w miejsce uktadu (1) nastepujacy uktad réwnan:
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—idj(t)kjVi(k,t) —iki<[(k,1) — i/k2Vi(k,t) — atgi(t)i)(k, 1) + f3,gi(t)a(k,t) .

= —idj(t)kjok, t) - ik,k2i)(k,1), @)
— A = —qdj()kja(k,t) — ik, k2a(k,t)
KiVi(k,t) = o.

Poniewaz 'P[a(A:), f3(k),~/(k) : i] = £)-\-f3(k)i9(k, t)+~/(k)cr(k, i)]dA}),

to, jak fatwo zobaczyé, funkcjonat  spetnia nastepujgce rownanie funkcjonalne:

P i1 ek [-idk(t)kk - v|<°}i$ d + a3 (jmaifPtoL dk -

r . . sy r i P
-13,J Qj(t)ai(k)P'-(k)— dk - J (3(K)[idk(t)kk + k,k]— dk -

~ \] I(k)[idk(t)kk + ksk2]~-dk , (5)
gdzie Pj(k) = —P;j(k) = kikjk~2—¢jj - jest operatorem rzutu transwersalnego (5 oznacza
symbol Kroneckera) oraz wykorzystaliSmy uktad réwnan (4) i wyeliminowali$my wyraz
odpowiadajacy cisnieniu q(k,t) za pomoca réwnania ciggtosci.

Niech 'PO[o(A), 0(k),~/(k)] bedzie zadanym funkcjonatem charakterystycznym losowego
pola [v(k,t0),d(k, +0),a(k,tu)]. Rozwazymy funkcjonat,

$L=<x(k),p(K),-y(k) = = *0[r(*), v(k), $K}, ©

ktérego argumenty sg réwne

T,(k, 1) exp[—ikkDK(t) - ukl(t - tO\P'](K)aj(Kk),

v(k, t)

exp[-ikkDKk(t) - i/k2(t - to)]P?j(k)at [ <Ji(l')exP[{y ~ kt)k2{l' - t0)]ati(k) +
Jto
+ exp[—ikkDk(t) - ktk2(i - t0)]13{k),

Ik t) - exp[—ikkDk(t) - i/k2(t - to)]P'j(k)I3s i gj(I")exp[(is - ksk2(t' - i0)]a,(A-) +
Jto
+ exp[-ikkDKk(t) - ksk2(t - /o)fr(A-) . (@)
gdzie Dj(t) = /i* dj{t")dt".
Zachodzi nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 1. Funkcjonat charakterystyczny 'P[q(A),/3(k),"(k) : t], ktérego argu-

menty sa okre$lone zaleznosSciami (1), spetnia réwnanie (5) oraz nastepujacy warunek
poczatkowy:

tnfa (k),0(k),-y(k) : t0] = 48[a(k),13(k)MK)]. )
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Dowd6d. Mamy
d9 89 u0 tj 89udu 6 9 u d<j>".
dl st di su di sg> di
i iS'iln . .
=1J - Uk2IP-3(k)ctj(k)exp[-ikkDk(t) - uk2(t - tO)} +

+~J~ [-idk(H)kk - uk2}PJ(k)exp[—ikkDK(t) - i/k2(t - 20)] x

Xat i gj(thexp[(v - k,)k2(t" - t0)]cti(k)dt' + exp[-ikkDk(i) - vk2(t - i0)] x
Jtn
xPArQircttgjexpKil - k,)k2(t' - ¢0)] + \—idk(t)kk - ktk2} x
xexp[—kkDk(t) - k,k2(l - tu)yo(k)

[Fidk(t)kk - vk2]P]J(k)exp[-ikkDk(t) - vk2(t - i0)] x

X 0, [ uj(tyexpl(u—ks)k2(t* —ta))ai(k)dl' + exp[—ikkDk(l) —vk2(t —f0)] x
Jin

XP'j(k)a,(k)psgjexp[(u - ks)k2(l' - fu)] + [~idk(1)kk - ksk2] X

x exp[—ikkDk(l) - ksk2(l - i0)]0(£) dk. ©)

Wykorzystujgc reguty rézniczkowania ztozonych funkcjonatéw, otrzymamy [7]:

89 r 890 8Tj(k', 1) 890 6v{k',i) Jtfu 8<j>(k\t)

dk’,
8, ~ J  8Tj(k\t') B8cti(k) + 8v(k',t) 8ai(k) + 6<j>{k',t) a,(k)
Sv(k',t") 6.9 890 8<f>(k\i‘)dk
80 3 8v(k\t) 60(k) 4 / 8<I>(K\V)  8~t(k) '
Nastepnie, wykorzystujac (7), otrzymujemy:
890 \ - rl
AJv(k~t)eX ~ ~ J o Qi(d)exv[(u —kt)k2(I' — lo)ldI" +
Jito il
+s06(kT)cxpl-*kkpkit) - "P(i- 10)]p, j(KP°s Fe(*)*[(*". - 0 ))di 10y
<5f 69 o ) 69 890
80 -faAfc~Aex P[~*kkD k{t) —ktk2(t —i0)] ; 6<[>(Kt)exp[—ikjoj(e) —ksk2(t —/0)] =

(O]
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Podstawiajgc wyrazenia (10) i (11) do réwnania (5) i poréwnujac otrzymany rezul-
tat z (9), widzimy, ze funkcjonat (6) spetnia réwnanie (5). Zauwazmy, ze ‘if[a(k), /3(k),
-I(k) :¢0] = lifo[r(k,t0),v(k,t0),(t>{k,t0)], gdzie - odpowiednio - r,(fc,i0) = P jCtj(k),
v(k,to) = 0(b) i 4>(kta) = 7(k). Zatem funkcjonat (6) spetnia warunek poczatkowy'(S),
co konczy dowdd.

3. ZAKONCZENIE

Zaprezentowany w pracy formalizm funkcjonalny zastosowany do opisu problemu tu-
rbulentnej konwekcji termohalinowej (w przestrzennym sformutowaniu), przy zatozeniu,
ze uktad réwnan O-B moze by¢ linearyzowany w sensie Oseena, pozwolit na otrzymanie
jawnych, statystycznych rozwigzan tych réwnan, tzn. twierdzenia o istnieniu rozwigzania.
Zakres stosowalnosci przyblizenia Oseena do analizy probleméw turbulentnego transpor-
tu w cieczach nie jest obecnie znany i wymaga osobnych rozwazan (zob. takze [8,9]).
Wydaje sie, ze analizowany uktad réwnan (1) odzwiecierdla pewne cechy rzeczywistej
konwekcji termohalinowej (tréjwymiarowos¢, niestacjonarno$¢, uwzglednienie proceséw
nierébwnowagowych, itp.) i moze by¢ traktowany jako jej realistyczne przyblizenie. Otrzy-
mane wyniki zawieraja, jako przypadek szczegélny, rozwigzania uzyskane w pracach [6,10].
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Abstract

The study of the influence of density stratification on turbulent transport processes
in liquids is one of the most important problems of Geophysical Fluid Dynamics. It is
well known that the appearance of even a weak stratification, significantly affects the
turbulence dynamics in a fluid and leads to quantitative differences when compared to
the turbulence in density homogeneous medium. The above is a consequence of two facts,
namely: (1) the apportionment of vertical direction leads to an anisotropy in motions of
all scales, and (2) the set of dimensional parameters occurring in the problem is enlarged
with additional quantities such as atg and ftsg (see egs. (1)).

In classical hydrodynamics models, dealing with a two-component stratified fluid, the
Oberbeck-Boussinesq approximation is commonly employed for the description .of turbu-
lent convection. As it is well known, this convection necessitates statistical description
which lead to formulation of the problem in a language of characteristic functionals of
the velocity, temperature and salinity fields. However, adequate functional ecpiations for
the general case of the turbulent thermohaline convection are extremely complex. It is
well known that no general analytical technique for solving the functional equations in
turbulence theory exists at present. In this paper we consider the functional formalism for
simplified eqgs. (1), with the assumption that the basic 0-B equations can be linearized
in the sense of Oseen. Under this assumption, it becomes possible to treat this problem
rigorously and obtain an explicit solution of the functional differential equation (5) based
on the linearized set of egs. (1) (see theorem 1). The ideas of constructing simplified
mathematical models in the theory of turbulence possesses great traditions; we recall in
this place classical papers of Burgers and Hopf and more recent papers [3,6,8,9]. It se-
ems that the analysed set (1) reflects some properties of the real thermohaline convection
(three-dimensionality, nonstationarity, taking account of nonequilibrium processes, etc.),
and can be treated as a realistic approximation of reality. Finally note that the problem
presented here can be extended to a case when the fluid field velocity depends on aqthis
paper indicates a possible direction for such a work, which is physically most realistic,
but needs separate investigations.



