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O PEW N Y M  PR O B L EM IE  STATECZNOŚCI PŁYTY PIE R ŚC IEN IO W E J

Streszczenie. W pracy rozwiązano zagadnienie utraty stateczności cienkiej 
płyty pierścieniowej, obciążonej na brzegu wewnętrznym m om entem  obrotowym. 
O parto  się na teorii Levy-Misesa, dotyczącej m ateriału o modelu sztywno-plas- 
tycznym ze wzmocnieniem. D o rozwiązania równania wyboczenia płyty 
zastosow ano m etodę ortogonalizacyjną. M a ono postać związku między am plitudą 
maksymalnego ugięcia a czasem i obciążeniem.

SO M E PROBLEM S O F RING PLATE STABILITY

Summary. T he paper deals with the solution of the instability problem 
concerning a thin plate loaded on the internal boundary by a ro tational mom ent. 
T he Levy - Mises theory of plastic flow of a rigid-plastic m aterial with reinforcing 
has been using. The solution has been obtained with the help of the 
orthogonalisation method.

IIPOBJIEMA nO TE PH  YCTOHTHBOCTH KOJIbU,EBOH ILHACTHHH

P e 3ioMe. B p a ô o T e  p e u ie iia  n p o 6 tieM a  n o T e p n  ycro fiu H B ocT H  
nnacT H H H , KOTopoft M a T ep n an  0TB e>iaeT TpeboBaHHHM M ozteim  JIp b h  - 
M n c e c a  r n ia c r m ie c K o r o  TeneHH H . Y p a B n erm e  n o T e p n  ycroHUHBOCTH 
p e iu a e T c n  MPTQitoM B y 6 n o B a  - TajiepK H H a.

1. W STĘP

Płyta jest sztywno zamocowana na brzegu zewnętrznym, natom iast brzeg wewnętrzny 
ma jedynie możliwość obrotu wokół punktu O (rys.l). Z  takim przypadkiem  płyty mamy 
do czynienia w jednej z prób wyznaczania zdolności do odkształceń plastycznych różnych 
metali, zwanej p róbą M arciniaka. D o rozwiązania zagadnienia wykorzystano teorię
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plastycznego płynięcia, opartą  na prawie plastycznego płynięcia Levy-Misesa. Dotyczy to 
m ateriału o m odelu sztywno-plastycznym ze wzmocnieniem liniowym. Zależności 
charakteryzujące taki m ateriał oraz równania wyboczenia płyt przy obciążeniach 
dynamicznych m ożna znaleźć w [1], W pracy wykorzystane zostaną te rów nania po ich 
odpowiednich przekształceniach i przystosowaniu do warunków zadania.

2. PO D STA W O W E RÓW N AN IA  ZA G A D N IEN IA  I IC H  R O Z W IĄ Z A N IE

Płyta jest cienka i dlatego zakłada się istnienie w niej płaskiego stanu naprężenia. 
Jednym  z param etrów  opisujących zachowanie m ateriału płyty jes t współczynnik skalarowy 
w stowarzyszonym prawie płynięcia, które przedstawia się następująco:

c

R ys.l, Fig.l

(1)

gdzie: i xy - prędkość odkształceń postaciowych.
Współczynnik skalarowy w prawie płynięcia ma postać:

2 <J; ’
(2)

gdzie: Vj - intensywność prędkości odkształcenia, 
aj - intensywność naprężeń.
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W przypadku rozpatrywanej płyty jest: 

a - x  = o y = 0 , = r r4,
2 n r 2h 

1 .

h - grubość płyty

oraz e = 0, e = v = —v
z  ’  x y  x y  2 r<P

przy czym r0< r< rr
W prow adzenie zmiennej bezwymiarowej p = r /r0 daje:

= M° 1 = h .
r<p -y 9

2 tcrah p P

(3)

(4)

przy czym l< p < k = r j /r0.
Intensywność naprężeń jest równa:

o,- = = f i  xr(p
(5)

Intensywność prędkości odkształceń:

(vi - v v>2 -  (vv- v /  + (vz -v z)2 + ^ ( v ; łv ; l t v ; )

ty* r<p

f i
' 2 ^ (v >- v /  + (vz- v x)2 3 ' - 2 - 2 - 2 -

_  fi' - fi.
2~Zxy 4

(6)

W [1] podane jest za G oodierem  wyprowadzenie równania wyboczenia płyty. Przy jego
wyprowadzaniu założono m ałe przyrosty naprężeń, obejm ujące krótki odcinek 
charakterystyki ay - ei oraz brak odciążeń. W równaniu wyboczenia D.89 w [D pominięto 
człon bezwładnościowy, gdyż zagadnienie to jest zagadnieniem statycznym. D la naszego 
przypadku po wprowadzeniu współrzędnych biegunowych i zmiennej bezwymiarowej 
rów nanie ma postać:

h2 34vv 1 3 3vv 1 32vi> 1 dw 2 d2w  2 33vv

6 Xr04 v 3 p 4 p 3 p 3 p2 3 p 2 p3 3p p4 dip2 p2 3 p 3 (p 2

I 3 w 

p2 3 p 23<p2 (

Ehh 2 _1_ 33w _ 2 d2w  + 2 dw  + 6 d2w  

18ro P 3 p 3 p2 3 p 2 p3 dp  p4 3<p2

4 3 w 1 d*w
p 3 3p3 (p2 p2 3 p 23<p2 (

^ o _ L  
„2 2 
P r0

1 3 w _ I 3vv 
s P 9p5<P p2 dip

0 ,

(7)

gdzie: w =  w +w 0 - ugięcie całkowite,
wQ - ugięcie początkowe (imperfekcje),
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E h - m oduł wzmocnienia, 
w =3w/(3t,

Na brzegach płyty muszą być spełnione następujące warunki brzegowe:

r -  r0 i r  = ri w -  0 oraz

lub po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej 

p = 1 i p = k 

Spełniają takie warunki funkcje w i w0o postaci:

0dw  
dr

w = 0 oraz = 0 .
dp

w = A (t)  (p  -  l ) 2sin2 — p sin (— p + mip) , 
k k

wo = A>(P “ l ) 2 sin2 j p s i n ( - j p  + m<p) ,

(8)

(9)

(10)
(11)

gdzie: A (t) - nieznana funkcja czasu,
A0 - stała.

R ównanie (7) rozwiązywano m etodą Bubnowa-Galerkina. W prow adzono więc w lewą 
stronę tego rów nania wyrażenia ( 10) i (11), a następnie ortogonalizowano je  czynnikiem

( p — 1) sin — p s in (— p + mcp) p d p d ip . 
k k

W wyniku ortogonalizacji otrzymano równanie:

" i 6X d t 18 o
A * z0H3(A + A 0) = 0 (12)

Jest to rów nanie różniczkoweowe pierwszego rzędu amplitudy funkcji ugięcia w. M ożna 
je rozwiązać m etodą rozdziału zmiennych. Przedtem  jednak należy ustalić param etr X. W 
tym celu przyjęto funkcję przemieszczeń obwodowych w postaci:

voro ( r i 1 (patrz rys. Ib)

Dstatnia zależność jest po tr2?ebifti do wyznaczenia kąta odkształcenia postaciowego 
Zgodnie^ z rysunkiejnr lb

1 0 r -2 lub po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej p' rf  ~dv
8 = d r  v k  u rr r0

tg ’ a s t i idr0( k -  1)
arc tg

v0k

P2
arc tg x  . (13)

Kąt odkształcenia postaciowego jest funkcją czasu. W wyrażeniu (13) od czasu zależy 
tylko vQ. Przyjmując, że vQ=ct, otrzymujemy:

dt 1 + x 2
k -2    p

0 k -  1 k -  1
(14)

gdzie: u>Q= c/r0 - prędkość kątow a obrotu brzegu wewnętrznego względem 
mianowniku wyrażenia (14) jest x <1.
M ając y wyznaczamy intensywność prędkości odkształcenia

punktu O. W
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y/3
4 3r

p -2
4 ¿ - 1

(15)

D o wyznaczenia X należy wykorzystać jeszcze intensywność naprężeń a j = / 3 r r i 
wtedy ł

8 t 0( * - l )
(16)

Po uwględnieniu X równanie (12) przyjmie postać:

HA
CjT* —  + C ,Z  + C3 t '0 4 + Z 0) = 0 

d tn
(17)

gdzie: r  = r pa p , t0= u ot,
Cj - stale zalezne od m i właściwości materiału płyty.

W ykorzystanie w arunku początkowego to=0. A = A 0 daje następującą całkę równania (17):

a + 2 t '-exp
bx"

(18)

gdzie: a, b - stałe.
W równaniu powyższym znajduje się param etr czasu t = 0 ,  który wymaga osobnego 

określenia. Z e względu na zmienność naprężeń r r wzałuż m-omienia pfyty również 
intensywność naprężeń jest zmienna. Mamy więc * j = / 3 r Qp oraz z drugiej strony 
charakterystykę m ateriału sztywno-plastycznego ze wzmocnieniem liniowym CT~ap + E hCj.

napręzen jest :
  ~v -,v ’kę m ateriału sztyw..„ ~p .
W arunkiem  uplastycznienia jest osiąganie przez intensyvvność naprężen  w płycie 
intensywności wynikającej z charakterystyki materiału. Dzięki tem u mamy:

!, = j r [ s / 3 x oP-2 - a p )

T a sam a intensywność wynosi z drugiej strony

v/3 ^3e . = —— y = ——2 r,> 2
Z  porów nania wyrażeń (19) i (20) otrzymujemy:

k -  1

k -  1
P ' ‘ tg

[o P ~

(19)

(20)

(21)

W ostatnim  wzorze należy wstawić p = k , gdyż jest to warunkiem uplastycznienia całej 
płyty i w takiej postaci wprowadzić t0 do amplijudy maksymalnego ugięcia płyty w funkcji 
param etru  obciążenia brzegu wewnętrznego t  . Należy w tym celu przyjąć v^m iary płyty 
oraz dane m ateriałow e.

Na podstawie następujących danych: r0=21 mm, h/ro=0.03 oraz charakterystyki 
m ateriału = 300+1680e:,dla rożnych wartości k przeprow adzono obliczenia 
pozwalające ustalić krytyczną liczbę m tal wyboczenia w kierunku obwodu płyty oraz 
wyznaczać vy sposób wykreślny odpowiadającą danej amplitudzie ugięcia wartość 
param etru  r  .
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A bstract

The problem  of the plastc instability of a ring p late(F ig .l) was considered within the 
Levy-Mises plastic flow theory. The basic equation (7) was solved with the help of the 
orthogonalization m ethod using exact forms of the deflection ( 10) and im perfection ( 11) 
functions. These functions have to satisfy the boundary conditions (9). The param eter k 
in (7) which comes from the associated plastic flow rule must be determ ined. It may be 
done using particular form of the circumferential displacem ent function and determ ination 
of the shear strain (13) as well as determ ination of the stress intensity. As a result of the 
solution of (7) we obtain the equation (17). The integral of latter one gives the deflection 
am plitude as a function of the internal loading.


