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O PEWNYM PROBLEMIE STATECZNOSCI PLYTY PIERSCIENIOWEJ

Streszczenie. W pracy rozwigzano zagadnienie utraty statecznoS$ci cienkiej
ptyty pierScieniowej, obcigzonej na brzegu wewnetrznym momentem obrotowym.
Oparto sie na teorii Levy-Misesa, dotyczacej materiatu o modelu sztywno-plas-
tycznym ze wzmocnieniem. Do rozwigzania réwnania wyboczenia plyty
zastosowano metode ortogonalizacyjng. Ma ono posta¢ zwigzku miedzy amplituda
maksymalnego ugiecia a czasem i obcigzeniem.

SOME PROBLEMS OF RING PLATE STABILITY

Summary. The paper deals with the solution of the instability problem
concerning a thin plate loaded on the internal boundary by a rotational moment.
The Levy - Mises theory of plastic flow of a rigid-plastic material with reinforcing
has been wusing. The solution has been obtained with the help of the
orthogonalisation method.

IIPOBJIEMA nOTEPH YCTOHTHBOCTH KOJIbU,EBOH ILHACTHHH

Pe3ioMe. B pa6oTe peuieiia npo6tieMa noTepn ycrofiuHBocTH
nnacTHHH, KOTopoft MaTepnan 0TBe>iaeT TpeboBaHHHM Mozteim Jlpbh -
Mnceca rniacrmiecKoro TeneHHH. YpaBnerme noTepn ycroHUHBOCTH
peiuaeTcn MPTQitoM By6noBa - TajiepKHHa.

1. WSTEP

Ptyta jest sztywno zamocowana na brzegu zewnetrznym, natomiast brzeg wewnetrzny
ma jedynie mozliwo$¢ obrotu wokét punktu O (rys.l). Z takim przypadkiem plyty mamy
do czynienia w jednej z préb wyznaczania zdolnosci do odksztatcen plastycznych réznych
metali, zwanej préba Marciniaka. Do rozwigzania zagadnienia wykorzystano teorie
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plastycznego ptyniecia, opartg na prawie plastycznego ptyniecia Levy-Misesa. Dotyczy to
materiatlu o modelu sztywno-plastycznym ze wzmocnieniem liniowym. Zaleznosci
charakteryzujgce taki materiat oraz réwnania wyboczenia plyt przy obcigzeniach
dynamicznych mozna znalez¢ w [1], W pracy wykorzystane zostang te réwnania po ich
odpowiednich przeksztatceniach i przystosowaniu do warunkéw zadania.

Rys.l, Fig.l

2. PODSTAWOWE ROWNANIA ZAGADNIENIA | ICH ROZWIAZANIE

Ptyta jest cienka i dlatego zaktada sie istnienie w niej ptaskiego stanu naprezenia.
Jednym z parametréw opisujacych zachowanie materiatu ptyty jest wspdtczynnik skalarowy
w stowarzyszonym prawie plyniecia, ktére przedstawia sie nastepujaco:

O

gdzie: ixy - predkos$¢ odksztatcen postaciowych.
Wspotczynnik skalarowy w prawie ptyniecia ma postac:

(@)
2<)

gdzie: Vf - intensywno$¢ predko$ci odksztatcenia,
aj - intensywno$¢ naprezen.
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W przypadku rozpatrywanej ptyty jest:

a-x =oy=0, = rrd, h - grubos¢ piyty
2nr2h
1 ©)
oraz e, =0, & =y =5V,
przy czym rO<r<rr
W prowadzenie zmiennej bezwymiarowej p=r/r0 daje:
o= M1 =hyg @
2tcrah p P
przy czym I<p<k=rj/r0.
Intensywno$¢ naprezen jest réwna:
5
o- = =fi xrp ®)
Intensywnos$¢ predkos$ci odksztatcen:
(Vi-vv22a(vy-v [ +(vz-vx)2+73(vZiv A tv2)
fi Q)
-y .
it -fi
Yerep
2~2xy 4

W [1] podane jest za Goodierem wyprowadzenie r6wnania wyboczenia ptyty. Przy jego

wyprowadzaniu zatozono mate przyrosty naprezen, obejmujace krotki odcinek
charakterystyki ay- ei oraz brak odciazen. W réwnaniu wyboczenia D.89 w [D pominieto
czton bezwtadnosciowy, gdyz zagadnienie to jest zagadnieniem statycznym. Dla naszego

przypadku po wprowadzeniu wspo6trzednych biegunowych i zmiennej bezwymiarowe;j
réwnanie ma postac:

h2 34w 1 33w 1 32w 1 dw 2 d2w 2 33w
6Xrg v3p4d p 3p3 p2 3p2 p33p p4 dip2 p2 3p3(p2

I 3w Ehh2 1 33w _ 2 dow + 2 dw + 6 d2w
p2 3p23<p2 ( 18ro P 3p3 p23p2 p3dp p4 3<p2

4 3w 1 d*w Ag L 1 3w _ 1 3w
p3 3p3(p2  p2 3p23<p2 ( B2 (§ sP 9p5<P  p2 dip

gdzie: w= w+wO0 - ugiecie catkowite,
wQ - ugiecie poczatkowe (imperfekcje),
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Eh - modut wzmocnienia,
w =3w/(3t,
Na brzegach ptyty musza by¢ spetnione nastepujace warunki brzegowe:

d
r - r0 i r =ri w - 0 oraz dW 0 @)
r

lub po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej

p =1 i p =k w =0 oraz =0 . 9)
dp
Spetniajg takie warunki funkcje w i w0o postaci:
w =A() (p - I)Zsinz? psin(?p +mip) , (10)
wo = A>(P “ 1)2sin2jpsin(-jp +m<p) , (&9

gdzie: A(t) - nieznana funkcja czasu,
A0 - stata.
Roéwnanie (7) rozwigzywano metoda Bubnowa-Galerkina. Wprowadzono wiec w lewg
strone tego réwnania wyrazenia (10) i (11), a nastepnie ortogonalizowano je czynnikiem

(p —1) sin ?p sin(?p+mcp) pdpdip .

W wyniku ortogonalizacji otrzymano réwnanie:

A * z0H3(A+AQ0) =0 (12)
0

T oex dt 18

Jest to rdwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu amplitudy funkcji ugiecia w. Mozna
je rozwigza¢ metoda rozdziatu zmiennych. Przedtem jednak nalezy ustali¢ parametr X. W
tym celu przyjeto funkcje przemieszczen obwodowych w postaci:

voro (ri 1 (patrz rys.1b)

Dstatnia zalezno$¢ jest potr2ebifti do wyznaczenia kata odksztatcenia postaciowego
Zgodnie®z rysunkiejnrlb
~av 10 r-2 lub po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej p
8 = dr vk urr r0

tg T astiid

rf

ro(k- 1) t VoK .
arc tg arctgx .
P2

Kat odksztatcenia postaciowego jest funkcjg czasu. W wyrazeniu (13) od czasu zalezy
tylko vQ Przyjmujac, ze vQ=ct, otrzymujemy:

k p-2 (14)
dt 1+x2 Ok-1 k-1

gdzie: wQ=c/r0 - predkos¢ katowaobrotu brzegu wewnetrznego wzgledem punktu O. W
mianowniku wyrazenia (14) jest x <1.

Majac y wyznaczamy intensywnos$¢ predkosci odksztatcenia
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3 p-2 (15)
4  3r 4 -1
Do wyznaczenia X nalezy wykorzysta¢ jeszcze intensywnos$¢ naprezed aj=/3rr i
wtedy t

(16)
8t0(*-1)
Po uwglednieniu X réwnanie (12) przyjmie postac:
. HA
CJT*d—t +C,Z +C3t'04+20) =0 (17)
n

gdzie: r =rpap ,t0=uot,
Cj - stale zalezne od m i whasciwosci materiatu plyty.
Wykorzystanie warunku poczatkowego to=0. A=AO0daje nastepujaca catke réwnania (17):

aA*2t o (18)
bx"

gdzie: a, b - state.

W réwnaniu powyzszym znajduje sie parametr czasu t=0, ktéry wymaga osobnego
okre$lenia. Ze wzgledu na zmienno$¢ naprezen rr wzatluz m-omienia pfyty réwniez
intensywno$¢ naprezen  jest zmienna. Mamy wiec *j=/3rQp oraz z drugiej strony
charaktenystyke materiatu sztywngp-plastycznego ze wzmocnieniem liniowym CT~ap+ EhC.
Warunkiem uplastycznienia jest osigganie przez intensyvvno$¢ naprezen w plycie
intensywnosci wynikajacej z charakterystyki materiatu. Dzieki temu mamy:

I, = jr[s/3xoP-2-a p) (19)

Ta sama intensywno$¢ wynosi z drugiej strony

_ A3 _ "3 Qo)
e.= — =
2 ' 2 k- 10P"
Z poréwnania wyrazenn (19) i (20) otrzymujemy:
k-1
P tg ¢1)

W ostatnim wzorze nalezy wstawi¢ p=k, gdyz jest to warunkiem uplastycznienia catej
piyty i w takiej postaci wprowadzi¢ t0 do amplijudy maksymalnego ugiecia ptyty w funkcji
parametru obciazenia brzegu wewnetrznego « . Nalezy w tym celu przyja¢ v miary plyty
oraz dane materiatowe.

Na podstawie nastepujgcych danych: r0=21 mm, h/ro=0.03 oraz charakterystyki
materiatu = 300+1680e:,dla roznych wartosci k przeprowadzono obliczenia
pozwalajace ustali¢ krytyczng liczbe m tal wyboczenia w kierunku obwodu plyty oraz
wyznacza¢ W sposob wykre$iny odpowiadajgca danej amplitudzie ugiecia warto$c
parametru r .
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Abstract

The problem of the plastc instability of a ring plate(Fig.l) was considered within the
Levy-Mises plastic flow theory. The basic equation (7) was solved with the help of the
orthogonalization method using exact forms of the deflection (10) and imperfection (11)
functions. These functions have to satisfy the boundary conditions (9). The parameter k
in (7) which comes from the associated plastic flow rule must be determined. It may be
done using particular form ofthe circumferential displacement function and determination
of the shear strain (13) as well as determination of the stress intensity. As a result of the
solution of (7) we obtain the equation (17). The integral of latter one gives the deflection
amplitude as a function of the internal loading.



