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WPLYW POSTACI MACIERZY MAS NA CZESTOSCI GIETNYCH
DRGAN WEASNYCH BELKI Z PEKNIECIEM

Streszczenie. W pracy przedstawiono analize numeryczng wptywu postaci
macierzy mas na czestosci gietnych drgan witasnych belki swobodnie podpartej
z peknieciem. Rozpatrzono dwa modele: pierwszy, w ktdrym macierz mas ma
posta¢ jak w przypadku braku pekniecia, oraz drugi, w ktérym posta¢ macie-
rzy mas zalezna jest od jego wymiarw. Stwierdzono, ze réznice w wartosciach
obliczonych czestosci gietnych drgan wiasnych belki sg funkcja gtebokosci i
potozenia pekniecia oraz analizowanej formy drgan.

INFLUENCE OF AN INERTIA MATRIX FORM UPON BENDING
NATURAL FREQUENCIES OF A CRACKED BEAM

Summary. The paper presents the numerical analysis of the influence
of the inertia matrix form upon bending natural frequencies of the simply
supported beam. Two models are considered: in the first one the mass matrix
has the same form as in the case of the uncracked beanij in the second one
the mass matrix is a function of crack dimensions. The differences between
calculated values of bending natural frequencies are a function of the crack
depth and its location and also analyzed form of vibration.

BJIHHHHE $OPMBI MATPHIfBlI HHEPIEKH
HA HACTOTY H3rHBHBIX COBCTBEHHBIX KOJIEBAHHO
BAJIKH C TPEHfHHOIi

P e3K>Me. B paSoTe npe#CTaBlieHO HyMepmreciam aHajiro bjihhhhh Ma-
Tpnubi HHepuHM Ha nacTOTy co6¢cTBeHHLix KOJieSamm balJiKH. AHa;m3npo-
Bano flBe M oreau, nepByio b KOTOpOfinptniHTO hto MaTpmja HHepijKH HMeeT
Tai<yio >Ke caM yio <J>opMy KaK MaTpm;a HHepipm 6ajiicn 6e3 TpeirmHBIi, bto-
pyiO B KOTOpofi npHHHO HTO M aTpm ja HHepreHH 3aBHCHT OT BejlHHHHBI TpeUI-
HMHBI. lloKa3aHO UTO pa3HHi;a M&Kgy BLMHCJieHHLIMH HaCTOTaMH COOCTBeH-

mXKOJiebamm 3aBHCT Ot BelimoiHbi TpemnHM, eii pacnojioJKeHMH h OopMBi
KOJiebaHHii.
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1. WSTEP

Analiza wptywu peknie¢ zmeczeniowych na dynamike elementw konstrukcyjnych ma-
szyn i urzagdzen wymaga opracowania modeli matematycznych, ktére jak najdoktadniej
opisywatyby zjawiska, ktore one wywotuja (redukcja czestosci drgan witasnych, wzrost am-
plitud drgan wymuszonych, sprzeganie postaci drgan, drgania parametryczne). W prak-
tyce do modelowania peknie¢ w elementach konstrukcyjnych stosowany jest caly szereg,
przedstawionych ponizej metod:

(a) wprowadzenie w miejscu pekniecia sprezyny o sztywnosci zastepczej obliczonej na

podstawie praw mechaniki pekania [1],

(b) zastgpienie pekniecia klasycznymi elementami skoriczonymi o zredukowanym polu

przekroju [2] lub zredukowanych wsplczynnikach sprezystosci [3],

(c) rozdzielenie weztw elementéw skonczonych w miejscu pekniecia i zageszczenie siatki
elementw klasycznych [4] lub osobliwych [5] wokét jego wierzchotka,

(d) zastosowanie specjalnych elementéw skoriczonych z peknieciami [6J.

Cecha wspolng metody (a) i (d) jest to, ze w modelu zaktada sie jedynie zmiany szty-

wnosci, podczas gdy w metodach (b) i (c) rowniez posta¢ macierzy mas ulega modyfikacji.

Powyzszy brak spéjnosci pomiedzy modelami sktonit autoréw pracy do przeprowadzenia

badan nad wplywem postaci macierzy mas na zmiany charakterystyk dynamicznych kons-

trukcji z peknigciem. Analize przeprowadzono na przyktadzie swobodnie podpartej belki

stalowej, stosujac specjalny belkowy element skofAczony z peknieciem.

2. MODEL DYSKRETNY BELKI

Do modelowania analizowanej belki zastosowano dwa typy belkowych elementéw skon-
czonych o dwoch weztach i dwéch stopniach swobody wweZle.Nieuszkodzone  czesci
belki modelowano elementami belkowymi bez peknie¢ (rys.ld), podczas gdyuszkodzony
odcinek zastagpiono specjalnym elementem belkowym z peknieciem (rys. Ic).

2.1. Belkowy element skoficzony z peknieciem

Belkowy element skoriczony z peknieciem przedstawia rys. Ic. Poprzeczne, niepropa-
gujace, otwarte pekniecie jednostronne potozone jest w srodku elementu i dzieli go na dwie
czesci. W celu wyznaczenia postaci macierzy mas i sztywnosci elementu wykorzystano
przemieszczeniowe sformutowanie MES, zaktadajac dwie rézne funkcje ksztattu dla lewej
ni iprawej u2 czesci elementu:

«i = «l+ a2 + a3x2-fa4x3, (1)

u2 = a5+ abx + a2+ asx3 (2)

oraz przyjmujac warunki brzegowe na koncach elementu:

<Zi=iii(0), 2= u'i(0), ve3= u2(/), <i= u2(l) ®)
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i w miejscu pekniecia:
Ul(Zj) = u2@@), u”h) =u2(h) - 0ou"(Zi),
Q)
u"(zIl) = ui'(zi), MM = «, (), J
gdzie: «i —ti8 - state wyznaczane z warunkéw brzegowych, I\, | - wymiary charakterys-
tyczne elementu, 0 - dodatkowa podatno$¢ belki wywotana peknieciem.

moduf Younga , E -2.1*10 N/m2
a) liczba Poissona, f-0.3
gestos¢ i €=7860 kg/m3

L-1000 b-SO

M  Ehs0

bl

Rys. 1 a) wymiary analizowanej
belki, b) model dyskretny belki,
c) belkowy element skoAczony z
peknieciem, d) belkowy element
skonczony bez pekniecia

Fig.l a) dimensions of the ana-
lyzed beam, b) the discrete mo-
del of the beam, c) the beam fi-
nite element with the crack, d)
the beam finite element without
the crack

Uwzgledniajac warunki brzegowe na koncach elementu (3) i w miejscu pekniecia (4)
otrzymujemy dwie macierze funkcji ksztattu w postaci:

1 0 0 O

0 1 0 0
G, G2 -Gi g3 ®)
g4 G5 —Ga Gs

Ni = [I, ar,x2, a3]

1 Ge 0 Ge

Gr 0 Gs
Gi 02 -Gj G3
Gi Gs -Gi Gs

N2 [1,*,*2,%3 ®)

gdzie: G = -3/72, G2 = -3/Z2- 1/(2Z+ 20), G3 = -3/Z2+ 1/(21+ 20), G< = 2//U
G* = 172, G6 = 1/2 - 2/(2Z+ 20), G7= //(/ + 0), G8= 0/(Z + 0).
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Dodatkowa podatnos$¢ belki 0 wywotana peknieciem obliczana jest z zaleznosci [6]:

ra ri2
0 = / aFi(6) da dz ,
jo Jo
gdzie: a = alft, z = z/i, (patrz rys. Ic).
Funkcja poprawkowa F\(a) uwzgledniajgca skoriczone wymiary elementu dana jest
zwigzkiem [6]:

Ft(a) = \/tan A/A [0.752 + 2.02a + 0.37(1 - sin A)3]/ cos A (S)

gdzie: A= -Ka/2h.
Majac wyznaczone macierze funkcji ksztattu mozemy okre$li¢ macierze liniowej zaleznosci
pomiedzy naprezeniami i odksztatceniami:

1 0 0 0
0 1 0 0
Bj = [0,1,2x,3x2
) [ G\ g2 -G, g 3 (9)
G\ 65 ~Ga cs
1 Ge 0 Ge
0 o7 0 Gg
B2= [0,1,2x,3x2 K
[ Gi g2 -5, Gs ao
G4 cs —Ga Ge
Ostatecznie macierz mas M e oraz macierz sztywnos$ci K,, elementu maja postacie:
vI2 w
M(=agA / N[Nidx+ gA / N2N2dx, (ID
JO J1/2
@ J
Ke= / B;DB!dx+ / B pB 2dx, (12)
JOo Ji2

gdzie D oznacza macierz opisujgca zalezno$¢ pomiedzy stanem naprezen i odksztatcen w
ciele liniowo sprezystym.

Analizujgc postacie macierzy funkcji ksztattu Ni, N2 oraz liniowej zalezno$ci miedzy
naprezeniami i odksztatceniami Bi, B2,mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku braku pekniecia
(0 = 0) macierze te majg identyczne postacie jak w przypadku elementu belkowego typu
Bernoulliego-Eulera bez pekniecia [7], a tym samym réwniez macierz mas M,, i sztywnosci
Ke redukuje sie do postaci jak dla elementu bez pekniecia.

3. OBLICZENIA NUMERYCZNE

Obliczenia numeryczne wykonano dla belki swobodnie podpartej o wymiarach i statych
materiatowych pokazanych na rys. la. Zalozono, ze analizowanych bedzie osiem pierw-
szych czesto$ci gietnych drgan wiasnych belki. W pierwszej fazie obliczen przeprowadzono
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testy majace na celu wyznaczenie optymalnej liczby elementéw pozwalajgcych z zadowa-
lajgcg doktadnos$cig obliczy¢ te czestoSci. W wyniku przeprowadzonych obliczer zdecy-
dowano sie na stosowanie w dalszej fazie obliczen siatki ztozonej z 10 elementéw réwnej
dtugosci - tabela 1.

Tabela 1

Poréwnanie wynikéw obliczen 8- pierwszych czesto-
Sci gietnych drgan wiasnych belki bez pekniecia

Teoria belek MES Bted wzgledny
Czestosc Bemouliego-Eulera model 10-elementowy [%]

u/l 736.290 736.342 0.0072
u2 2945.160 2945.669 0.0173
u3 6626.610 6630.587 0.0591
ua 11780.640 11800.934 0.1653
<5 18407.250 18481.118 0.4013
u/é 26606.440 26718.701 0.8008
w7 36078.210 36591.137 1.4245
u/g 47122.560 48211.286 2.3104

Tabela 2 ilustruje wptyw gtebokosci pekniecia na wartosci czestosci gietnych drgan
wiasnych belki wyznaczone dla dwéch przypadkéw: (A), w ktérym macierz mas elementu
ma posta¢ jak w przypadku elementu bez pekniecia oraz (B), w ktorym macierz mas
obliczana jest wedtug algorytmu przedstawionego w punkcie 2 pracy. Obliczenia wykonano
dla statego potozenia pekniecia (L\/L = 0.25).

Tabela 2

Czestosci gietnych drgan wiasnych belki z peknieciem dla dwoéch postaci macierzy
mas (potozenie pekniecia Li/L = 0,25, gtebokos$¢ a/h = varia)

(A) (B) A) (B) ? (B)

Nr  [a/h—05] [a/h =05] A[%) [a/h=03] [a/h=03 A ®» b=2° [ath = 01] A [%]
1 514.86 513.73 0.219 665.52 664.43 0.163 729.27 728.38 0.122
2 2104.75 2169.61 3.081 2529.29 2568.10 1.534 2892.22 2896.83 0.159
3 6020.03 6058.51 0.639 6267.89 6305.74 0.607 6574.54 6597.67 0.351
4 11800.93 11270.31 4.496 11800.93 11532.12 2.277 11800.93 11765.61 . 0.299
5 16785.01 17380.46 3.547 17510.46 17747.72 1.354 18341.54 18337.33 0.229
6 24000.95 23672.02 1.370 24836.53 25385.64 1.294 26366.87 26607.98 0.914
7 35296.27 31799.17 9.905 35639.11 34394.49 3.492 36384.94 36423.91 0.027
8 48211.28 45426.39 5.776 48211.28 46748.52 3.304 48211.28 48006.73 0.424
4. WNIOSKI

W pracy przedstawiono metode tworzenia belkowego elementu skofnczonego z pojedy-
nczym, niepropagujacym, otwartym peknieciem poprzecznym potozonym w $rodku jego
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dtugosci. Opracowana metoda pozwala na uwzglednienie w postaci macierzy mas zmian
sztywnosci elementu wywotanych peknieciem, co do chwili obecnej dla tego typu ele-
mentéw nie byto mozliwe.

W wyniku przeprowadzonych obliczeri numerycznych stwierdzono, ze r6znice pomiedzy
obliczonymi czesto$ciami gietnych drgan wiasnych belki dla dwdch modeli macierzy ma$
s zalezne od: gtebokosci pekniecia, postaci drgan oraz (wyniki przedstawione zostang
na Konferencji) potozenia pekniecia. Ogdlnie mozemy stwierdzi¢, ze réznice wzr-gstajg w
miare wzrostu gtebokos$ci pekniecia oraz sg wieksze dla wyzszych postaci drgan.
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Abstract

The paper presents an analysis of a form of the inertia matrix upon changes of bending
natural frequencies of a cracked simply supported beam.

The beam is modelled by FEM. Two types of beam finite elements are applied. The
undamaged parts of the beam are modelled by well known beam finite elements without a
crack. The cracked part of the beam is substituted by a special beam finite element with
the crack. A method of formation of the special beam finite element with thq crack is
presented. The method is based on displacement formulation of FEM and laws of fracture
mechanics. Tjwo different shape functions (1-2) and boundary conditions (3-4) are used
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in order to determine shape function matrices (5-6) and matrices of stress-strain relation
(9-10). Having the shape function matrices and matrices of stress-strain relation a mass
matrix and a stiffness matrix of the element (11- 12) are calculated.

Numerical calculations are carried out for the simply supported beam made of steel
- Fig.l. In the first step the influence of the mesh upon bending natural frequencies is
analyzed - Tab.l. Table 2 presents the changes of bending natural frequencies calculated
for two forms of the mass matrix and the various crack depth.

The results of numerical calculations show that differences in results are a function of
the crack depth and its location and also the mode of vibration.



