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SZACOWANIE CHARAKTERYSTYK SPREZYSTO - TLUMIACYCH NA
ROWNANIA ENERGII UKLADOW NIELINIOWYCH

Streszczenie. Traktujac elementy sprezysto - tlumigce maszyn jako
uktady silnie nieliniowe, podano metode ich identyfikacji w oparciu o réwnanie
energii. Prezentowana metoda jest uzyteczna w przypadku drgan okresowych
dowolnego ksztattu.

AN ESTIMATE OF THE MACHINE DAMPING - ELASTIC
CHARACTERISTICS BY MEANS OF AN ENERGY EQUATION FOR
NONLINEAR SYSTEMS

Summary. An identification way of machine damping - elastic elements
which can be treated as markedly nonlinear systems is presented. In the way
a balance energy equation is used. The method is useful in cases of arbitrary
periodic vibration.

3CTHMAHHIJI XAPAKTEPHCTHK

ynpyro-ziEMn "HpyiomHX mahihh ha ochobe
yPABHEHHJI SHEPTHH HEJIHHEHHBIX CHCTEM

Pe3K>Me. npHHHMan hto ynpyro-fleMnclmpyiome aneMeHTbi Mamra
HBJIHIOTCfl CHJIbHO HeJIHHeHHEIMH CHCTeMaMH lipefICTaBlieH MeTOfl HX
nfleHTH(I)HKai(HH ocHOBaH Ha ypaBHeHHio SHeprHH. npeAlJiojKeHHbiii Me-
tox npHMeHHM b cnynae nepno,gnwaecKHx ocmuuiauHH moSoii fliopMBi.

1. OPIS PROBLEMU

W zagadnieniach konstruowania zawiesze maszyn wyodrebni¢ mozna dwa zasadnicze
problemy:

a) wplyw rodzaju zawieszenia na prace maszyny,
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b) analize pracy zawieszenia w warunkach eksploatacji (zywotno$¢, zmiany wiasnosci
dynamicznych i tp.).

Wymagania techniczne stawiane obecnie nowoczesnym uktadom dynamicznym, a do-
tyczace gtéwnie oszczednos$ci energii i materiatdbw (konstrukcje lekkie), ciaggle rosng. Stad
tez zadowalajgce rozwigzania w wyzej wymienionej problematyce wymagajg stosowania
doktadnych (najczesciej nieliniowych !) modeli dynamicznych, co stwarza dodatkowe tru-
dnosci w sferze modelowania i identyfikacji elementéw sprezysto - tlumigcych maszyn.
Pewne nowe koncepcje w tej dziedzinie przedstawiono w pracach [1, 2], Polegajg one
na mozliwosci wykorzystania do celow modelowania rdGwnania energii uktadu dynamicz-
nego w przypadku drgan okresowych dowolnego ksztattu. W pracy [2] podano przyktad
wykorzystania tego pomystu dla uktadu zdegenerowanego z tarciem suchym. W niniej-
szej pracy skoncentrujemy sie gtéwnie na przypadku og6lnym waznym dla nieliniowych
charakterystyk ttumienia i sprezystosci dowolnego ksztattu. Przyjmijmy wiec, ze ksztatt
funkcji restytucyjnej F opisujgcej oddziatywanie elementu sprezysto - ttumigcego na ruch
masy m (por. rys. 1) opisuje funkcja F(x, i), w ktorej zachodzi separacja oddziatywan
sprezystych od tlumigcych, co mozemy zapisaé w postaci:

F (x,i) = Fs(x) + Ft(x), 1)

w ktérej funkcje Fs(x) i Ft(x) sa dowolne nieliniowe. Zatozenie (1) daje sie fizycznie
sprawdzi¢ (por. np. [3]).

Rys. 1. Schemat przyjetego modelu b) uktadu fizycznego a)
Fig. 1. Diagram of the accepted model b) of the physical system a)

Przedstawiona ponizej metoda postepowania umozliwia wyznaczenie ksztattu tych fu-
nkcji. Funkcje Fs(x), Ft(i) opisujg oddziatywania sprezysto -ttumigce elementéw maszyn,
zwane dalej charakterystykami sprezysto - ttumigcymi.

2. IDEA ROZWIAZANIA

Dla opisu idei rozwigzania ograniczymy sie na wstepie do modelu opisanego réwnaniem:
mx + ki X -fkax3+ cix + Bx3 = p(t), (2)

gdzie ki,k3,ci,c3 - state wspotczynniki rzeczywiste.
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Zatézmy, ze wymuszenie p(t) i odpowieZz x(t) tego uktadu sg opisane przez dowolne
funkcje okresowe o okresie T. Poczawszy od dostatecznie duzego czasu t, w ktérym odpo-
wiedzZ jest niezalezna od warunkéw poczatkowych, zatozenie to jest spetnione zasadniczo
dla ukfadéw fizycznych. Spetniony jest zatem warunek:

x(t+T) =x(), plt+T)=p® @)

(por. rys. 2).

Uktad

nieliniowy

Rys. 2. Podstawowe zatozenie metody
Fig. 2. Basic assumptions of the method

Réwnanie energii dla uktadu (2) uzyskamy wymnazajac je obustronnie przez dx —xdt
i catkujgc w obrebie okresu T. tatwo jest wykazaé, ze dla (3) zachodzi:

/[ miidt — / (c\x + c3x3)xdt =0, 4
Jo Jo
skad otrzymujemy:
ki Li 4-k3L3= Lp, (5)

gdzie przez L\,L 3,L Poznaczono zmienne:

Li — iidt, ¢3= 1 x3xdt, Lp = pidi. 6)
Jo Jo Jo
Podobnie, wymnazajac réwnanie (2) przez di = i dt i catkujgc otrzymujemy:
[ [kii+ k3x3)xdt = 0, (1)
Jo
skad
mimfGLi £G3L3=L,, (S)
gdzie
L., = 7/ XXdt, Li= xx dt, L3= / x3xdt, Lp= / pxdt. 9
Jo Jo Jo Jo

Uzyskane réwnania (5) i (8) sa algebraicznymi réwnaniami o nieznanych statych ki,k3
oraz nr, ci, c3. Moga by¢ one wykorzystane do wyznaczenia tych statych, jesli wartosci
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zmiennych Li,L3,L,, oraz Lm,Lj,L3,Lp sa wyznaczone w wyniku eksperymentu badz
obserwacji w przypadku réznych wymuszen okresowych p(t).

3. OPIS METODY

Przedstawiong w punkcie 2 idee postepowania mozna uogélni¢ na funkcje ttumienia
Ft(x) i sprezystosci F,(x) dowolnej postaci. Przyjmijmy wiec postacie og6lne charaktery-
styk sprezysto - ttumigcych nastepujgco:

Ft(x) = liSyni +  k,i", F,(x) = ~ ¢, xl/, (10)
u=l il=l

gdzie stala h okresla wartos¢ tzw. tarcia suchego, zasn, n- dowolnie duze liczby
naturalne. Dla funkcji postaci (10) réwnanie rézniczkoweruchu modelu przyjmie postaé:

mx + hSgnx + Y™ kui" + Y~ c,xv= p(t). (11)
i=i i=i

W przypadku uktadu (11) podejscie opisane w punkcie 2 daje dwa nastepujace roéwnania:

n'

+ = Ly’ (12)
u=l
niLm-1 ~ “¢,lu ~ Lp, (13)
i/=i
gdzie zmienne LO,Lu,Lu oznaczaja:
Lo= 'Tsgniidt, Lu= ""iuxdt, L,= [T iridt, (14)
Jo Jo Jo

za$ ip,L p,£ m sg okreslone przez wzory (6) i (9).

Zauwazmy, ze réwnania (12) i (13) sg rozseparowanymi réwnaniami algebraicznymi
i z tego wzgledu wygodnymi do oszacowania mierzonych statych li, ku oraz m,c,,, (dla
v=1,2,...,n lubn”) wprzypadku, gdy wartosci odpowiednich zmiennych L i £ sg dane
z pomiaru. Prosty sposéb pomiaru wielkosci L i £ mozna przeprowadzi¢ zauwazajac, ze
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warto$ci catek postaci (6), (9) i (14) dla dowolnych drgan okresowych sg réwne polom
ograniczonym przez odpowiednie krzywe zamkniete (petle) nastepujgcych zaleznosci:

[T r*V)
dla Lu = I xl/xdt = | " dx =m xl/(x),
Jo Ix(0)
[T riiT)
dla L, = | xlixdt= 1 xvdi => N(iQ) >
Jo Ix(0)
[T r*w')
dla Lv = [ pidt = pdx => p(x)., (15)
Jo Jx (o)
dla tp = 1 oxdar= [T gy => p(i),
Jo Ji(0)
/T 1-¢(r)
dla Em = / xxdt = xdx =>e .i(:€),
io Ji@©)
feil [o4(1m)
dla Lo = [/ (Sgni)idt =1 (Sgnx)dx => Sgni(x),
Jo Jx(0)

gdzie Sgnx(x) oznacza zalezno$¢ zmiennej (Sgni) od zmiennej z. Przyktady zaleznosci
(15) dla pewnego uktadu o nieliniowej charakterystyce ttumienia przedstawia rys. 3. Ba-
dania wykonano metodg symulacyjnag za pomocg programu TUTSIN [4] na komputerze
IBM PC, stosujac wymuszenia harmoniczne. Wartosci catek (odpowiednich pdl petli)
obliczono korzystajgc z wiasnego oprogramowania [10]. Wyznaczone eksperymentalnie
wartosci Lo,L,,,Lp oraz Lm,L,,,Lp dla ré6znych wymuszeA okresowych (np. rézne wa-
rtoéci czesto$ci wymuszenia bgdz r6zne rodzaje wymuszen) tworza pewne dwie macierze
obserwacji o postaci nastepujacej:

AU ERLIE
Ai W L[ . mLJ a2= 1" £it .

c
[1» t? . mL* L? iCéf‘ Cd

gdzie przez jV oznaczono liczbe eksperymentéw réwna liczbie zadawanych wymuszen.
Optymalne wartosci parametréow h,k,,,(i/ = 1,2,...,n') dla danych macierzy Aj (oraz
warto$ci parametrow m,c,, dla danych macierzy A2) mozna uzyskaé¢ np. stosujgc znany
algorytm najmniejszej sumy kwadratéw biedéw osobno dla réwnania (12) i osobno dla
réwnania (13). Algorytm ten stanowi podstawe wielowymiarowej analizy regresji (por.
np. [5,6]), ktérej zastosowanie w tym przypadku umozliwia takze odpowiednig redukcje
zmiennych w réwnaniu (12) i (13) a w $lad za tym odpowiednie uproszczenie modelu
wyjsciowego (11).
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Konczac zauwazmy, ze przedstawiona metoda jest duzo wygodniejsza niz prezento-
wana np. w pracach [7,8]. Nie wymaga ona bowiem stosowania wymuszen dodatkowych
generujacych drgania harmoniczne w ukiadach nieliniowych [9]/a ponadto jest dobra dla
wymuszenia okresowego dowolnej postaci, co zwieksza jej uniwersalno$¢ zastosowan-

Rys. 3. Przyktadowe wartosci catek b) dla funkcji thumienia a) przy okresie
wymuszenia T = 10.0 sek
Fig. 3. Exemplary values of integrals b) for a damping function a)
at a period of facing T=10.0 sec
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Abstract

A continuation of some new concepts useful in identification of the dynamic properties
of the damping - elastic machine elements (i.e: elastic machine suspension) is presented.
In the method suggested a basic model with complex configuration of nonlinear elements is
aproriassumed. Next, by means of a proper experiment a reduction of the model is made
possible. In this step a balance energy equation for arbitrary periodic excitation can be
applied. The paper describes a case when the physical model has a parallel configuration
(internal force F (x,x) is split into spring force and damping force). The method is useful
not only for machine vibration area but also in testing of material properties and their
modification. Some results of computer simulation experiment of the concept ar shown
too.



