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SZACOWANIE CHARAKTERYSTYK SPRĘŻYSTO -  TŁUMIĄCYCH NA 
RÓWNANIA ENERGII UKŁADÓW NIELINIOWYCH

Streszczenie. Traktując elementy sprężysto -  tłumiące maszyn jako 
układy silnie nieliniowe, podano m etodę ich identyfikacji w oparciu o równanie 
energii. Prezentowana m etoda jest użyteczna w przypadku drgań okresowych 
dowolnego kształtu.

AN ESTIM ATE OF THE MACHINE DAMPING - ELASTIC 
CHA RACTERISTICS BY MEANS OF AN ENERGY EQUATION FOR 

NONLINEAR SYSTEMS

Summary. An identification way of machine damping -  elastic elements 
which can be treated  as markedly nonlinear systems is presented. In the way 
a balance energy equation is used. The m ethod is useful in cases of arb itrary  
periodic vibration.
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1. OPIS PROBLEM U

W zagadnieniach konstruowania zawieszeń maszyn wyodrębnić można dwa zasadnicze 
problemy:

a) wpływ rodzaju zawieszenia na pracę maszyny,
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b) analizę pracy zawieszenia w warunkach eksploatacji (żywotność, zmiany własności 
dynamicznych i tp .).

W ym agania techniczne stawiane obecnie nowoczesnym układom dynamicznym, a  do­
tyczące głównie oszczędności energii i materiałów (konstrukcje lekkie), ciągle rosną. Stąd 
też zadowalające rozwiązania w wyżej wymienionej problematyce wym agają stosowania 
dokładnych (najczęściej nieliniowych !) modeli dynamicznych, co stwarza dodatkowe tru ­
dności w sferze modelowania i identyfikacji elementów sprężysto -  tłumiących maszyn. 
Pewne nowe koncepcje w tej dziedzinie przedstawiono w pracach [1, 2], Polegają one 
na możliwości w ykorzystania do celów modelowania równania energii układu dynamicz­
nego w przypadku drgań okresowych dowolnego kształtu. W pracy [2] podano przykład 
wykorzystania tego pomysłu dla układu zdegenerowanego z tarciem  suchym. W niniej­
szej pracy skoncentrujemy się głównie na przypadku ogólnym ważnym dla nieliniowych 
charakterystyk tłum ienia i sprężystości dowolnego kształtu. Przyjmijm y więc, że kształt 
funkcji restytucyjnej F  opisującej oddziaływanie elementu sprężysto -  tłumiącego na ruch 
masy m  (por. rys. 1) opisuje funkcja F (x , i ) ,  w której zachodzi separacja oddziaływań 
sprężystych od tłumiących, co możemy zapisać w postaci:

F ( x , i )  = Fs(x) + Ft(x), (1)

w której funkcje Fs(x) i Ft(x) są dowolne nieliniowe. Założenie (1) daje się fizycznie 
sprawdzić (por. np. [3]).

Rys. 1. Schemat przyjętego modelu b) układu fizycznego a)
Fig. 1. Diagram of the accepted model b) of the physical system a)

Przedstaw iona poniżej m etoda postępowania umożliwia wyznaczenie kształtu  tych fu­
nkcji. Funkcje Fs(x), F t( i )  opisują oddziaływania sprężysto -tłum iące elementów maszyn, 
zwane dalej charakterystykam i sprężysto -  tłumiącymi.

2. IDEA ROZWIĄZANIA

Dla opisu idei rozwiązania ograniczymy się na wstępie do modelu opisanego równaniem: 

m  x  +  k i  x -f k 3 x 3 + Ci  x  +  C3 x3 =  p(t), (2 )

gdzie k i ,k 3,c i ,c 3 -  stałe współczynniki rzeczywiste.
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Załóżmy, że wymuszenie p(t) i odpowieź x(t)  tego układu są opisane przez dowolne 
funkcje okresowe o okresie T . Począwszy od dostatecznie dużego czasu t, w którym  odpo­
wiedź jest niezależna od warunków początkowych, założenie to jest spełnione zasadniczo 
dla układów fizycznych. Spełniony jest zatem  warunek:

x ( t + T ) = x (t), p[t +  T ) = p(t) (3)

(por. rys. 2 ).

Układ
nieliniowy

Rys. 2. Podstawowe założenie metody 
Fig. 2. Basic assumptions of the method

Równanie energii dla układu (2) uzyskamy wymnażając je obustronnie przez dx — xdt 
i całkując w obrębie okresu T . Łatwo jest wykazać, że dla (3) zachodzi:

/  m i i d t  — /  (c \x  +  c3 x3)xdt = 0 , (4)
J o  J o

skąd otrzymujemy:
ki Li 4- k3L 3 =  Lp, (5)

gdzie przez L \ ,L 3,L P oznaczono zmienne:

Li — i i  dt, ¿3 =  I x3x d t,  Lp = p i  d i. (6 )
J o  J o  J o

Podobnie, wym nażając równanie (2) przez d i  =  i  dt i całkując otrzymujemy:

[  [ k i i  +  k 3 x 3 ) x d t  =  0 , (7)
J o

skąd
m  Łm -f- Ci Li -f- C3 L3 =  L,,, (S)

gdzie

L„, =  /  xx  d t ,  L i  =  x x  d t ,  L 3 =  /  x 3 x d t ,  Lp =  /  p x d t .  
J o  J o  J o  J o

(9)

Uzyskane rów nania (5) i (8) są algebraicznymi równaniami o nieznanych stałych k i ,k 3 
oraz n r ,  C i ,  C 3 . Mogą być one wykorzystane do wyznaczenia tych stałych, jeśli wartości
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zmiennych L i ,L 3,L ,, oraz Lm,L j,L 3, Lp są wyznaczone w wyniku eksperym entu bądź 
obserwacji w przypadku różnych wymuszeń okresowych p(t).

3. OPIS M ETODY

Przedstaw ioną w punkcie 2 ideę postępowania można uogólnić na funkcje tłum ienia 
Ft(x) i sprężystości F ,(x ) dowolnej postaci. Przyjmijmy więc postacie ogólne charaktery­
styk sprężysto -  tłum iących następująco:

Ft(x) = li S yn  i  +  k„ i " , F ,(x) =  ^  c„ x l/, (10)
u=l i/=l

gdzie sta ła  h określa wartość tzw. tarcia suchego, zaś n  , n -  dowolnie duże liczby
naturalne. Dla funkcji postaci (10) równanie różniczkowe ruchu modelu przyjmie postać:

u '  n "

m x  +  h Sgn x  +  Y ^  ku i "  +  Y ^  c„ x v =  p (t) . (11)
i/=i i/=i

W przypadku układu (11) podejście opisane w punkcie 2 daje dwa następujące równania:

n '

+ = L p ' ( 12)
u=l

ni L m -I ^  ’ c„ Lu ~  Lp, (13)
i/=i

gdzie zmienne L 0,L u ,L u oznaczają:

i T . .  /-T . . r T .L o =  S g n i i d t ,  L u = x u x d t ,  L„ =  / i ^ i d t ,  (14)
J o  J o  J o

zaś ip ,L p,Ł m są określone przez wzory (6) i (9).
Zauważmy, że równania (12) i (13) są rozseparowanymi równaniami algebraicznymi 

i z tego względu wygodnymi do oszacowania mierzonych stałych li, ku oraz m ,c„, (dla 
v =  1 , 2 , . . . ,  n  lub n ” ) w przypadku, gdy wartości odpowiednich zmiennych L i Ł są dane 
z pomiaru. Prosty sposób pomiaru wielkości L i Ł można przeprowadzić zauważając, że
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wartości całek postaci (6), (9) i (14) dla dowolnych drgań okresowych są równe polom 
ograniczonym przez odpowiednie krzywe zamknięte (pętle) następujących zależności:

[T r*V)
dla L u = I x l/x d t  = I i "  dx =>■ x l/(x ) ,

J o  J x (  0)
[ T  r i i T )

dla Ł„ =  / x l/x d t =  I x v d i  = >  ^ ( i )  >
J o  J x (  0)

[ T  r * W ')

dla L v =  /  p i d t  = /  p d x  = >  p (x ) ,. (15)
J o  J x (  o )

i T [ i(T)dla Łp =  I p x d t  = p d i  = >  p ( i ) ,
J o  Ji( o)

/•T /-¿(r)
dla Łm =  / x x d t  = x d x  =>• .i(:ć),

io Ji(0)
/•i1 /•*(!■)

dla Lo =  /  (S g n i ) i d t  = I (S g n x )d x  => S g n i ( x ) ,
JO J x ( 0 )

gdzie S g n x (x )  oznacza zależność zmiennej ( S g n i )  od zmiennej z. Przykłady zależności 
(15) dla pewnego układu o nieliniowej charakterystyce tłum ienia przedstaw ia rys. 3. Ba­
dania wykonano m etodą symulacyjną za pomocą programu TUTSIN [4] na komputerze 
IBM PC , stosując wymuszenia harmoniczne. Wartości całek (odpowiednich pól pętli) 
obliczono korzystając z własnego oprogramowania [10]. Wyznaczone eksperym entalnie 
wartości L o ,L „ ,L p oraz Lm,L „,L p dla różnych wymuszeń okresowych (np. różne wa­
rtości częstości wymuszenia bądź różne rodzaje wymuszeń) tworzą pewne dwie macierze 
obserwacji o postaci następującej:

A i —

r U  
W

L[ . 
L[‘ .

• L{. 
■ L ‘J

Ll
, a 2 =

' ¿o
l " £ i ł •

■ c
. c dLP

[ 1 » Ł ?  . ■ L * L ? i c ¿ f  • . c d
gdzie przez jV oznaczono liczbę eksperymentów równą liczbie zadawanych wymuszeń. 
O ptym alne wartości param etrów h ,k„ ,(i/ =  1,2, . . . , n ' )  dla danych macierzy A j (oraz 
wartości param etrów  m ,c„ dla danych macierzy A 2) można uzyskać np. stosując znany 
algorytm  najm niejszej sumy kwadratów błędów osobno dla równania (12) i osobno dla 
równania (13). Algorytm ten stanowi podstawę wielowymiarowej analizy regresji (por. 
np. [5,6]), której zastosowanie w tym  przypadku umożliwia także odpowiednią redukcję 
zmiennych w równaniu (12) i (13) a w ślad za tym  odpowiednie uproszczenie modelu 
wyjściowego ( 11).
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Kończąc zauważmy, że przedstawiona m etoda jest dużo wygodniejsza niż prezento­
wana np. w pracach [7,8]. Nie wymaga ona bowiem stosowania wymuszeń dodatkowych 
generujących drgania harmoniczne w ukiadach nieliniowych [9]/a ponadto jest dobra dla 
wymuszenia okresowego dowolnej postaci, co zwiększa jej uniwersalność zastosowań-

Rys. 3. Przykładowe wartości całek b) dla funkcji tłum ienia a) przy okresie 
wymuszenia T  =  10.0 sek  

Fig. 3. Exemplary values of integrals b) for a damping function a) 
at a  period of facing T=10.0 sec
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A b s tr a c t

A continuation of some new concepts useful in identification of the dynam ic properties 
of the dam ping -  elastic machine elements (i.e: elastic machine suspension) is presented. 
In the m ethod suggested a  basic model with complex configuration of nonlinear elem ents is 
a prori assumed. Next, by means of a proper experiment a reduction of the model is made 
possible. In th is step a  balance energy equation for arb itrary  periodic excitation can be 
applied. The paper describes a case when the physical model has a  parallel configuration 
(internal force F ( x , x) is split into spring force and dam ping force). The method is useful 
not only for machine vibration area but also in testing of m aterial properties and their 
modification. Some results of com puter simulation experiment of the concept ar shown 
too.


