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M O D E L O W A N IE  L O T U  PR ZE ST R ZE N N E G O  R AK IETY  STERO W AN EJ 
A U TO M A T Y C Z N IE,N A PR O W A D Z A N E J NA C EL R U C H O M Y  M ETO D Ą

TRÓ JPU N K TO W Ą

Streszczenie W  pracy przedstawiono modelowanie fizyczne i matem atyczne lotu 
przestrzennego rakiety sterowanej automatycznie naprow adzanej na cel ruchomy 
m etodą trójpunktową. Opracowano dynamiczne rów nania ruchu rakiety, związki 
kinem atyczne naprow adzania, kinematyczne związki celu oraz prawa sterow ania w 
kanałach: pochylenia i odchylenia.

M O D E L L IN G  O F SPATIAL M O TIO N  O F AN AUTOM ATICALLY  
C O N T R O L LE D  M ISSILE G U ID E D  T O  A M O V IN G  T A R G E T  W ITH  

T H E  A ID  T H R E E -PO IN T  M ETH O D

Summary T he physical and m athem atical modelling of spatial m otion of an 
autom atically controlled missile guided to a moving target with the aid of three-point 
method is presented in the paper. The dynamic equation of missile motion, kinem atic 
relations of: guidance, target, as well as the control laws in pitch and yaw channels 
are developed.

M ODELIERUNG DAS RAUMPFLUGES EINER AUTOMATISCH 
GESTEUERTEN RAKETE, DIE AUF DAS BEW EGLICHE ZIEL UNTER 

VERVENDUNG D ER DREIPUNKTM ETHODE GELENKT WIRD

Zusammenfassung. In der Arbeit hat man physikalische und mathematische 
modellierung des Raumpfluges einer automatisch gesteuerten Rakete, die auf das 
beweglihe Ziel unter Vervendung der Dreipunktmethode gelenkt wird, dargestellt. 
Dynamische Gleihungen der Raketenbewegung,kinematische Beriehungen der 
Lenkung, kinematische Beriehungen das Ziels sowie das Steuergesetzes in der 
Neigungs und Gierungskanalen wurden bearbeitet.
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1. W STĘP

C elem  pracy jes t modelowanie fizyczne i matematyczne lotu przestrzennego rakiety 
sterow anej au toina tyczu ie,n uprowadzanej na cel ruchomy m etodą trójpunktow ą. Technika 
trójpunktow ej metody naprow adzania rakiety polega na tym, że cel ruchomy, rakieta i 
punkt naprow adzania muszą się znajdować na jednej linii. T o jednocześnie nakłada 
pewne warunki na ruch rakiety podczas naprow adzania wiązką prow adzącą (rys.l).

2. M O D E L  FIZ Y C Z N Y  I M A TEM A TY CZN Y

W celu wyprowadzania równania ruchu rakiety przyjęto następujące założenia 
upraszczające:

- rak ieta  jes t nieodkształcalnym układem  mechanicznym o sześciu stopniach 
swobody, jej m asa i środek ciężkości zm ienia się podczas analizy.

W yprow adzono równania ruchu sterowanej rakiety w pracach [2,3,4,5,6], poniżej 
przedstaw iono je w postaci ogólnej.

Ogólne rów nania dynamiki rakiety sterowanej (rys.l) można przedstaw ić w postaci 
macierzowej:

M V +  K M V =  ( ? + U8 , (1 )

gdzie; - zmodyfikowana macierz bezwładności 

M = M + M. , ( 2 )

w ektor przyspieszeń

V ~ c o l  [ U, V,  W, P,  Q, R ] , (3 )

- w ektor prędkości

V = COl [ U, V,  W, P,  Q,  R ] , (4 )

- m acierz sił zewnętrznych

c o l [ X , Y , Z , L , M , N  ] ( 5 )

przy czym

0
0
0
0

0

( 6 )
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M=

m 0 0 0 - Sy '
0 m 0 -S , 0 sx
0 0 m Sy -Sr 0
0 -s * Sy J * - Jv

0 - s x ~Jy> Jy ~Jy*

. •Sr 0 ~J *y Jz

( ? )

K =

U =

0 -R Q 0 0 0
R 0 -P 0 0 0
~Q P 0 0 0 0
0 -W z 0 -p Q
W 0 - u p 0 -p
-V 17 0 -o p 0

0 0 2 6H 0 0

0 r * 0 L 6v 0 V

( 8 )

(9 )

w ektor sterow ania

6 = c o l [  6h, 6v ] ( 1 0 )

W rozpatrywanym zagadnieniu sterowanie odbywa się w dwóch kanałach: pochylania 
© - przez wychylenie steru wysokości SH, odchylania Y - przez wychylenie steru kierunku. 
W ykorzystano sprzężenie pomiędzy ruchem przechylającym i odchylającym w procesie 
sterow ania. Dopuszczono do obrotu rakiety wokół osi podłużnej.

Związki kinem atyczne (rys.l):

r = c o l [ Xj, yj, żlf i ,  6, W] =
= F  ( U, V,  W, P,  Q,  R,  4>, 0 ,  W ) ( U )

K inem atyka wykonawczego systemu sterow ania rakietą: 

kinem atyczne rów nanie sterow ania w kanale steru wysokości 5H:

T l"  ¿da + To" = -  ( "zo" + K /"  «a + O  ”+ V  ¿ a  ) / ( 12 )
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Rys.l. Przyjęte układy odniesienia. 

Fig. 1. A ssum ed coordinate systems
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kinem atyczne rów nanie sterow ania w kanale steru kierunku Sv:

T \ v  &  +  T / & *  =  -  (  K ' '  +  ^ ' J 8 k  +  +  V « k )  ■ < 1 3 >

W celu zm niejszenia liczby współczynników wzmocnienia, które trzeba dobierać do 
niezbędnego minim um w prawach sterowania [6,7,8], zmodyfikowano prawa sterow ania 
do następującej postaci:
- w kanale pochylania 0

« / /  = 0 - 0 , )  + Q - ą )  + W  W )  +  « « , ,  ( 1 4  )

- w kanale odchylania *P

s ,  = K yv ( / i  -  Y x )  + K j  ( / ,  -  + V  («& - <&,) +
+ K / ( P - P Z) + K / ( R -  R J  + K /  ( T  -  + i ,

Kąty aerodynam iczne 
kat natarcia

P = P0 1
44300

(1 5 )

Prędkość postępow a rakiety

\r - = a- * V + W . (16)

a  = arc tg  ^  , (1 7 )

- kąt ślizgu

/3 = arc sin (1 8 )
O

W ysokość lotu rakiety

Hr  = -Z j . (1 9 )

G ęstość pow ietrza dla H  <  11000 m

14. 256
( 2 0 )

R ów nania kinem atyczne celu

A  5 005 005 •
? i s = Vs  cos 0 y sin Y* , ( 2 1 )
ż i  = - Vs  sin ®s  .

R ównania położenia wiązki poruszającej się z samolotem:
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K  .
©,„ = - 4  sm y Sw sin Vsiy

r  s
Vs

( 2 2 )

-  sin cos %1K B o ­

gdzie:
YSw - kąt miedzy w ektorem  prędkości sam olotu a linią łączącą rakietę z celem, 
T)Sw - kąt między rzutem  w ektora prędkości sam olotu na płaszczyznę pionow ą 

do linii łączącej a osią tej płaszczyzny.

s*n I r » = -f7 - T  sin Y
VR  ‘  S  

t g V R „  = t g T ) S w  .

( 2 3 )

Prędkość zbliżania się rakiety do samolotu: 

VRS = COSYs„ - VR COSYr„ ( 2 4 )

W pracy [1] wyprowadzono zależność pomiędzy yw, tjw .
Param etry zadane w prawach sterow ania (14)-(15) są wyprowadzone [1] z kinematyki 

wiązki, której ruch kulisty zależny jest od manewrów celu (rys.l). Przykładowo 
przytoczone są tu zadane współrzędne liniowe rakiety:

X1R, = r R cos©„ cose„ 
Y ir[  = ~ rR cose„ sinew
Z W, = ~r R S in 0 w

( 2 5 )

Przy doborze współczynników wzmocnienia korzystano z całkowego, kwadratowego 
kryterium  jakości sterow ania oraz uzupełniono je oceną procesów przejściowych:

■

2 2
1*1 - 6 i d t  . ( 2 6 )

5^ .

Z norm alizow ano wzkażnik jakości (26) ponieważ rząd wielkości zmiennych stanu jest 
różny, natom iast drugi składnik uwzględnia koszt sterowania.

3. A N A LIZA  N U M E R Y C Z N A  I WNIOSKI

Po odpow iedniej identyfikacji parametrycznej: masowej, geom etrycznej i
aerodynam icznej, stosując m odel matematyczny (1) - (26) przeprow adzono symulację 
num eryczną naprow adzania rakiety ziem ia - powietrze klasy "ROLAND" na lecący
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Rys. 2. Przebiegi zmian prędkości kątowej P, Q, R  w czasie 
Fig. 2. Tim e histoty of angulas speed P, Q, R

Rys. 3. Wysokości lotu rakiety i sam olotu w funkcji odległości od startu  
Fig. 3. A ltitude o f missile and target versus distance from the start
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.ys. 4. Kąty wychylenia sterów: wysokości i kierunku w czasie 
Fig. 4. Angles o f deflection of elevator and fin versus tim e

Rys. 5. Przebiegi zmian rRS i prędkości zbliżania V RS w czasie 
Fig. 5. Curves of rRS and relative speed V RS versus time
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Rys. 6 . Kąty przechylania, pochylania i odchylania w czasie 
Fig. 6 . Tim e history of bank, pitch and yaw angles

Rys. 7. M asa i momenty bezwładności rakiety w czasie 
Fig. 7. T im e history of missile mass and m om ent o f inertia
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sam olot. Wyniki obliczeń są przedstawione na rys. 2 - 7 i pokazują skuteczność tego 
sposobu sterow ania rakietą przy trójpunktowej metodzie naprow adzania.

N a podstawie przeprowadzonej symulacji numerycznej wynika, że proces sterow ania 
rakietą w chwili początkowej jest bardzo nieustalony (rys.4), świadczy o tym duże 
wychylenia steru wysokości. To potwierdza, dlaczego większość badaczy z dziedziny 
sterow ania rak ietą  unika tego etapu procesu, gdyż rakieta musi wtedy latać kolejno w 
zakresie poddźwiękowym - transonicznym - naddźwiękowym. N a przedstawionych 
wykresach widoczne jest utrzymywanie przez rakietę param etrów  zadanych ruchem  wiązki 
oraz osiągnięcie celu.
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A bstract

The physical and m athem atical modelling of an autom atically controlled missile 
guided to  a moving target with the aid of three-point method is presented  in the paper. 
The full equations of m otion for the missile, kinem atic relations o f guidance, kinem atic 
equations o f the target, as well as the control laws with the given param eters relative to 
the m otion of the tracking beam  were developed. The system of equations was solved 
with the aid of R unge-K utta-V em er differential equation procedure.

The obtained results confirm ed the effectiveness o f the proposed control m ethod and 
showed tha t throughout the process the deviation from the tracking beam  was minimised.


