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PO RÓ W NA NIE EFEKTYW NOŚCI NUMERYCZNEJ MODELI 
DYNAMIKI ROBOTA DELTA-4

Streszczenie. Prezentowana praca przedstawia robot Delta-4 oraz zawiera 
omówienie wybranych problemów modelowania jego geometrii i dynamiki. 
Przedstaw ione modele dynamiki zostały wyprowadzone bez powszechnie czy­
nionych przez innych badaczy założeń upraszczających. Obliczenie momentów 
napędowych w silnikach za pomocą prezentowanych modeli przebiega prawie 
całkowicie analitycznie. Zamieszczono porównanie ilości operacji m atem aty­
cznych przy zastosowaniu różnych modeli. Czas obliczeń dla prezentowanych 
pełnych i dotychczas stosowanych uproszczonych modeli jest porównywalny.

NUM ERICAL EFFICIENCY  COMPARISON OF DYNAMIC MODELS OF
DELTA-4 ROBOT

Summary. The presented paper introduces robot Delta-4 and contains di­
scussion of the selected problems appearing in modelling of its geometry and 
dynamics. Presented dynamic models have been derived w ithout frequently 
m ade simplification. The calculation of motor torques for the designed tra je ­
ctory is effected alm ost entirely analytical. The comparison of the operation 
count for different models is presented. The com putation tim e for presented 
full and old simplified models are similar.
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1. W STĘP

Robot Delta-4 (ry s.l), skonstruowany w Instytucie Mikrotechniki Politechniki w Lo­
zannie, był wielokrotnie opisywany [1,2,8,9], toteż poprzestaniemy na krótkim  przypo­
mnieniu.

Robot Delta-4 składa się z trzech równoległych łańcuchów kinematycznych łączących 
bazę (9) z platform ą ruchom ą (3) (rys.l). Każdy z łańcuchów jest napędzany przez 
silnik bezpośredniego napędu (direct drive) (7), zamontowany na platform ie bazy (9). 
Ruch platform y (3) jes t wynikiem przemieszczeń ramion (1) połączonych z przestrzen­
nymi równoleglobokami tworzącymi przedramiona (2).

S truk tu ra  geometryczna robota Delta-4 umożliwia przemieszczanie platform y rucho­
mej (3) w przestrzeni roboczej opisanej trzem a współrzędnymi (x,y,z), odpowiadającymi 
trzem  stopniom  swobody robota. P latform a ruchoma pozostaje stale równoległa do płasz­
czyzny odniesienia II. Nie jest możliwy także jej obrót względem osi prostopadłej do 
płaszczyzny platformy. Ta szczególna własność struktury  geometrycznej robota Delta-4 
jest uzyskana dzięki zastosowaniu przestrzennych równolegloboków (2).

Niezależny obrót chwytaka (5) napędzany przez silnik (6), który nie wpływa na pozo­
stałe cechy kinem atyki i dynamiki robota, jest jego czwartym stopniem swobody.

Konfiguracja robota, k tórą  zajmiemy się dokładniej w prezentowanej pracy, składa się 
z następujących elementów:

• trzech identycznych obrotowych par kinematycznych (7) piątej klasy pomiędzy bazą 
a ram ionam i, tworzących między płaszczyznami łańcuchów kinematycznych kąty 
120 stopni. Osie obrotu tych par leżą w jednej płaszczyźnie i są styczne do wspólnego 
okręgu,

• jednakowych ram ion (1),

• trzech jednakowych par prętów równoległych tworzących przedram iona (2),

Rys. 1. Schemat robota Delta-4 
Fig. 1. General lay-out of Delta-4 

robot

Rys. 2. Param etry geometryczne 
robota Delta-4 

Fig. 2. Dimensional parameters of 
robot Delta-4
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• platform y ruchomej (3), będącej trójkątem  równobocznym połączonym w środkach 
swoich boków z przedramionami.

Oczywiście inne konfiguracje są dopuszczalne. Nie jest konieczne, żeby trzy równolegle 
łańcuchy kinem atyczne były identyczne. Dla uproszczenia w dalszych rozważaniach bę­
dziemy traktow ać płaszczyznę II (rys. 1) jako poziomą, a płaszczyzny ruchu ram ion (1) 
jako pionowe. Wielkości opisujące wymiary Ra, Rb, La, Lb, oraz kąty a,-, 0 ; ,  7, są
zdefiniowane na rys. 2.

2. MODEL G EO M ETRII ROBOTA DELTA-4

W piśmiennictwie można znaleźć różne modele geometrii robota Delta-4. W na­
szych rozważaniach będziemy stosować model zaproponowany przez prof. R. Clávela
[1], Odległość między punktem  B platformy roboczej a końcem ram ienia C jest równa 
długości przedram ienia Lb (rys.2). Można to zapisać w formie następujących równań:

rhi = [(R + L a cos(a¡)) cos(0¡) — x]2 +  [(R +  La cos(a,)) sin(ff¿) — y ]2 +

+ [(¿„sin (a ¡)) -  z]2 — L \ = 0; (1)

gdzie: i = l ,2,3; R  =  R a — Rh. Powyższe równania będą służyć jako równania więzów
holonomicznych w modelowaniu dynamiki robota Delta-4.

3. MODELE DYNAMIKI ROBOTA DELTA-4

3.1 . U p ro sz c z o n y  m o d e l N e w to n a -E u le ra
W edług au to ra  ogólne metody modelowania dynamiki robotów równoległych znane z li­

te ra tu ry  [4,5,6,7,10] nie nadają  się do zastosowania w obliczeniach momentów napędowych 
dla zadanej trajek torii ruchu w czasie rzeczywistym w przypadku m anipulatorów  o sko­
mplikowanym łańcuchu kinematycznym, do których należy robot Delta-4. Tak więc m o­
delowanie jego dynamiki wymaga indywidualnego podejścia.

Obecnie stosowany do sterowania D eltą model [2] jest oparty na następującym  założeniu 
upraszczającym : przedram iona (2) m ają zerowe momenty bezwładności. Jeśli tak, to siły 
przenoszone na platform ę (3) przez przedramiona (2) działają w ich kierunkach. Ułożenie 
równań równowagi sil dla platformy nie sprawia trudności (trzy niewiadome wartości sil w 
trzech równaniach równowagi - kierunki sil są znane). Dalsze wypisanie równań Newtona- 
Eulera dla przedram ion i ramion prowadzi do wyznaczenia momentów napędzających w 
silnikach (7).

3 .2 . M o d e l o p a r ty  n a  m e to d z ie  L a g ra n g e ’a
Robot Delta-4 m a trzy stopnie swobody. W ydaje się więc, że należy odpowiednio wy­

brać trzy współrzędne uogólnione, np. a,-, i= 1,2,3, a następnie wyprowadzić trzy równania 
Lagrange’a drugiego rodzaju dla tych współrzędnych. Takie równania byłyby wzorami do 
obliczania nieznanych momentów napędzających. Jednakże z powodu złożoności modelu 
geometrycznego wypisanie funkcji Lagrange’a, a  w szczególności jej pochodnych, używając 
tylko trzech współrzędnych uogólnionych, jest niezwykle skomplikowane i trudne.
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Znacznie lepszym podejściem jest odpowiedni wybór sześciu współrzędnych uogólnionych 
(bo mam y trzy stopnie swobody i trzy rów. więzów (1)), które umożliwiłyby zbudowanie 
funkcji Lagrange’a. Jednocześnie ich liczba byłaby mniejsza niż liczba par kinematycznych 
piątej klasy robota.

W ybierzmy {r/j} =  { x ,? / ,z ,a i ,a 2,o 3}, j  =  l , . . . , 6 . (2)
Stosujemy równania Lagrange’a z możnikami (elem entarną dyskusję można znaleźć w

[7]) w postaci:

s O - O  w¡=1
gdzie: j = l ,..,6 - liczba współrzędnych uogólnionych; ¡=1,2,3 - liczba więzów (rów. (1)); 
L=T-V  - funkcja Lagrange’a; T  - energia kinetyczna; V - energia potencjalna;
A,} =  A; - mnożniki Lagrange’a; Qj - uogólnione siły zewnętrzne. Jaw ną postać
powyższych wzorów można znaleźć w [8].

O trzym aliśmy 6 równań ruchu dla 3 nieznanych mnożników A;, i =  1 ,"2,3 i 3 niezna­
nych momentów napędzających Qj, j=4,5,6. Ich rozwiązanie jest elem entarnie proste. 
Szczegóły można znaleźć w [9].

3 .3 . M o d e l o p a r ty  n a  m e to d z ie  H a m il to n a
M etoda modelowania polegająca na bezpośrednim zastosowaniu Zasady H am iltona 

została szczegółowo opisana w pracy [8]. W wyniku jej zastosowania w przypadku robota 
Delta-4 otrzym uje się układ równań różnicowych:

-  E Â ) - + -  p -  =  °- w

(T rr ) ,.A i+  p;„At =  0, (5)
dr/,

gdzie p; jest uogólnionym pędem w kier.”i” , ”n” określa chwilę czasową, a ”m ” jest ilością 
przedziałów czasowych.

Dla rozwiązywania problemu odwrotnego dynamiki można przyjąć, że wartości następujących 
wyrażeń są znane:

dL_ dL  dhj 
dip' %• ~  *'•

Możliwe jest więc rozwiązanie układu (4,5) ze względu na szukane momenty Qj, j =4,5,6 
w każdej chwili czasowej n. Sposób rozwiązywania można znaleźć w [8].
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4. PO RÓ W NA NIE ILOŚCI O PERA CJI DLA RÓŻNYCH M ODELI DYNAMIKI

Porównanie ilości operacji przy zastosowaniu trzech opisanych modeli przedstawiono 
w poniższej tabeli:

Tabela 1
Ilość operacji dla zastosowania modeli 
dynamiki robota Delta-4

Metoda Liczba operacji
+i- *

/ / sin i cos
NE 55 77 1 6

LWOS 79 126 3 ■ 6
HWOS 67 96 6 6

NE - uproszczony model Newtona-Eulera (punkt 3.3.1.) 
LWOS - pełny model Lagrange’a (punkt 3.3.2.)
HWOS - pełny model Llarniltona (punkt 3.3.3.)

5. W NIOSKI

Model oparty na metodzie Hamiltona wydaje się mieć wiele zalet w porównaniu z 
pozostałym i. Jest on około 1,3 razy szybszy niż model oparty na metodzie Lagrange’a 
i tylko ok. 1,25 wolniejszy niż uproszczony model Newtona-Eulera. W opinii autora 
najistotniejszą zaletą modelu H am iltona jest to, że jako dane wejściowe do obliczenia 
momentów napędzających potrzebuje on tylko położeń i prędkości (nie przyśpieszeń). 
Pozwala to zaoszczędzić czas w obliczeniach kinematyki.

Prezentowana praca zawiera część pracy doktorskiej, k tórą autor wykonuje pod kieru­
nkiem Prof. A dam a Moreckiego z Politechniki Warszawskiej i Prof. Raym onda Clávela z 
Politechniki w Lozannie. Autor wyraża Im swoje najszczersze podziękowania za wszech­
stronną pomoc, twórcze rady i inspiracje.
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A b s tr a c t

Direct drive parallel robot Delta-4 (F ig .l), designed a t Swiss Federal Institu te  of Te­
chnology in Lausanne, is made of three parallel kinem atic chains linked a t the travelling 
p late (3). M otions of the travelling plate are achieved by the combination of movements 
of arm s (1), transm itted  to the plate by the system of parallel rods (2). The structure 
of the robot enables only 3-dimensional translation of the travelling plate  - no rotation is 
possible. T he mechanisms m aintains parallelism.

The concept of parallel robot requires a  greater effort on the controller level because 
of mechanical coupling and inertia variation effects, which are directly reflected on each 
m otor axis. The greatest difficulty lies in developing numerically simple dynamic model.

In the paper, simplified Newton-Euler based and ’’full” Lagrange based and Hamilton 
based dynam ic models are briefly introduced. The breakdown and the comparison of the 
operation count for different model application is presented in Table 1.

The Ham ilton based model appears to have many advantages in comparison with 
rem aining ones. It is faster than Lagrange based ’’full” model and only a  bit slower 
than  simplified one. Moreover the application of it to calculate m otor torques for given 
trajectory  of the travelling plate requires only positions and velocities as input data . No 
accelerations are necessary.


