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M O D ELO W A N IE SPRĘŻY STY CH TY CH  PÓ L N A PR Ę ŻE Ń  1 
O DKSZTAŁCEŃ

P R Z E D  W IER ZC H O ŁK IEM  PĘKN IĘCIA  ELEM EN TA M I B RZEG O W Y M I

Streszczenie. W  pracy przedstawiono zasady modelowania sprężystych pól 
naprężeń i odkształceń przed wierzchołkiem pęknięcia. M odelowanie oparte jest 
na m etodzie elem entów  brzegowych w połączeniu z m etodą rów nań całkowych dla 
sił wypadkowych i gęstości dyslokacji. Rozważania teoretyczne zostały zilustrowane 
przykładami obliczeniowymi.

M O D E L L IN G  O F STRESS AND D ISPLACEM ENT FIELD S A H E A D  OF 
T H E  CRA CK  BY T H E  B O U N D A R Y  ELE M E N T  M E T H O D

Summary. Principles of modelling of stress and displace-m ent fields around the 
crack tip is presented in this paper. Modelling is based on the integral equation 
representation  of resultant forces and dislocation densities, coupled to the direct 
boundary elem ent m ethod. Numerical examples illustrate the theoretical 
considerations.

MOflEJIHPOBAHHE nOJIEH HAnPHXEHHfi H IlEPEMEllIEHHH OKOJiC 
BEPU1HHH TPE1HHHH METOflOM KPAEBHX 3JIEMEHT0B

Pe3ioM e. B p a 6 o T e  npencTaBJieHO  npHHitHna MonennpoBaHHH nonet: 
HanpstsceHHB h  nepeMemeHHil b 6 j i h 3 h  BepuiHHbi tpguihhbi - KoHKpeTHSis 
npHMephi HJinncTpHpyioT nonyueH H H e peaynbT aT H  npn noMosii! 
HHTerpanbHHx ypaBHeHHfi nnst paBHoneftcTByiomHx c n n  b c b s b h  : 
weTonoM  xpaeB hix onetteH T O B .
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1. W STĘP

Stany naprężenia i odkształcenia w bliskim sąsiedztwie wierzchołka pęknięcia, które jest 
umieszczone w liniowo sprężystym ciele stałym,poddanym działaniu złożonego obciążenia 
zew nętrznego; mogą być scharakteryzowane za pom ocą trzech współczynników 
intensywności naprężeń: k j, k2> k j  [2].

Jeżeli zostaną pom inięte nieosobliwe wyrażenia funkcji naprężeń w okolicy wierzchołka 
pęknięc iapo spełniona jest następująca zależność:

2 , , 0 , . 0 , — ( J r . c o s — - J c , s i n — ,
I  1 2 2 2

( 1 )

Powyższe rów nanie może być wyrażone przez część rzeczywistą funkcji zespolonej

a x+oy=9i| s / 2 k

fz
( 2 )

J 6
gdzie : k =  k j- ik 2>

z =  x+ iy  =  z + r e ‘",*
z - w spółrzędna zespolona wierzchołka pęknięcia.

Po porów naniu zależności (2) z wyrażeniami funkcji naprężeń Muskhelishviliego [5]

0 x+oy =4Si [ « ^ ( z )  ]
a  - o x+ 2 i r  =2 [z<t>"(z) +W'(.z) ] ,

(3)

gdzie : #(z) i 'P(z) - potencjały zespolone.
Z espolony współczynnik intensywności naprężeń może być wyrażony w następujący 
sposób:

(4)

W celu określenia pól naprężeń i odkształceń w dwuwymiarowym ciele stałym do 
rów nania (4) podstawiono zależność definiującą potencjał zespolony ł ’(z) [3] względem 
gęstości dyslokacji. W wyniku uzyskano następujące zależności definiujące współczynniki 
intensywności naprężeń dla osobliwych elem entów liniowych:
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*x=- V27t<d[G iSinY -G 2*cosY ] ,

( 5 >jrjJ=-̂ dj-j-v/2nd[G1‘cosvt-G2‘sinY] ,

gdzie : d - długość osobliwego elem entu liniowego zawierającego w ierzchołek pęknięcia, 
G |  ,G 2 - gęstości dyslokacji w punkcie węzłowym wierzchołka 

pęknięcia,
/i, k  - stałe sprężyste, a 7rk^ - K j  , 7̂  —K jj  .

G ęstości dyslokacji w punktach węzłowych wierzchołków pęknięć w przytoczonych 
przykładach obliczeniowych zostały wyznaczone za pom ocą metody elem entów 
brzegowych oraz rów nań całkowych dla sił wypadkowych i gęstości dyslokacji wzdłuż linii 
pęknięcia.

2. W Y ZN A C ZA N IE W SPÓŁCZYNNIKÓW  INTENSYW NOŚCI N A PR Ę ŻE Ń  
M E T O D Ą  E LE M E N TÓ W  B RZEG O W Y CH

Na rys. 1 przedstaw iono dwuwymiarowy 
o b sza r dom kn ię ty  fi ograniczony 

zew nętrzną linią brzegową r b = r b l + r b 2 
i w ew nętrzną linią pęknięcia r c= r c ^ + r c9. 
O bszar ten  jest obciążony zadanymi siłami 
powierzchniowymi Tj wzdłuż brzegu 
r  |j j  + r  c j  o r a z  z a d a n y m i  
przem ieszczeniam i Uj wzdłuż brzegu 

r b2 + r c2 ' D E  dom kniętego obszaru fi 
brzegowe rów nanie całkowe sformułowane 
w sposób bezpośredni przy uwzględnieniu 
notacji C ruse’a [1] przyjmuje następującą 
postać:

Ct j  (P) Uj (P)  + $  T±j (P, Q) Uj(Q)  dT= f  Ui j (P,  Q) t j  (O) dT,  (6 )
iv r„

Rys. 1. Dwuwymiarowy obszar zawierający 
pęknięcie

Fig. 1. P iane region contain ing  a crack

gdzie :
Cy(P) - współczynniki zależące od lokalnego kształtu brzegu d r  w punkcie P e r ^  + r ^  
T ”(P,Q ) i U jj(P,Q ) - podcałkowe funkcje wpływu.
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Rów nanie całkowe (6) rozwiązuje się numerycznie za pom ocą elem entów  brzegowych. 
B ezpośrednie zastosowanie metody elem entów  brzegowych do modelowania pól naprężeń 
i odkształceń przed wierzchołkiem pęknięcia nie daje w pełni pozytywnych rezultatów. 
G eom etryczne pokrywanie się górnej i dolnej linii pęknięcia ( r + c, r ' c-* rc ) często prowadzi 
do układu rów nań, którego nie można rozwiązać. Nierozwiązalnego układu rów nań można 
uniknąć, wykorzystując m etodę elem entów  brzegowych w połączeniu z m etodą równań 
całkowych dla sił wypadkowych F j'(P ) i gęstości dyslokacji, określonych wzdłuż dolnej linii 
pęknięcia r c". Całkowym sformułowaniem tej metody jest następujący układ równań:

pert - c i,u J.=fuJJTjd r - f r iJuJ.dr+/w iJ.^ | -  [ i u / i  ds~,
r *  T u  p -r;

9 r * . .c i  d s - + cP e T l-F ; = f  F f r  j d T - j  F ^ d T * ¡ F f j  ¿ [ A u .  
ib r;

gdzie : Wy, F jjT, FjjU, F -^  - podcałkowe funkcje wpływu,
Cj - stałe całkowania, 

a jej szczegółowy opis został przedstawiony w pracach [3,6],

( 7 )

3. PR ZY K ŁA D Y  O BLIC ZEN IO W E

3.1. Przykład pierwszy

Rys. 2. P ro sto k ą tn a  tarcza z pęknięciem  
w kształcie litery  Z  

Fig . 2. R ec tan g u la r p la te  contain ing  
the  Z -sltaped crack

Na rys. 2 przedstaw iono prostokątną 
tarczę z pęknięciem  w kształcie litery Z, 
której górny brzeg jest obciążony 
jednorodnym , jednostkowym  obciążeniem 
powierzchniowym Pq= F  D olny brzeg tej 
tarczy jest utwierdzony z możliwością 
swobodnego przem ieszczania się w 
kierunku osi x^. N a rys. 2 przemieszczony 
brzeg zewnętrzny tarczy oznaczono cienką 
linią, przy czym wartości przemiesz-czeń 
powiększono 15 razy. Linia pęknięcia 
została podzielona na 76 elem entów  
liniowych; a zewnętrzny brzeg tarczy na 
120 liniowych elem entów  brzegowych. Na 
rys. 3 i 4 przedstaw iono odpowiednio 
przem ieszczenia względne w kierunku osi 
Xj i X2, określone wzdłuż lokalnej 
współrzędnej s dolnej linii pęknięcia. 
Przem ieszczenia te  zostały wyznaczone dla
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£ /P q= 205 i v= 0 .3 . Uzyskane wartości współczynników intensywności naprężeń w 
wierzchołkach A  i B pęknięcia w kształcie litery Z  (tablica 1) porów nano z wynikami 
obliczeń numerycznych zamieszczonymi w pracach [4,7].

Tablica 1

W artości współczynników intensywności naprężeń w w ierzchołkach 
pęknięcia w kształcie litery Z

k i a k i i a k ib k i ib

BEM  +  RF 4.53 0.32 4.42 0.40

Lit. [4] 4.52 0.32 4.41 0.36

Lit. [7] 4.50 0.33 4.40 0.41

(X 1E-3)
8 FF

0 2 4 6 8 10 12
s  [mml

Rys. 3. Przem ieszczenia względne Au^ powierzchni pęknięcia 
Fig. 3. R elative  crack surface displacem ents A uj

s  Cnm]

Rys. 4. Przem ieszczenia względne AU2  powierzchni pęknięcia 
Fig. 4. R elative crack surface displacem ents AU2
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3.2. Przykład drugi

Na rys. 5 przedstaw iono prostokątną tarczę zawierającą pęknięcie w pobliżu jej górnego 
brzegu, którego powierzchnia jest obciążona jednostkowym ciśnieniem Pq= 1- Na rysunku 
tym przemieszczony brzeg zewnętrzny tarczy oznaczono cienką linią,

przy czym wartości przem ieszczeń 
powiększono 2 razy. Linię pęknięcia 
zdyskretyzowano za pom ocą 28 
elem entów  liniowych. N atom iast 
zewnętrzny brzeg tarczy podzielono 
na 74 liniowe elem enty brzegowe. Na 
rys. 6 i 7 przedstaw iono odpowiednio 
przem ieszczenia względne w kierun
ku osi i X2 , określone wzdłuż 
lokalnej współrzędnej s dolnej linii 
pęknięcia. Przem ieszczenia te zostały 
wyznaczone dla E /Pq=205 i v=0.3. 
P o  p r z y ło ż e n iu  o b c ią ż e n ia  
zewnętrznego Pq do powierzchni 
w okolicy pęknięcia wystąpiły duże

Rys. 5. P rostoką tna  tarcza zawierająca 
pęknięcie w pobliżu jej górnego 
brzegu

Fig. 5. P lane w ith the  subsurface crack

pęknięcia wzdłuż górnej linii brzegowej tarczy 
gradienty przemieszczeń.

s [mm]
Rys. 6. Przem ieszczenia względne A u j powierzchni pęknięcia 
Fig. 6. R elative  crack surface displacem ents A uj



M odelowanie sprężystych pól naprężeń i odkształceń 313

s [nn]
Rys. 7. Przem ieszczenia względne A 112 powierzchni pęknięcia 
Fig. 7. R elative  crack surface displacem ents AU2

4. W NIOSKI

Przedstaw iona w pracy m etoda obliczeniowa, będąca połączeniem  metody równań 
całkowych dla sił wypadkowych i gęstości dyslokacji określonych wzdłuż dolnej linii 
pęknięcia z m etodą elem entów brzegowych jest efektywnym narzędziem  służącym do 
m odelowania pól naprężeń i odkształceń przed wierzchołkiem pęknięcia. Uzyskane 
rezultaty wskazują na możliwość wykorzystania tej metody do numerycznej symulacji 
wzrostu pęknięcia zmęczeniowego w dwuwymiarowych izotropowych ośrodkach 
sprężystych, zachodzącego w obecności zjawiska kontaktu między powierzchniami 
pęknięcia.
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A bstract

The problem  of modelling of stress and displacem ent fields around the crack tip (m odes 
1 and II) was solved by an application of the integral equations for the resultant forces 
along the crack line, coupled to the direct integral expression for the displacem ents on 
the ou ter boundary. The integral equations (7) utilized in this m ethod w ere developed for 
treatm en t o f cracks in plane finite bodies. L inear elem ents have been employed for ali 
the integrals.

Two of som e finite dom ain examples are  presented in this paper. T he Z -shaped crack 
shown in Fig. 2 is situated in the rectangular plate, which is loaded at one end by an 
uniform tension Pq and has a sliding support on the opposite end. The outer boundary 
of the plate was discretized into 120 linear BEM elem ents. The crack line was discretized 
into 76 elem ents. In Figs. 3 and 4 the crack opening displacem ents A uj and An-, with 
E/pQ=205, v  = 0.3 are plotted.

In the second example the sub-surface crack loaded by uniform pressure Pq on its 
surface is situated in the rectangular plate, as shown in Fig. 5. T he outer boundary of the 
p late was discretized into 74 linear BEM  elements. The crack line was discretized into 28 

elem ents. In Figs. 6 and 7 the crack opening displacem ents Au^ and Au-, with E /p g = 2 0 5 , 
v =0.3 are  plotted.


