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MODELOWANIE SPREZYSTYCHTYCH POL NAPREZEN 1
ODKSZTALCEN
PRZED WIERZCHOLKIEM PEKNIECIA ELEMENTAMI BRZEGOWYMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono zasady modelowania sprezystych pol
naprezen i odksztatcen przed wierzchotkiem pekniecia. Modelowanie oparte jest
na metodzie elementéw brzegowych w potgczeniu z metoda réwnan catkowych dla
sit wypadkowych i gestosci dyslokacji. Rozwazania teoretyczne zostaly zilustrowane
przyktadami obliczeniowymi.

MODELLING OF STRESS AND DISPLACEMENT FIELDS AHEAD OF
THE CRACK BY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

Summary. Principles of modelling of stress and displace-ment fields around the
crack tip is presented in this paper. Modelling is based on the integral equation
representation of resultant forces and dislocation densities, coupled to the direct
boundary element method. Numerical examples illustrate the theoretical
considerations.

MOfIEJIHPOBAHHE nOJIEH HAnPHXEHHfi H IIEPEMENIEHHH OKOJIC
BEPUIHHH TPEIHHHH METOfIOM KPAEBHX 3JIEMEHTOB

Pe3ioMe. B pa6oTe npencTaBJieHO npHHitHna MonennpoBaHHH nonet:
HanpstsceHHB n nepeMemeHHil bejin3n BepuiHHbi tpguihhbi - KoHKpeTHSis
npHMephi  HJinncTpHpyioT nonyueHHHe peaynbTaTH npn noMosii!
HHTerpanbHHx ypaBHeHHfi nnst paBHoneftcTByiomHx cnn b cbsbh
weTonoM xpaeBhix onetteHTOB.
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1. WSTEP

Stany naprezenia i odksztatcenia w bliskim sgsiedztwie wierzchotka pekniecia, ktore jest
umieszczone w liniowo sprezystym ciele statym,poddanym dziataniu ztozonego obcigzenia
zewnetrznego; moga by¢é scharakteryzowane za pomocg trzech wspdtczynnikéw
intensywnosci naprezen: kj, k2>kj [2].

Jezeli zostang pominiete nieosobliwe wyrazenia funkcji naprezen w okolicy wierzchotka
peknieciapo spetniona jest nastepujaca zaleznos¢:

2 0 . 0
£ = Ry (1)
A (Jrl.cos2 J’%,sm >
Powyzsze réwnanie moze by¢ wyrazone przez cze$¢ rzeczywista funkcji zespolonej
ax+oy=9i| °'2* (2)
fz

gdzie : k = kj-ik2>
z,= x+iy =z +rd 8,
z - wspotrzedna zespolona wierzchotka pekniecia.
Po poréwnaniu zaleznosci (2) z wyrazeniami funkcji naprezen Muskhelishviliego [5]

0x+0oy=4Si [«"(z) ] (3)
a -ox+2ir =2 [z<t>"(z) YW(2) 1,

gdzie : #(z) i 'P(z) - potencjaty zespolone.

Zespolony wspétczynnik intensywno$ci naprezen moze by¢é wyrazony w nastepujacy
spos6b:

(4)

W celu okreslenia pél naprezen i odksztatcen w dwuwymiarowym ciele statym do
rdwnania (4) podstawiono zalezno$¢ definiujacg potencjat zespolony +°(z) [3] wzgledem
gestosci dyslokacji. W wyniku uzyskano nastepujace zaleznosci definiujgce wspétczynniki
intensywnos$ci naprezen dla osobliwych elementéw liniowych:
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*X=- V27t<d[GiSinY-G2*cosY] .

Ji=djfv2nd[GIcosvEasiny] | >
gdzie : d - dlugo$¢ osobliwego elementu liniowego zawierajgcego wierzchotek pekniecia,

G| ,G2 - gestosci dyslokacji w punkcie weztowym wierzchotka

pekniecia,

/i, k - state sprezyste, a *k» -Kj , 7 —Kjj .

Gestosci dyslokacji w punktach weztowych wierzchotkéw peknie¢ w przytoczonych
przyktadach obliczeniowych zostaly wyznaczone za pomocg metody elementéw
brzegowych oraz réwnan catkowych dla sit wypadkowych i gestosci dyslokacji wzdtuz linii
pekniecia.

2. WYZNACZANIE WSPOLCZYNNIKOW INTENSYWNOSCI NAPREZEN
METODA ELEMENTOW BRZEGOWYCH

Na rys. 1 przedstawiono dwuwymiarowy
obszar domkniety fi ograniczony
zewnetrzng linig brzegowg rb=rbl+rb2
iwewnetrzng linig peknigciarc=rc”+rc9.
Obszar ten jest obcigzony zadanymi sitami
powierzchniowymi Tj wzdluz brzegu
rlij+recj oraz zadanymi
przemieszczeniami U wzdtuz brzegu
rb2+rc2' DE domknietego obszaru fi
brzegowe rownanie catkowe sformutowane
w sposéb bezposredni przy uwzglednieniu
notacji Cruse’a [1] przyjmuje nastepujgca

postac: Rys. 1. Dwuwymiarowy obszar zawierajacy
pekniecie
Fig. 1. Piane region containing a crack

Ctj (P) Uj(P) + $ T4 (P, Q Uj(Q) dT= f Uij(P, Q tj (O) dT, (6)
ivr,,

gdzie :
Cy(P) - wspotczynniki zalezace od lokalnego ksztattu brzegu dr w punkcie Per” +rn
T”(P,Q) i Ujj(P,Q) - podcatkowe funkcje wptywu.
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Réwnanie catkowe (6) rozwigzuje sie numerycznie za pomocg elementéw brzegowych.
Bezposrednie zastosowanie metody elementéw brzegowych do modelowania pdl naprezen
i odksztatcen przed wierzchotkiem pekniecia nie daje w petni pozytywnych rezultatéw.
Geometryczne pokrywanie sie gérnej idolnej linii pekniecia (r + c,r'c-*rc) czesto prowadzi
do uktadu réwnan, ktérego nie mozna rozwigza¢. Nierozwigzalnego uktadu réownan mozna
uniknaé, wykorzystujac metode elementéw brzegowych w potgczeniu z metodg réwnan
catkowych dla sit wypadkowych Fj'(P) i gestosci dyslokacji, okreslonych wzdtuz dolnej linii
pekniecia r c". Catkowym sformutowaniem tej metody jest nastepujgcy uktad réwnan:

pert-ci,ud=fudJljd r-friJuddr+/wid”™ |- [iu/i ds~,

r* Tu

n (7)

PeTI-F; =fFfrjdT-jFAdT* Ffj; PATl-Clds-+c

ib

r

gdzie : Wy, FjjT, Fjju, F-~ - podcatkowe funkcje wptywu,

Cj - state catkowania,

a jej szczeg6towy opis zostat przedstawiony w pracach [3,6],

3. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

3.1. Przykiad pierwszy

Rys. 2. Prostokatna tarcza z peknieciem
w ksztatcie litery Z

Fig. 2. Rectangular plate containing
the Z-sltaped crack

Na rys. 2 przedstawiono prostokatng
tarcze z peknieciem w ksztalcie litery Z,
ktérej gérny brzeg jest obcigzony
jednorodnym, jednostkowym obcigzeniem
powierzchniowym Pq=F Dolny brzeg tej
tarczy jest utwierdzony z mozliwoscig
swobodnego przemieszczania sie w
kierunku osi x*. Na rys. 2 przemieszczony
brzeg zewnetrzny tarczy oznaczono cienka
linig, przy czym wartoSci przemiesz-czen
powiekszono 15 razy. Linia pekniecia
zostata podzielona na 76 elementéw
liniowych;a zewnetrzny brzeg tarczy na
120 liniowych elementéw brzegowych. Na
rys. 3 i 4 przedstawiono odpowiednio
przemieszczenia wzgledne w kierunku osi
Xj i X2,0kre$lone wzdtuz lokalnej
wspo6trzednej s dolnej linii pekniecia.
Przemieszczenia te zostaty wyznaczone dla
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£/Pg=205 i v=0.3. Uzyskane warto$ci wspétczynnikdw intensywnos$ci naprezen w
wierzchotkach A i B pekniecia w ksztatcie litery Z (tablica 1) poréwnano z wynikami
obliczer numerycznych zamieszczonymi w pracach [4,7].

Tablica 1

W artoséci wspdtczynnikéw intensywnosci naprezen w wierzchotkach
pekniecia w ksztatcie litery Z

kia kiia kib kiib
BEM + RF 453 0.32 4.42 0.40
Lit. [4] 452 0.32 441 0.36
Lit. [7] 450 0.33 4.40 0.41
(X 1E-3)
8 FF

0 2 4 6 8 10 2
s [mml
Rys. 3. Przemieszczenia wzgledne Au” powierzchni pekniecia
Fig. 3. Relative crack surface displacements Auj

s Cnm]
Rys. 4. Przemieszczenia wzgledne AUz powierzchni peknigcia
Fig. 4. Relative crack surface displacements AU2
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3.2. Przyktad drugi

Na rys. 5 przedstawiono prostokatng tarcze zawierajacag pekniecie w poblizu jej gérnego
brzegu, ktérego powierzchnia jest obcigzona jednostkowym ci$nieniem Pg= 1- Na rysunku
tym przemieszczony brzeg zewnetrzny tarczy oznaczono cienka linig,

przy czym warto$ci przemieszczen

powiekszono 2 razy. Linie pekniecia

zdyskretyzowano za pomocg 28

elementow  liniowych. Natomiast

zewnetrzny brzeg tarczy podzielono

na 74 liniowe elementy brzegowe. Na

rys. 6 i 7 przedstawiono odpowiednio
przemieszczenia wzgledne w Kkierun-

ku osi i X2, okreslone wzdluz

o lokalnej wsp6trzednej s dolnej linii
Rys. 5. Prostokatna tarcza zawierajaca
pekniecie w poblizu jej gérnego
brzegu wyznaczone dla E/Pq=205 i v=0.3.

Fig. 5. Plane with the subsurface crack . . L. .
Po przytozeniu obcigzenia

pekniecia. Przemieszczenia te zostaty

zewnetrznego Pgq do powierzchni
pekniecia wzdtuz goérnej linii brzegowej tarczy w okolicy pekniecia wystapity duze
gradienty przemieszczen.

s [mm]
Rys. 6. Przemieszczenia wzgledne Auj powierzchni peknigcia
Fig. 6. Relative crack surface displacements Auj
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s [nn]
Rys. 7. Przemieszczenia wzgledne A112 powierzchni pekniecia
Fig. 7. Relative crack surface displacements AUz

4. WNIOSKI

Przedstawiona w pracy metoda obliczeniowa, bedgca potgczeniem metody réwnan
catkowych dla sit wypadkowych i gestosci dyslokacji okre$lonych wzdtuz dolnej linii
pekniecia z metodg elementdw brzegowych jest efektywnym narzedziem stuzacym do
modelowania p6l naprezen i odksztatlcen przed wierzchotkiem pekniecia. Uzyskane
rezultaty wskazujg na mozliwo$¢ wykorzystania tej metody do numerycznej symulacji
wzrostu pekniecia zmeczeniowego w dwuwymiarowych izotropowych o$rodkach

sprezystych, zachodzgcego w obecnosci zjawiska kontaktu miedzy powierzchniami
pekniecia.
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Abstract

The problem of modelling of stress and displacement fields around the crack tip (modes
land Il) was solved by an application of the integral equations for the resultant forces
along the crack line, coupled to the direct integral expression for the displacements on
the outer boundary. The integral equations (7) utilized in this method were developed for
treatment of cracks in plane finite bodies. Linear elements have been employed for ali
the integrals.

Two of some finite domain examples are presented in this paper. The Z-shaped crack
shown in Fig. 2 is situated in the rectangular plate, which is loaded at one end by an
uniform tension Pq and has a sliding support on the opposite end. The outer boundary
of the plate was discretized into 120 linear BEM elements. The crack line was discretized
into 76 elements. In Figs. 3 and 4 the crack opening displacements Auj and An-, with
E/pQ=205, v=0.3 are plotted.

In the second example the sub-surface crack loaded by uniform pressure Pg on its
surface is situated in the rectangular plate, as shown in Fig. 5. The outer boundary of the
plate was discretized into 74 linear BEM elements. The crack line was discretized into 28
elements. In Figs. 6 and 7 the crack opening displacements Au® and Au-, with E/pg=205,
v=0.3 are plotted.



