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ANALIZA MOZLIWOSCI STABILIZACJI UKEADU NIELINIOWEGO ZA
POMOCA STEROWANIA LINIOWEGO

Streszczenie. Rozpatrywane jest zagadnienie stabilizacji analogiczne do zagad-
nienia stateczno$ci badanego metoda pierwszego przyblizenia Lapunowa. Rozwa-
zania o przypadkach niekrytycznych i krytycznych statecznosci zilustrowano na
przyktadzie wirujacego pocisku. Przedstawiono podstawowe wnioski wynikajace
z twierdzenia Galperina - Krasowskiego, ktére umozliwia podziat uktadéw stero-
wanych na niekrytyczne i krytyczne.

POSSIBILITY ANALYSIS OF STABILIZATION OF NONLINEAR
SYSTEM USING A LINEAR CONTROL

Summary. We state the following question: is it possible to stabilize nonlinear
system using linear controller ? This problem leads to so called critical cases. To
illustrate such situation in practice we consider a flying spinning projectile. The
point of this paper is the classification of controlled systems into uncritical and
critical.

AHAJIH3 BO3MO9KFIOCTH CTABHIJIH3AII,HH HEJIHHEHHOH
CHCTEMH C nOMOIUbIO JIHHEITHOrO YTIPABHEHHH

Pe3ioMe. PaccMaTpHBaeTCH sagana o CTa6H:iH3aii,HH aHariorHmian
3aztariH o ycToftiHBOCTH JlanynoBa no nepBOMy rrpH6:m>KeHHio.
PaccyjKitetHHH 06 HexpHTtmecKHX h KpHTHuecKHX cjiynaax ycroHUH-
bocth npoHtniJOCTpHpoBaHO  npHMepoM Bpam,aiom,erocH cnapnaa.
llpeztcTaBieHO ocHOBHae cneztcTBHH TeopeMH Ta:iBnepHHa - H. Kpaco-
BCKoro.
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1. WPROWADZENIE

Za rzecz klasyczng mozna obecnie uznaé¢, ze modyfikacje wasnosci dynamicznych
statkow powietrznych przeprowadza si¢ na podstawie modelu liniowego [I]t

X=Ax+Bu 1)
z kwadratowym wskaznikiem jakosci:

J=f (xTQx +urRu)dt ©)

0

Liniowos$¢ i stacjonarno$¢ prawa sterowania:

u=Fx , ©)

gdzie:

F=-RBtK |, @)

przy czym:

KBRB tK-KA-AtK-0 =0 , (s)
maja donioste znaczenie w praktycznej realizacji uktadu sterowania stanami lotu statku
powietrznego. Gdy bowiem dany jest model matematyczny obiektu w postaci (1) i przyjete
sg macierze wagowe we wskazniku (2), to macierz sprzezenia zwrotnego F mozna
wyznaczy¢ zanim uktad sterowania zostanie zbudowany materialnie.

Niestety, jak to czesto bywa z dobrymi narzedziami, sg one naduzywane, tzn. sg sto-
sowane w sytuacjach, dla ktérych nie zostaty zbudowane (np. regulator liniowy do ukfadu
nieliniowego [2]) i to bez analizy zasadnosci takiego postepowania. Tymczasem kazdy
sterowany obiekt latajgcy moze zachowywaé sie jak uktad nieliniowy, ktérego model
matematyczny ma postac:

Q)

Do tej pory nie ma metody rozwigzania tego zagadnienia w postaci zamknietej, a
nawet rozwigzanie numeryczne nie jest tatwe, w szczeg6lnosci gdy chce sie uwzgledni¢ sity
aerodynamiczne, ktére w przypadku ogélnym sg i nieliniowe,, i niestacjonarne. Dlatego
pozadane jest znalezienie modelu mniej skomplikowanego, ale adekwatnego.
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2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Poniewaz istniejg rézne sposoby wyznaczania macierzy (4), wiec w dalszych
rozwazaniach nie bedziemy brali pod uwage wskaznika jakosci, a tylko samo réwnanie
ruchu. Przy pewnych zatozeniach natozonych na funcje f mozna otrzymacé prostszy model
W postaci:

i = Az + Bw + +EZH.D. @

Po podstawieniu sterowania (3) do réwnania (7) mamy:

Z =1Lz +ti(z,Fz,t), gdzie L =A +BF . W
Zachodzi teraz pytanie: czy i kiedy ukfad sterowany opisany modelem (8) jest

asymptotycznie stateczny ? Innymi stowy: czy mozliwe jest ustatecznienie ukiadu
nieliniowego (8) za pomoca sterowania liniowego ?

3. PRZYPADEK KRYTYCZNY STATECZNOSCI

Niech réwnanie ruchu zaburzonego ma postac:

i = Ax + 4>(x), w

gdzie A jest macierzg statg, a ¢w tym obszarze spetniawarunek:

lim+M =0 (10)
Hi
X = AX (11)

Z kryteriow statecznosci dla modelu pierwszego przyblizenia wynika, ze jezeli
réwnanie charakterystyczne det(A - \E) =0 ma cze$¢ pierwiastkéw zerowych, a
pozostate z ujemnymi cze$ciami rzeczywistymi, to ruch niezaburzony moze by¢ zaréwno
stateczny, jak i niestateczny. Woéwczas pytanie o stateczno$¢ uktadu (9) moze by¢é
rozstrzygniete tylko z uwzglednieniem nieliniowosci 9 (x,t).

Tak wiec wszystkie przypadki, ktére moga sie pojawi¢ przy badaniu statecznosci
uktadu (9), mozna podzieli¢ na dwie grupy: 1) przypadki niekrytyczne, dla ktérych o
statecznos$ci mozna wnosi¢ na podstawie pierwszego przyblizenia; 2) przypadki krytyczne,
w ktérych trzeba uwzglednié¢ nieliniowo$¢. Z matematycznego punktu widzenia przypadki
takie mozna traktowac jako osobliwe. W mechanice lotu maja one jednak duze znaczenie
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praktyczne. Przyktadem moze by¢ problem wystepujacy w Balistyce Zewnetrznej z
koziotkowaniem pocisku.

Przy przyjeciu standardowego modelu [4] mozna uzyska¢ nastepujace rownania ruchu
pocisku:

ztacosp - 2/laPsinP + Cn[3 = elisina,

+ zta2sinp cosp - Cnacosp '= ei?sinPcosa |,

gdzie: A, C - réwnikowy i osiowy moment bezwtadnos$ci pocisku; n-rzut predkosci katowej
pocisku na jego 0$ symetrii; e - odlegto$¢ miedzy Srodkiem masy i Srodkiem parcia;
R - op6r aerodynamiczny; a - kat natarcia; 15 - kat miedzy osig pocisku a ptaszczyzng
strzatu.

Po odrzuceniu wyrazéw nieliniowych i zastosowaniu standardowego sposobu badania
statecznosci otrzymujemy réwnanie charakterystyczne:

A2X4 + (C2n2 - 2AeR)X2 + (eR)2 = 0. (13>

Zauwazmy, ze do réwnania (13) nie mozna zastosowa¢ kryterium Routhla-Hurwitza.
Jezeli parametry pocisku nie spetniajg warunku:

4AeR - C2n2 >0 , (14>

to wszystkie cztery pierwiastki r6wnania (13) maja zerowe czeséci rzeczywiste. Nalezy takze
dodaé, ze spetnienie warunku (14) prowadzi do pojawienia sie dwoch pierwiastkow z
cze$cig rzeczywistg dodatnig, w wyniku czego ruch pocisku bedzie niestateczny (nastapi
koziotkowanie).

4. OMOWIENIE TWIERDZENIA GALPERINA - KRASOWSKIEGO

Z przytoczonego przyktadu wynikajasno, ze w przypadkach krytycznych o statecznosci
decydujg wyrazy nieliniowe. Ustatecznienie ruchu niezaburzonego rozwaza¢ bedziemy
tylko dla przypadku, kiedy ruch bez sterowania jest niestateczny.

Jak wiadomo, ruch niezaburzony mozna ustateczni¢, jezeli spetniony jest warunek
Kalmana:

rank \B,AB ,...,A"~IB\\ =n, <15)

gdzie n = dim x. Wdwczas za pomocag odpowiedniego doboru macierzy uktadu
zamknietego (8) mozna uzyskaé¢ warto$ci wiasne o ujemnych czes$ciach rzeczywistych.
Jednak w takim przypadku nie ma znaczenia, jakie warto$ci majg pierwiastki réwnania
charakterystycznego:
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det(A - XE) =0. s

Tak wiec znajomo$¢é samych pierwiastkow réwnania (16) uniemozliwia klasyfikacje
réznych przypadkéw dla uktadéw sterowanych w sensie ich podziatu na niekrytyczne i
krytyczne. Klasyfikacje taka opracowali w r 1963 Galperin i Krasowski [3] w postaci
twierdzenia, ale nie jest ono szeroko znane.

Kluczowym zabiegiem jest wprowadzenie do réwnan specjalnej macierzy S o
wymiarach mxn. Macierz te wyznacza si¢ z réwnania:

AW = WS, an

gdzie:

@)

Widzimy wiec, ze wyznaczenie macierzy S wymaga rozwigzania liniowego réwnania
macierzowego (17). Rozwigzanie to ma postaé:

19
gdzie:
n
Pik = E aUMkm o)
Z udowodnionego w pracy [3] twierdzenia wynikajg nastepujace wnoski:
1) jezeli widmo macierzy S zawiera warto$ci wtasne macierzy A, dla ktérych
Re A(A) >0, i= (XD

to ruch niezaburzony uktadu (7) jest stabilizowany za pomocg sterowania liniowego (3)
niezaleznie od wyrazu nieliniowego < (X,FX );

2) jezeli istnieje cho¢by jedna warto$¢ wtasna macierzy A nie nalezagca do widma macierzy
S, ktérej cze$¢ rzeczywista jest dodatnia, to ruch niezaburzony uktadu jest niestateczny;
3) jezeli wszystkie warto$ci wiasne macierzy A, dla ktérych:

Re X(A) >0, i=1 (22)

zawarte s3 w widmie macierzy S, ale istnieje cho¢by jedna warto$¢ wtasna macierzy A,
ktéra ma zerowga cze$¢ rzeczywistg nie mieszczaca sie w widmie macierzy S, to mozliwosé
stabilizacji uwarunkowana jest wyrazeniem nieliniowym </>(x,Fx). Przypadek 3) nazywany
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jest przypadkiem krytycznym stabilizacji. Zatem zagadnienie stabilizacji z uwzglednieniem
wyrazenia nieliniowego jest sens formutowaé tylko w tym przypadku.

Ze wzgledu na mato przejrzysty charakter tych wnioskéw na Konferencji
przedstawione beda przyktady techniczne ( gtdwnie z lotnictwa ) ilustrujace te wnioski.
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Abstract

In this paper we deal mainly with nonlinear control systems described by Eq. (8). In
the special case of linear time-invariant, system (8) takes the form (1), where x e Rn'is
the state vector, u e Rris the control vector. Assuming that the system (1) is controllable,
the optimal regulator minimizing a performance index (2), where Q and R are positive
definite matrices, is given by the control law (2), where K is positive definite solution of
the Riccati Eq. (5).

In chap. 2 we state the following problem: what will happen if we apply the linear
controller (3) to the nonlinear system (7). In another words: is it possible to stabilize the
system (7) by means of controller (3). The natural tool for investigation of such problem
is the stability theory by Liapunov.

In chap.3 we consider the nonlinear autonomous system (9), where $is jrower series
beginning with the terms of at least second degree. The theorems of L. permit
establishing criteria of stability on the basis of the abridged ( variational ) Eq.(lI1).
Among three of them is also the following:

If the characteristic eq. of the abridged eq. does not have any roots with positive
real parts, but has some roots with zero real parts, then the terms in pcan be chosen as
to have either stability or instability. This case belongs to the so-called critical cases, which
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require a special investigation. In order to give a better idea of the nature of this problem
be consider an example concerning the spinning projectile.

In chap.4 we present the principal conclusions of the theorem of Galperin-Krasowski,
which give the key for the division of controlled system into critical and uncritical cases.



