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UWAGI O NOWEJ METODZIE LINEARYZACJI STATYSTYCZNEJ
OPARTEJ NA MINIMALIZACJI BLEDU KWADRATOWEGO ENERGII
POTENCJALNEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode linearyzacji statystycznej
wielowymiarowych dyskretnych uktadéw dynamicznych. Zastosowana metoda
oparta jest na minimalizacji réznicy miedzy energig potencjalng oryginalnego
systemu nieliniowego i energig przyblizonego uktadu liniowego. Doktadnos$é
metody jest sprawdzana na trzech przyktadach uktadéw dynamicznych, dla
ktérych znane sa rozwigzania analityczne.

REMARKS ON A NEW STATISTICAL LINEARIZATION METHOD
BASED ON MINIMUM MEAN SQUARE DEVIATION OF POTENTIAL
ENERGY

Summary. The purpose of this paper is to present a new multi dimensional
stochastic linearization technique. It is based on the requirement that a mean
square deviation of the potential energy of the original nonlinear system,and that
of the equivalent linear one, be minimal. The accuracy of known versions of

statistical linearization methods is checked on examples of dynamical systems
with available exact solutions.

3 AMEMAHHH O HOBOM METOfIE CTATHCTHHECKOH JMHEAPH3AUHH OCHOBAHHOK HA

MHHHMAJIH3AUHH CPEHHEKBAJPATHHECKOIl OUIHBKH nOTEHUHAJIHOti EHEPHUI

Pe3ioMe.B pa6oTe npeacTaBlieHO MeTozt CTaTHCTHtecKoii jisiHeapii3aunK

MHorcmepHbix AMCKpeTHux juiHaMMaecKMx cHdeM. npeacTaBJieHHbiii

MeTOfl ocHoBaH Ha MHHHMajiH3aiiMH oiuhékm  Mex"y noTeHU«aliHoii
enepFeK opbirHHajibHofi HeiiHHeiiHoii cucTeHti h eHeprer NPN6jin*;eHHOR

JiHHetiHoii CHCTeMbi. TOHHOCTb MeTOAa npoBepneTCH Ha Tpex npHMepax

fIJIH KOTOpbIX M3BeCTHbl TOHHble npOOGaOMJIMCTMHeCKMe pemeHHH.
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1WSTEP

Technika linearyzacji statystycznej jest powszechnie stosowana w dynamice
stochastycznej. Bogatg bibliografie tej problematyki mozna znalez¢ w pracach [1-4,1-10,15]
i w wielu innych.

Metoda linearyzacji statystycznej polega na zastgpieniu uktadu nieliniowego liniowym
uktadem dynamicznym, ktéry jest w pewnym “probabilistycznym" sensie réwnowazny
uktadowi oryginalnemu.

Niech bedzie dany nieliniowy uktad dynamiczny, ewentualnie ze sprzezeniem zwrotnym,
dany réwnaniem operatorowym:

x = AFx + z} (1)

gdzie z jest n-wymiarowym procesem stochastycznym zdefiniowanym na R +cR, F jest
nieliniowym operatorem, A jest przyczynowym,liniowym operatorem catkowym.Dla
uscislenia zatézmy, ze operatory F i A majg nastepujacg postac:

) (t,0) :=£(t,x{tco , tei?*l (2)

gdzie f:R1+xRn -+ R" jest funkcja nieliniowg i
cn

A (, @) =fk(t, 9)x(s, dn ([@ds) , tei?» 3>
(o]

gdzie jadro k(t,s) jest zdefiniowane na A i A:={(t,s):t,seR1+, O<s<t<«>},

k(t,s)=0 dla s>t , kivjeL"o”R 1" i catkowanie zachodzi dla zbioru [O.tjcR"-
Generalnie metoda linearyzacji statystycznej polega na  zastgpieniu problemu

nieliniowego opisanego réwnaniem catkowym o postaci

c
x(c,u>) =z(t<i>) + jk(t,s)Ff(s,x(s,a) In(@ds) , tei?.l (4!
0
przez problem liniowy w nastepujacej postaci:

t
y(t, co) =z(t,Ci>) +Ik(t ) 1l(s,y(s,0))In(@s) , t ()
0

gdzie I(t,y):=C(t)y+c(t), y,c(-)eRn. C(-):R"-*Rn
W taki oto sposéb sformutowanie metody linearyzacji statystycznej (MLS) jest podobne
do podanego przez Kazakova i Bootona [3],
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2. METODY LINEARYZACIJI STATYSTYCZNEJ

W literaturze najbardziej znane sg dwie klasyczne MLS.Pierwsza metoda polega na
takim doborze macierzy C[(-) i Cj(-), ktéry minimalizuje nastepujacy funkcjonat:

pg(l) = E{\f(t,x(t,u)) - i (t,x(t,cop (6)

dla VteR idla pewnej klasy proceséw stochastycznych. Rozwigzanie tego zagadnienia jest
znane i mozna go znalezé np. w [1].

Metoda druga polega na takim doborze macierzy C2(-) i c”-), aby funkcje losowe
I(t,x(t,ch)) i f(t,x(t,cp)) miaty takie same wartosSci oczekiwane i identyczne macierze
kowariancji dla pewnej klasy proceséw stochastycznych x(t,eo)V teR. Niech

2(t) =e {(/(t,x(t,u))-erfr{t,x(t, <0)}) (i(t,x(t, <0))-s{/(t,x(t,co))))T)

D(t) =BL((C,x(t,co))-£{I(t:,x(,G>))}) (I(t,x(t, ¢

N-ft{J(C,x(C,c0))})r}=
£L(C(1) (x(1,i0)-E{x(t,c0)])) (C() (X(t,<0)-Eix(t,CINNT = CO)If(H)CT () ,
(M)

natomiast K(-) jest zdefiniowane w nastepujacy sposéb:

M = £{(x(t.Q)-E(x(i.co))(x(t,Q)-E{IEeo)}r(

Zauwazmy, ze macierze K(-) i rU) sa symetryczne i nieujemnie okre$lone. Stad
wynika, ze istniejg macierze K'/!(-) ir (¢) VteR. Na podstawie réwnan (6) i (7) mozemy
napisac:

cz(t)*Jl(t) =r200 , ®

A zatem macierzeC2(-) i @(-) przyjmuja postac:

I
caAn = r 21)it5()
cf) = £[/(Ut,<0))-eAE(x(t,<0)))

W [16] autorzy zaproponowali nowg technike linearyzacji statystycznej, polegajaca na
minimalizacji $redniego kwadratowego btedu réznicy pomiedzy energig potencjalng
zwigzang z oryginalnym nieliniowym uktadem a jego réwnowazng aproksymacjg liniowa.
Ponizej przedstawiony jest ogélny schemat dla wielowymiarowych uktadéw dynamicznych.

Niech energia potencjalna rozpatrywanego uktadu dynamicznego bedzie oznaczonajako
U(-), gradU=f, dla uproszczenia niech U(0)=0.

W nowym schemacie MLS bedziemy wymaga¢, aby:
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p=£( |{/0t(t,w))2-/i{££_ cuxf.t,u)xk(t,WI2]=
| *_|
=£( [U(X(t,u))- ~<x(t,<j),Cjr(l,u)> [2}= 9)

=E{|C /(X (I, «»-AA7(Lu)CA(r,M)[2] = min
2.0

gdzie

Warunkiem koniecznym ekstremum jest

V@ = EIC/(x(t,a))-~IX T <)X <O)X(t 0>t (t,<0)}=0

(10)
rt - E KC,
gdzie oznaczono
r,: =E{U(xtu)yxtuxk(t,u)) |,  Ga=E{xtu=)xi(.tu)x(tu)x Tr,u))
n=p,r2..r,,],~m*]
dla i,k=1,2,...,n . Otrzymamy
o = <tc (11)
oraz jako rozwigzanie problemu
(12

Réwnanie (12) konczy nasze rozwazania.
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3. PRZYKLADY

Dla poréwnania skutecznos$ci przedstawionych MLS wybrano uktad dynamiczny opisany
réwnaniem rézniczkowym w znormalizowanej formie

x(®) +pi(N*Fx(M)=2() . leRI (13)

gdzie (¢) = d/dt, G=const>0 okresla wspotczynnik liniowego ttumienia, F(-), xeR1
reprezentuje nieliniowg site sprezystag. Rozpatrywany bedzie przypadek, gdy sifa
wymuszajaca jest stacjonarnym procesem stochastycznym 2 rzedu ze $rednig zero i
gestoscig spektralng postaci:

S(iu):—l , ueR] , 14)

gdzie So>0 i r sg pewnymi statymi. Dla opisywanego przypadku mozliwe jest okre$lenie
doktadnych charakterystyk probabilistycznych rozwigzania [14].

3.1. Przyktad 1

Zastosujmy przedstawiong teorie do uktadu dynamicznego bedacego oscylatorem
nieliniowym, ktérego charakterystyka sprezysta ma postac:

05x , dlai s -1
F(x) = x , dla-1 <x <1
05* |, dlax i |

Doktadne $rednie odchylenie kwadratowe rozwigzania cr2xdokmozna okresli¢ jak podano
w pracy [14]. Wyniki z zastosowania linearyzacji statystycznej ctxzostaty obliczone zgodnie
z przedstawiong teorig. Przez o2aoznaczono $rednie odchylenie kwadratowe rozwigzania
uktadu liniowego, dla F(x)=x, xeR*
Interesujgca moze byé obserwacja jak wyglada btad wzgledny

r6znych metod linearyzacji. Wyniki sg do$¢ jednoznaczne. Nowa metoda jest (poza matym
zakresem zmiennoS$ci <0, czyli SD gorsza od obu klasycznych MLS, zwtaszcza dla duzych
wartosci o .



362 J. Skrzypczyk

Rys.l. Poréwnanie btedéw linearyzacji dla oscylatora nielinio-wego typu 1 dla réznych
'MLS (krzywa "i" odpowiada MLS typu "i")

Fig.l. Comparison of linearization errors for 1-st type oscillator for different methods
(curve "i" corresponding to i-th method)

3.2. Przyktad 2

Jako drugi przyktad wezmy pod uwage oscylator Duffing’a, ktérego charakterystyka
sprezysta ma postac:

F(x) = k™ + kjjc3,

gdzie kj, k2 sg pewnymi statymi. Poréwnanie doktadnos$ci MLS byto robione w pracy [16]
dla zaktécenia typu biatego szumu, dla wzglednie matych wartosci a0Oe [0,1]. W tym zakresie
a0, rzeczywiscie, mozna przyznac, ze doktadno$¢ nowej MLS jest wieksza od obu metod
klasycznych.

Dla wiekszych warto$ci 00 doktadno$¢ metod klasycznych przewyzsza doktadnos$é¢ metody
nowej, zwitaszcza jesli bra¢ pod uwage biad wzgledny. Odpowiednie wyniki sa
przedstawione na rys.2.
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Rys.2. Poréwnanie btedéw linearyzacji dla oscylatora nieliniowego typu 2 dla réznych
MLS (krzywa "i" odpowiada MLS typu "i")

Fig.2. Comparison of linearization errors for 2-nd type oscillator for different methods
(curve "i" corresponding to i-th method)

Rys.3. Poréwnanie btedéw linearyzacji dla oscylatora nieliniowego typu 3 dla réznych
MLS (krzywa "i" odpowiada MLS typu "i")

Fig.3. Comparison of linearization errors for 3-rd type oscilla-tor for different methods
(curve "i" corresponding to i-th method)
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3.3. Przyktad 3

Przedyskutujmy jeszcze jeden przypadek oscylatora z charak-terystyka sprezystg o
postaci:

F(x) = kiX + kX5,

gdzie k, i k2 sg pewnymi statymi. Podobnie jak w przypadku 2 po-réwnania doktadnosci
MLS byly podane w pracy [16] dla zaktécenia bedacego biatym szumem. W tym
przypadku przewaga metody nowej jest wyraznie widoczna dla wszystkish wartosci a0, co
potwierdza wyniki cytowanej pracy [16]. Wyniki moza poréwna¢ na rys. 3.

4. WNIOSKI

W pracy poroéwnano trzy MLS. Dla uzyskania pewnych wskazéwek dotyczacych
doktadnosci nowej metody w poréwnaniu z metodami klasycznymi,wykorzystujac wnioski
z pracy [16] i wyniki [14] przeanalizowano trzy przykitady uktadéw dynamicznych. Na
podstawie powyzszego mozna wnioskowaé, ze nowa MLS wykazuje wiekszg doktadnosé
dla uktadéw bardzo silnie nieliniowych (typu xs) oraz dla uktadéw silnie nieliniowych (typu
x3) dla mniejszych wartosci intensywnosci zaktécen. Dla uktadéw stabo nieliniowych nowa
metoda jest mniej dokladna niz metody klasyczne w zasadzie dla prawie wszystkich
intensywnosci zaktécenia.
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Abstract

The purpose of this paper is to contrast a new multidimensional stochastic linearization
technique with classic methods. It is based on the requirement that a mean square
deviation of the potential energy of the original nonlinear system, and that of the
equivalent linear one, be minimal. The resultings equations (12) are presented in details.
The accuracy of known versions of statistical linearization methods is checked on 3
examples of dynamical systems of the type (13), for a stationary excitation with spectral
density (14). For such systems the exact solutions for probability densities are available
[14]. Generally conclusions are similar to that given in [16], The new method turns out to
be superior than conventional linearization techniques, for strongly nonlinear oscillators.
However, for weakly nonlinear systems the onventional linearization methods yield more
accurate results.



