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Streszczenie. W pracy przedstawiono m etodę linearyzacji statystycznej 
wielowymiarowych dyskretnych układów dynamicznych. Zastosow ana m etoda 
oparta  jest na minimalizacji różnicy między energią potencjalną oryginalnego 
systemu nieliniowego i energią przybliżonego układu liniowego. D okładność 
m etody jest sprawdzana na trzech przykładach układów dynamicznych, dla 
których znane są rozwiązania analityczne.

R EM A R K S ON A NEW  STATISTICAL LIN EA R IZA TIO N  M E T H O D  
BASED  ON M INIM UM  M EA N  SQ U A R E  D EV IA TIO N  O F PO TEN TIA L

E N ER G Y

Summary. T he purpose of this paper is to present a new multi dimensional 
stochastic linearization technique. It is based on the requirem ent that a mean 
square deviation of the potential energy of the original nonlinear system,and that 
of the equivalent linear one, be minimal. The accuracy of known versions of 
statistical linearization methods is checked on examples of dynamical systems 
with available exact solutions.
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1.W STĘP

Technika linearyzacji statystycznej jest powszechnie stosowana w dynamice 
stochastycznej. Bogatą bibliografię tej problematyki można znaleźć w pracach [1-4,1-10,15] 
i w wielu innych.

M etoda linearyzacji statystycznej polega na zastąpieniu układu nieliniowego liniowym 
układem  dynamicznym, który jest w pewnym "probabilistycznym" sensie równoważny 
układowi oryginalnemu.

Niech będzie dany nieliniowy układ dynamiczny, ewentualnie ze sprzężeniem  zwrotnym, 
dany rów naniem  operatorowym:

(1)x  = AFx + z}

gdzie z jest n-wymiarowym procesem  stochastycznym zdefiniowanym na R  + cR , F  jest 
nieliniowym operatorem , A  jest przyczynowym,liniowym operatorem  całkowym.Dla 
uściślenia załóżmy, że operatory F i A  mają następującą postać:

(Fx) ( t, o )  : =£ (  t,x{ t, co) , tei?*1 (2)

gdzie f:R 1+xRn -+ R" jest funkcją nieliniową i

C ^

(Ax) (t, a>) : =fk(t, s) x(s, a>) n (ds) , tei?» <3 >
o

gdzie jąd ro  k(t,s) jest zdefiniowane na A i A: = {(t,s):t,seR 1+ , 0<s<t<«>}, 
k(t,s)= 0  dla s > t , k iv j e L ^ o ^ R 1^  i całkowanie zachodzi dla zbioru [O .tjc R ^ -

G eneraln ie m etoda linearyzacji statystycznej polega na zastąpieniu problem u 
nieliniowego opisanego równaniem całkowym o postaci

C

x(c,u>) = z (  t,<i>) + jk( t, s) f(s,x(s,a) ) n (ds) , tei?.1 (4!
o

przez problem  liniowy w następującej postaci:

t
y ( t ,  co) = z(t,Ci>) + Jk( t, s) 1 (s,y(s, o) ) n (ds) , t (5)

o

gdzie l(t,y ):= C (t)y+ c(t), y ,c(-)eR n. C(-):R"-*Rn,
W taki oto sposób sformułowanie metody linearyzacji statystycznej (M LS) jest podobne 

do podanego przez Kazakova i Bootona [3],
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2. M E T O D Y  L IN EA R Y ZA C JI STATYSTYCZNEJ

W literaturze najbardziej znane są dwie klasyczne MLS.Pierwsza m etoda polega na 
takim doborze macierzy C[(-) i Cj(-), który minimalizuje następujący funkcjonał:

p g ( l )  : = E  { \ f  ( Ł , x (  t ,  u ) ) -  i  ( t , x (  t ,  co) |2} (6)

dla V te R  i dla pewnej klasy procesów stochastycznych. Rozwiązanie tego zagadnienia jest 
znane i m ożna go znaleźć np. w [1].

M etoda druga polega na takim doborze macierzy C2(-) i c^-), aby funkcje losowe 
l(t,x(t,cł))) i f(t,x(t,cp)) miały takie same wartości oczekiwane i identyczne macierze 
kowariancji dla pewnej klasy procesów stochastycznych x(t,eo)V teR . Niech

r 2 ( t)  =e  { ( / ( t , x (  t ,  u ) ) -Elf{  t ,x (  t ,  <o)) } )  ( i  ( t ,x (  t ,  <o)) - s { / (  t ,x (  t ,  co)) ))T ) ,

D(t) = B { (J(C ,x (t,co ))-£ { J (t: ,x (t,G > ))} ) (J ( t ,x ( t ,c o ) ) - f t{ J (C ,x (C ,c o ) )} ) r} =
£{ (C( t) (x ( t , io ) -£ { x ( t ,c o ) ] ) )  (C(t) (x ( t,< o )- i:ix ( t,C i)) l))T] = C ( t) i f ( t )C r (t) ,

(7)

natom iast K(-) jest zdefiniowane w następujący sposób:

m  = £{(x(t,Q)-£(x(i,co)l)(x(t,Q)-£{J:(t>co)})r( .

Zauważmy, że m acierze K(-) i rU ) są symetryczne i nieujem nie określone. Stąd 
wynika, że istnieją m acierze K'/!(-) i r  (•) V teR . Na podstawie równań (6) i (7) możemy 
napisać:

1 -  (8) 
c 2(t)*J (t) = r 2(o ,

A zatem  m acierzeC2(-) i C2(-) przyjmują postać:

I  \
C2(r) = r 22(t)it5(i)

c2(f) = £[/(Ut,<o))-e2(t)£(x(t,<o))) ,

W [16] autorzy zaproponowali nową technikę linearyzacji statystycznej, polegającą na 
minimalizacji średniego kwadratowego błędu różnicy pomiędzy energią potencjalną 
związaną z oryginalnym nieliniowym układem  a jego równoważną aproksym acją liniową. 
Poniżej przedstaw iony jest ogólny schem at dla wielowymiarowych układów dynamicznych.

Niech energia potencjalna rozpatrywanego układu dynamicznego będzie oznaczona jako 
U(-), g radU = f, dla uproszczenia niech U (0)=0 .

W nowym schem acie MLS będziemy wymagać, aby:
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p:=£( |{/0t(t,w))-i£ £ cuxf .t ,u )xk( t ,u)|2| =
2 /-l *-i

=£( | U(x(t,u))- ^<x(t,<j),Cjr(I,u)> |2} =

=£{ | C / ( x ( I , « » - ^ ^ 7'( t,u )C ^(r,M )|2l = min ,
2 ..i

(9)

gdzie

a a  a

W arunkiem  koniecznym ekstrem um  jest

vC(p = EIC/(x(t,a))-^J^xT(r,<i>)C/xi(t,<o))x(t,o>)xt(t,<o)}=0 

r t -  E  KC, .

( 10)

gdzie oznaczono

r,: =£{ U(,x(t,u)yx(t,u)xk(t,u))  , (t>to: =E{xt(t,u>)xi(.t,u)x(t,u)x T( r ,u ))
ri=p„r2,.. .r„],*:■[*„] .

dla i,k= l,2 ,...,n  . Otrzymamy

2r  = <tc ( 11)

oraz jako  rozwiązanie problem u

(12)

Rów nanie (12) kończy nasze rozważania.
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3. PR ZY K ŁA D Y

Dla porów nania skuteczności przedstawionych MLS wybrano układ dynamiczny opisany 
rów naniem  różniczkowym w znormalizowanej formie

x(t) + pi(r)*F(x(f)) =z(r) , leR l , ( 13)

gdzie (•) =  d/dt, G =const>0 określa współczynnik liniowego tłumienia, F(-), x eR 1 
reprezentuje  nieliniową siłę sprężystą. Rozpatrywany będzie przypadek, gdy siła 
wymuszająca jest stacjonarnym procesem  stochastycznym 2 rzędu ze średnią zero i 
gęstością spektralną postaci:

S ( iu)=— , ueR] , (14)
1

gdzie So> 0  i r  są pewnymi stałymi. Dla opisywanego przypadku możliwe jest określenie 
dokładnych charakterystyk probabilistycznych rozwiązania [14].

3.1. Przykład 1

Zastosujm y przedstaw ioną teorię do układu dynamicznego będącego oscylatorem 
nieliniowym, którego charakterystyka sprężysta ma postać:

F(x) =

0.5x , dla i  s  -1
x , dla -1 < x < 1
0.5* , dla x  i  l

D okładne średnie odchylenie kwadratowe rozwiązania cr2x dok m ożna określić jak  podano 
w pracy [14]. Wyniki z zastosowania linearyzacji statystycznej ct2x zostały obliczone zgodnie 
z przedstaw ioną teorią. Przez o2a oznaczono średnie odchylenie kwadratowe rozwiązania 
układu liniowego, dla F(x)=x, xeR*
Interesująca może być obserwacja jak  wygląda błąd względny

n   j------
°x.dck

różnych m etod linearyzacji. Wyniki są dość jednoznaczne. Nowa m etoda jest (poza małym 
zakresem  zmienności <j0, czyli SD) gorsza od obu klasycznych MLS, zwłaszcza dla dużych 
wartości o .
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R ys.l. Porów nanie błędów linearyzacji dla oscylatora nielinio-wego typu 1 dla różnych 
'MLS (krzywa "i" odpowiada MLS typu "i")
Fig.l. C om parison of linearization errors for 1-st type oscillator for different methods 
(curve "i" corresponding to i-th m ethod)

3.2. Przykład 2

Jako drugi przykład weźmy pod uwagę oscylator Duffing’a, którego charakterystyka 
sprężysta ma postać:

F(x) =  k ^  + kjjc3,

gdzie kj, k2 są pewnymi stałymi. Porównanie dokładności MLS było robione w pracy [16] 
dla zakłócenia typu białego szumu, dla względnie małych wartości a0e [0,1]. W tym zakresie 
a0, rzeczywiście, m ożna przyznać, że dokładność nowej MLS jest większa od obu m etod 
klasycznych.
Dla większych wartości o0 dokładność m etod klasycznych przewyższa dokładność metody 
nowej, zwłaszcza jeśli brać pod uwagę błąd względny. O dpowiednie wyniki są 
przedstaw ione na rys.2.
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Rys.2. Porów nanie błędów linearyzacji dla oscylatora nieliniowego typu 2 dla różnych 
MLS (krzywa "i" odpow iada MLS typu "i")
Fig.2. C om parison of linearization errors for 2-nd type oscillator for different methods 
(curve "i" corresponding to i-th method)

Rys.3. Porów nanie błędów linearyzacji dla oscylatora nieliniowego typu 3 dla różnych 
MLS (krzywa "i" odpowiada MLS typu "i")
Fig.3. C om parison of linearization errors for 3-rd type oscilla-tor for different m ethods 
(curve "i" corresponding to  i-th m ethod)
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3.3. Przykład 3

Przedyskutujmy jeszcze jeden  przypadek oscylatora z charak-terystyką sprężystą o 
postaci:

F(x) =  kjX + k2x5 ,

gdzie k, i k2 są pewnymi stałymi. Podobnie jak w przypadku 2 po-równania dokładności 
MLS były podane w pracy [16] dla zakłócenia będącego białym szumem. W tym 
przypadku przewaga metody nowej jest wyraźnie widoczna dla wszystkish wartości a 0, co 
potw ierdza wyniki cytowanej pracy [16]. Wyniki moża porównać na rys. 3.

4. W NIOSKI

W pracy porów nano trzy MLS. Dla uzyskania pewnych wskazówek dotyczących 
dokładności nowej metody w porównaniu z m etodami klasycznymi,wykorzystując wnioski 
z pracy [16] i wyniki [14] przeanalizowano trzy przykłady układów dynamicznych. Na 
podstawie powyższego można wnioskować, że nowa MLS wykazuje większą dokładność 
dla układów  bardzo silnie nieliniowych (typu X5 )  oraz dla układów silnie nieliniowych (typu 
X3 )  dla mniejszych wartości intensywności zakłóceń. D la układów słabo nieliniowych nowa 
m etoda jest mniej dokładna niż metody klasyczne w zasadzie dla prawie wszystkich 
intensywności zakłócenia.
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A bstract

The purpose of this paper is to contrast a new multidimensional stochastic linearization 
technique with classic methods. It is based on the requirem ent that a mean square 
deviation of the potential energy of the original nonlinear system, and that of the 
equivalent linear one, be minimal. The resultings equations (12) are  presented in details. 
The accuracy of known versions of statistical linearization m ethods is checked on 3 
examples o f dynamical systems of the type (13), for a stationary excitation with spectral 
density (14). For such systems the exact solutions for probability densities are available
[14]. G enerally conclusions are similar to that given in [16], The new m ethod turns out to 
be superior than conventional linearization techniques, for strongly nonlinear oscillators. 
However, for weakly nonlinear systems the onventional linearization m ethods yield more 
accurate results.


