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Z W IĄ ZK I R Ó ŻN IC ZK O W E I CAŁKOW E W LEPK O SPRĘŻY STO ŚCI

Streszczenie. W pracy rozpatruje się różne struktury różniczkowych równań 
zwyczajnych ze współczynnikami zmiennymi, które zostały wyrowadzone na 
podstawie modeli Teologicznych ciał lepkosprężystych. D la przedstaw ienia 
odpowiednich wyrazów całkowych wprowadzono specjalne funkcje rozwiązujące. 
B adano struktury związków różniczkowych i całkowych oraz pokazano, że metody 
Teologiczne mogą być pożyteczne dla racjonalnych rozwiązań różniczkowych 
rów nań zwyczajnych.

D IFFE R E N T IA L  AND IN TEG R A L RELA TION S IN V ISCOELASTICITY

Summary. The paper is concenred with various structures of ordinary 
differential equations with variable coefficients which are derived on the basis of 
Theological models for viscoelastic bodies. For the form ulations of corresponding 
integrals, the special resolving functions are introduced. The analytical structures 
of the com pled differential and integral relations are  investigated in detail. It is 
shown that the Theological procedures may contribute to the rational solutions of 
ordinary differential equations.

D IFFE R E N T IA L  - U ND  IN TEG R A L - B E Z IE H U N G E N  
IN D ER  V ISKOELASTIZITÄL

Zusam m enfassung. In der A rbeit w erden verschiedene Strukturen der 
gem einen Differentialgleichungen mit veränderlichen Koeffizienten, die auf G rund 
der Theologischen M odelle von viskoelastischen K örpern abgeleitet wurden, 
erörte t. Um die entsprechenden Integralausdrücke zu form ulieren, hat man 
spezielle Lösungfunktionen eingeleitet. M an hat die S trukturen von Differential - 
und - Integral - Beziehungen untersucht und aufgezeigt, daß Theologische 
M ethoden für rationale Lösungen der gem einen Differentialgleichungen 
verw endbar sein können.
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1. IN T R O D U C T O R Y  C ON SID ERA TION S

The p ap er contains some results o f the search for analogies betw een the rheological 
and m athem atical structures. It can be shown that every differential equation can be 
represen ted  by a rheological model. Various configurations of the ordinary differential 
equations and their integrals are derived on the basis of viscoelastic relations and 
rheological models. For instance, the strain e of a viscoelastic body represented  by the 
rheological model with one isolated H ookean elastic elem ent and three Kelvin - Voigt 
viscoelastic groups connected in series and each consistinng of the elastic and viscous 
elem ent connected in parallel depends on the time - varying stress a ( t)  in the following 
m anner

where a k( t )= E k(t)/A.k(t) are the reciprocal times of retardation defined by the ratios of 
moduli o f elasticity E k(t) and coefficients of viscosity A.k(t).

Eliminating the constans oof integration Ck by successive m ultiplication by the 
exponential functions and differentiation of E q .(l)  yields the third - o rder differential 
equation:

w here the time - varying function f(t) depends on the stress, its tim e derivatives, moduli 
of elasticity, coefficients of viscosity and their time derivatives.

T he actual solution of differential equation (1.2) can consist in determ ining the 
functions a k and substituting them into E q .( l.l) . As can be seen, the o rder of differential 
equation to be solved is then reduced.

From  Eq.(1.2), the au thor has obtained the following alternative expression for the 
strain and simultaneously the solution of this non - hom ogeneous ordinary differential 
equation

f  d t (.s)ds 
■0

d z  +Ck
( 1.1)
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The proof of the foregoing solution can be carried out by multiplying it by the exponential 
functions and differentiating it, successively.

T herefore, both expressions (1.1) and (1.3) can be taken for the solutions of the 
differential equation (1.2). The solution of the n-th order ordinary differential equation 
is then expressed either by the sum of n simple integrals or by the n-t'old integral.

2. G E N E R A L  FO RM  O F D IFFE R E N TIA L  EQ U A TIO N S A ND  R EL A TE D  
IN TEG RA LS

The exponential functions in te foregoing introductory considerations can be replaced 

by the general integrable functions. The author has called them  the resolving functions 

or briefly the R  - functions.

In this m anner, a m ore general integral representation is expressed by

/ /Cr3)R3( x 3) d x 3 + c3 + C2 ( + Ci
(2.1)

where R k(t) are the general continuous integrable functions with continuous derivatives.

Elim inating the integrals and constants of integration, we obtain the corresponding 

differential equation:

(2 .2 )
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As can be seen, the deriveratives of R  - functions in the foregoing equation are 

logarithmic ones so that we can write:
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d ln iîj d \nR z d lnR j

dr d t d t

d 2\n R x d 2lnR 2
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(2.3)

d]nR x dkiR^  d lnR j d 2lnR] dlnR j d d lnR t d ln l^ d 3lnR,

dr d r d t d t2 d t d t . d r d t d r3
c = / ( r )  .

T he differential and integral relations can be form ulated  in an alternative m anner. 

Introducing o ther resolving functions Sk(t), the integral relation may be expressed in the 

following form

1 f  dT i . 'r d t 2

V r ) I  W
/  + C, * C , C, (2.4)

Elim inating again the integrals and constants of integration yields:

s i  ( s ^ y  (5 ,5 25 ,y

s,s2 S,S2S3

s" | s[s2 | s;s; | ( S ^ y  | ( y 2y s;
Sj S, S2 S, 5j Sj S2 5 ,S2 53

(2.5)

(S^y (s"s2y s"s  ̂ SÎ525̂
5 ,5 2 S,S2 Si5253 / ( O

3. SE C O N N D -O R D E R  D IFFE R E N TIA L  EQ U A TIO N  W ITH V A R IO U S 
R -FU N C TIO N S

Starting from the integral relation:

1 J r Ki ( Ti
* l ( 0  { ^ ( T , )

d t . ¡ f { t J R 1{ t 2) d z 1 + C1 *C , (3.1)
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we obtain second - order differential equation:

// { r [ R ^) / '  + R 'X
e +

J*3
 |

A

s ' + UJ + * 1 * 2 .
£ = m  ■

(3.2)

Introducing into the foregoing equation the functions:

= Aqsinaf , R^ = k^sm b t , (3.3)

we obtain the differential equation with trigonom etric coefficients:

„2
t." + (a co sa i + bco sb t)e ' abcotatcotbt - e = fit) ■ (3.4)

The related  integral is expressed by

t |
r s in a t,

i f  d x xJ sm è t,
I/O 1

j  / ( t 2) sin bx1d x 2 + C2 
*0 + CM

(3.5)

Introducing the resolving functions:

k,
R, = —  , R, = -

t m t n
(3.6)

yields the differential equation:

e " ----- (m + n )e ' + — ( mn + n )e  = / ( t )  .
t t2

(3.7)

The corresponding integral has the following form

e = t"t m . f t j - d t ,

/- / < T 2 }

J n  d ^  +  C * + C ‘
-o <0 T 2

(3.8)

Proceeding in this m anner and choosing various R  - functions, we can obtain a very 
extensive set of differential relations with coupled integrals which represen t a useful clue 
for the solutions of non - homogeneous ordinary differential equations with variable 
coefficients.
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Streszczenie

Przedm iotem  pracy są niektóre wyniki badań analogii pomiędzy strukturam i 
reologicznymi i matematycznymi. M ożna wykazać, że każde równanie różniczkowe 
zwyczajne może być przedstawione przez model reologiczny ciała lepkosprężystego, które 
się składa z elem entów  sprężystych i lepkich. Rząd takiego równania odpow iada liczbie 
elem entów  lepkich. N iektóre równania różniczkowe są przedstaw ione przez modele 
zawierające elem enty z charakterystykami urojonymi albo zespolonymi. W pracy 
umieszczono różniczkowe równania zwyczajne ze współczynikami zmiennymi i 
odpow iednie całki w ielokrotne ze stałymi całkowania, które otrzymuje się na podstawie 
modeli reologicznych. Równania różniczkowe i odpowiednie wyrazy całkowe związane są 
za pom ocą specjalnych funkcji rozwiązujących. W ybierając różne funkcje rozwiązujące, 
możemy otrzymać szeroki zbiór różniczkowych równań zwyczajnych wraz z ich całkami. 
Taki zbiór może doprowadzić do wielu racjonalnych rozwiązań różniczkowych równań 
zwyczajnych.


