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Streszczenie. W pracy przedstawiono m etodę wyznaczania pochodnych wartości 
własnych względem param etrów  konstrukcyjnych układów napędowych. M ożna w ten 
sposób określić wrażliwość param etrów  konstrukcyjnych na częstości drgań sw obod
nych tych układów. Zamieszczono przykładowe wyniki dla układu napędowgo głowicy 
kom bajnu węglowego.

SEN SITIV ITY  ANALYSIS O F EIG EN V A LU ES W ITH R ESPE C T  TO  DESIGN 
PA R A M ETER S O F D RIVIN G  SYSTEMS

Summary. A  method for the differentiation of eigenvalues with respect to  design 
param eters of driving systems has been presented in the paper. In this way it is 
possible to determ ine free vibration frequencies ensitivity on design param eters of 
this systems. Exemplary results obtained for a driving system of a coal shearer’s 
gearhead  are contained.

HYBCTBHTEJIbHHH AHAJIH3 COBCTBEHHUX 3HAHEHMM HA 
KOHCTPYKTHBHUE ÜAPAMETPU ÍIPHBOUHHX CHCTEM

P e 3 » M e . B p a ó o ' r e  n p e n c T a r s j i e n o  M eTon o n p e n e n n H M f t  npoM 3B O üH bix  
c o 6 c T B e H H H x  3 H a u e n H M  b  OTHOuieHHH k KOHCTpyKTHBHUM n a p a M e T p o M  
npHBOUHHX CHCTGM . 3T O T  C n O C o 6  n03B0]ISlG T  O npeZ lG tlH Tb U y B C T B H -  
T G D b H o c T L  c o 6 c t b g h h h x  n a c T O T  K O J te 6 a H n ñ  n a  K O H C TpyK TH B H ue n a -  
p a M e T p n  3THX c h c t g m . BxnioneHO o cH O B aH H H e Ha n p H M e p a x  p e 3 y n b T a -  
t h  n n s t  n p u B o n a  r o n o B K H  y r o n b t t o r o  KOMÓaiłHa.

IN T R O D U C TIO N

Dynamics of driving systems of working machines is under great influence of design 
param eters of these systems which have a decisive effect on values of particular forms
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of free vibrations as well. T he knowledge of a form of free vibration and of eigenvalues 
of driving systems is of great im portance as regards harm onic function response of the 
system. Defining of free vibration frequencies makes it possible to determ ine resonance 
regions w here dynamic forces in kinematic pairs of the driving system exceed nominal 
values. T herefore it is necessary to aim at such a selection of design features ot the 
system tha t its free vibration frequencies be considerably different from frequencies of 
exciting forces resulting from rotational speed of shafts, frequencies of meshings etc.
In general, all design features of the driving system under consideration have effect on 
a change of eigenvalues of this sytems. However, the influence of some features may be 
of vital im portance. It is possible to evaluate the influence of particular design features 
on eigenvalues (free vibration frequencies) of the system when carrying out the sensitivity 
analysis. T he problem  resolves itselves into differentiation of eigenvalues of a characteris
tic m atrix for the driving system and formed from a matrix of the stiffness and inertia of 
this system. Thus, elem ents o f this matrix are conditioned by design param eters of the 
driving system being analysed.

D ER IV A T IV E S O F EIG EN V A LU ES 

Let us consider the following eigenproblem

K X = \ M X ,  i 1)

w here A is a matrix of eigenvalues, A" is a matrix of eigenvectors corresponding with 
eiegnvalues, K  and M  are a  torsional stiffness matrix and a matrix of inertia of the driving 
system respectively.

T he matrices o f torsional stiffness and of inertia are symmetric and have real 
elem ents. The size of these m atrices corresponds with a num ber of degrees of freedom  
of the system under consideration. As regards the above problem  Fox and K apoor have 
stated  the following relationship for derivatives of eigenvalues related to design 
param eters [1]

ax, _ 
— =xiT30.

dK__x dM
dàj i dàj

Xp , (2)

i = 1,2, ... n 
j  = 1,2, ... m

w here n is a num ber of degrees of freedom  of the system, m  is a num ber of design 
param eters in relation to derivatives of eigenvalues are determ ined, SKIdSj , SMIdSj 
stand for m atrices the elem ents o f which are derivatives of elem ents of the matrices of 
torsional stiffness and tha t of inertia after j-th design param eter respectively.



Analysis o f sensitivity of eigenvalues 381

The realationship (2) has been deduced under the assum ption that eigenvectors are 
norm alized in a way that [1,2]

X /M -X .=L  (3)

N U M E R IC A L  CALCULATIONS

T he relationship (2) has been used to determ ine the influence of design param eters 
on eigenvalues of a driving system of coal shearer’s gearheads. A  kinem atic diagram  of 
this system is shown in figure 1. A  dynamic model with 13 degrees o f freedom  and with 
param eters p resented  in table 1 hase been accepted for analysis [3],

F ig .l. K inem atic schem e o f a coal shearers 's  gearhead driving system 
R ys.l. Schem at kinematyczny układu napędow ego głowicy kom bajnu węglowego

F ree  vibration frequencies of the driving system for the accepted dynamic m odel are 
contained in table 2.
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All m om ents of inertia and coefficients of rigidity of the accepted dynamic model 
have been assum ed as design param eters in relation to which derivatives of eigenvalues 
have been determ ine [4].

Table  1
D esign param eters  o f the  dynam ic m odel o f the driving 
system

Table 2
F ree  v ib ration  frequencies o f the 
driving system

L.p.

M om en t o f inertia  

'i

Stiffness
coefficient

ki
kgm z x 10b Nm/rad

1 1.721 1.507

2 0.190 24.570

3 0.104 17.950

4 0.415 0.901

5 0 .0 1 0 9.369

6 0 .2 2 0 0.619

7 0 .0 2 2 2.651
8 0.088 3.012
9 0.085 0.109
1 0 0 .0 0 2 65.870
1 1 0.011 87.680

1 2 0.375 70.060
13 12.239 3.430

L.p.
“ i

Hz

1 52

2 179

3 295
4 445
5 577

6 1279
7 1429

8 1676
9 2163
1 0 3582

1 1 4299

1 2 5215

13 5822

The table 3 presents derivatives the of the first five eigenvalues in relation to three 
design param eters of the system which had the greatest influance on the basic form of 
free vibration.

T able  3
D erivatives eigenvalues with respect to design param eters  d k i IdSj

5 i

X2 X3 A4 ¿5

k , 3 2 .33-10b 1.04-163 4.01 -104 6 .52-104 3.41-10b

1,3 - 1 . 1 2 -1 0 b -1.81-103 -5.54-104 -6.71 d 0 4 -1 .96’10b

k ll 2 .03-103 3.13-103 2.87-103 5.16-103 1.97-107

The obtained results have been verified under using a m ethod forecasting of eigenvalues 
for a little change of design param eters according to the relationship [1]

Xjp“ Xi+AST-VX1,  > (4)
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where X f  is a predicted eigenvalue, VX,■ is a vector (dXJdS„ dXJd&2 , . . . , dXJdSm ) 
whereas aS = (aSj,a&2 > • ■ • > is a vector of little changes of design param eters.

A  very good conformity of eigenvaules as com pared with eigenvalues determ ined for 
the system in which design param eters have been changed by a vector a S  is obtained. 
The differences betw een the results do not exceed a few per cent.

R EC A PIT U L A TIO N

The presen ted  m ethod makes it possible, when using numerical m ethod, to determ ine 
in a simple way derivatives of eigenvalues in relation to design param eters and thus to 
determ ine the sensitivity of free vibration frequencies of the driving system on design 
param eters o f the system being analysed. Optimization of design param eters can be the 
next stage of analysis. It shall be its task to determ ine such values of these param eters 
for which the selected forms of free vibration of the driving system being analysed are 
characterized by the required values.
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A N A LIZA  W RAŻLIW O ŚCI W ARTOŚCI WŁASNYCH NA PA RA M ETRY  
K O N STRU K CY JN E U KŁADÓW  N APĘDO W YCH

Streszczenie

Znaczący wpływ na dynamikę układów napędowych mają ich częstości, drgań 
swobodnych. Znajom ość wartości tych częstości pozwala na wyznaczenie obszarów 
rezonansowych, dla których siły dynamiczne w parach kinematycznych układu przekra
czają wartości nominalne. Należy dążyć więc do takiego projektow ania układów 
napędowych, aby ich częstości drgań swobodnych znacznie różniły się od częstości sił 
wymuszających, wynikających z prędkości wirowania wałów, częstości zazębień itd. Na 
poszczególne częstości drgań swobodnych układu największy wpływ mogą mieć tylko 
niektóre jego elem enty. O cenę wpływu poszczególnych cech konstrukcyjnych na częstości 
sw obodne można określić przeprowadzając analizę wrażliwości. Problem  sprowadza się 
do wyznaczenia pochodnych wartości własnych względem param etrów  konstrukcyjnych
(2) [1] dla zagadnienia własnego (1). M acierze M  i K są odpowiednio symetrycznymi 
macierzam i bezwładności i sztywności skrętnej układu napędowego. Przedstawiono 
przykładowe wyniki obliczeń pochodnych wartości własnych dla układu napędow ego 
głowicy kom bajnu węglowego (rys. 1). Param etry modelu dynamicznego o 13. stopniach 
swobody zamieszczono w tablicy 1 [3,4], W tablicy 2. przedstaw iono wszystkie częstości 
drgań swobodnych tego układu napędowego. W tablicy 3. przedstaw iono pochodne 
wartości własnych względem trzech param etrów  modelu dynamicznego, które miały 
największy wpływ na pierwszą częstość drgań swobodnych. O trzym ane wyniki można 
sprawdzić m etodą przewidywania wartości własnych na podstawie zależności (4), gdzie 
a S  jest w ektorem  zmian konstrukcyjnych, porównując otrzymany wynik z wartościami 
własnymi obliczonymi dla układu z param etram i modelu dynamicznego zmienionymi o 
w ektor a S .

Przedstaw iona m etoda umożliwia wyznaczenie pochodnych wartości własnych względem 
param etrów  konstrukcyjnych, a tym samym określenie wrażliwości częstości drgań 
swobodnych układu napędow ego na jego param etry konstrukcyjne.

The w ork was conducted as a part of the research project No. PB0994/P4/93 
supported  by the C om m ittee of Scientific R esearches in gears 1993 - 1995 .


