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ASYMPTOTYCZNA METODA ROZWIAZANIA WIBRACJI GIETNYCH
BELKI

Streszczenie. W artykule zasygnalizowano mozliwo$é uzyskania wynikéw
zblizonych do rzeczywistosci przez zastosowanie asymptotycznej metody rozwigzania
wibracji gietnych belki zamocowanej przegubowo. W modelu uwzgledniono dziatanie
zmiennej sity osiowej i obcigzenia poprzecznego.

Analizowano uktad o zmiennych wspétczynnikach. Uwzgledniono wibracje
parametryczne i wymuszone.

Okreslono réwnanie rézniczkowe ruchu belki. W asymptotycznej metodzie
rozwigzania stwierdzono wyrazng zbiezno$¢ sktadowych rozwiniecia.

ASYMPTOTIC METHOD OF CHOSEN BEAM TRANSVERSE
VIBRATIONS SOLUTION

Summary. The present paper points out the possibility of nearly exact
calculations comparable with results of experimental research. Asymptotic method
of chosen beam transverse vibration was used. Load depending from time is axial
and continous. Variable action of the axial force and continous load was taken into
consideration.

System with variable coefficients was analysed. Parametric and forced vibrations
were taken into account.

A differential equation was described. The asymptotic solution is with distinct
convergence of solution parts connected.

ASYMPTOTISCHE METHODE ZUR LOSUNG DES PROBLEMS VON
BIEGESCHWINGUNGEN DES BALKENS

ZusammenfaBung. Jn der Abhandlung wird es angekindigt, dal die Mdaglichkeit
besteht, durch die Anwendung der asymptotischem Methode zur L&sung des
Problems von Biegeschwingungen eines gelenkig befestigten Balkens die der
Wirklichkeit angendherten Ergebnisse zu erhalten. Im Modell hat man die Wirkung
der Wechselaxialkraft und der Querbelastung berlicksichtigt. Das System mit
variablen Faktoren wird analysiert. Parametrische und erzwungene Schwingungen
werden .in Ricksicht genommen. Man hat die Differentialgleichung des
Balkensbhewegung bestimmt. In der asymptotischen Ldésungsmethode hat man
deutliche Konvergenz von Komponenten der Abwicklung festgestellt.
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1. WPROWADZENIE

Zagadnienie badania drgan gietnych belki wystepuje podczas analizy dziatania
konstrukcji mechanicznych. Sita dziatajagca osiowo jest przyczyng zmiennosci
wspbtczynnikéw uktadu liniowego.

Szczegblny przypadek dziatania zwyktej sity harmonicznej wzdtuz osi belki, zaliczony
do drgan parametrycznych, mozna rozwigza¢ stosujgc [4] rozdzielanie zmiennych i
nastepnie metodyke Mathieu.

Natomiast uogélnione wibracje gietne belki z obcigzeniem poprzecznym i osiowym
mozna rozwigza¢ metoda asymptotyczng [2,3],

Uwzglednienie wyraznej zbieznosci sktadowych funkcji trygonometrycznych zapewnia
doktadno$¢ rozwigzania zblizong do wyniku $cistego, ktéry jeszcze nie jest znany. Zbadano
réwniez zalezno$¢ miedzy parametrycznymii wymuszonymi drganiami ukfadu.

2. MODEL | ROWNANIE GLOWNE
Przedmiotem analizy sa drgania gietne belki zamocowanej przegubowo w uktadzie
poziomym, obcigzonej sitg osiowa oraz sitg poprzeczng roztozong w sposéb ciggty.

Na modelu (rys.l) pokazano dziatanie obcigzenia harmonicznego q(t) i sity osiowej

F(b).

<4(i) [rrrrrrrrrng,

Rys. 1. Schemat obcigzenia i podparcia belki
Fig. 1. Diagram of loading and supporting of a beam

Roéwnanie rézniczkowe ruchu belki jest nastepujace:

dAy +F(t) d2y +pA d2y = e(t)
3x4 EJ dx2 EJ dt2 EJ *

y=y(x,t) , (1a)

F(t) =ibsir2 a, (1b)
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a=uwt +h(t), (Ic)
r=ot, ad)
?(t) = ?0sino;’ e
gdzie: p - gesto$¢ materiatu belki,
A - pole przekroju poprzecznego belki,
E - modut Younga tworzywa belki,
J - moment bezwtadnoS$ci przekroju poprzecznego belki,
- - oznaczenie wartosci $redniej.
Podczas analizy uwzgledniono warunki brzegowe i poczatkowe w postaci:
y(r@®)=y(0,t)=14(+(t)=A(0,t)=0, 2a)
dx dx?2
>0, (2b)
R(x)zy(x,O),di-.(x,O)zB(x), (2c,d)
i
0<x<l. (2e)
Istotne jest przeksztatcenie réwnania gtéwnego do postaci:
(©)
4
EJ (3a)

\) pA

Przyjmuje sie maty parametr korzystny dla dalszych obliczer (6,6a,9a,b), wobec tego:

e=(pAEJ)-°* -c-cl. (3t>)
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3. ROZWIAZANIE

Ogélna posta¢ rozwigzania metodg asymptotyczng jest nastepujaca:

y =C(i,e)siHZ)ACO][fi(i.e)] +eFft,!) + eF2x,l) +.. (4)
C =CO0+eGACJi) * e2G2t,COh)* (4a)

R = cjr+h +£//,(/,C0/) +eH 2At,Coli) * L (4b)

yl =C,cos(CY + S*inDjc. (4c)

Istnieje mozliwo$¢ rozwiniecia (3) funkcji f w szereg potegowy:

f=fO+efl+e%+... +e'fn (5)

Na podstawie (I,Ib,le) mozna okresli¢ zaleznos$¢:

cf ~ o &sina - FQin2a£zZ ), (6)
dx2
4
0= EJ (6a)
\ M
czyli
e/0 =ursina + fin2a C 2 COcosa)sinCjA:. (6b)

Przyblizenie nastepne oblicza sie wzorem:

e/l = &(<sina + Fosin2a C2Closa t ...) U

Istotnym zagadnieniem dla metody asymptotycznej jest analiza zbieznos$ci usrednien:
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(fO1sina) = lim _ f (ryosin2a+ C jC Osin3a)c/t =—
ti.d 2

M .
(/aLcosa) = lim - f(grosinacosa +CiC0sin2acos2a)dt =~C[CO
'Ki 8

wobec tego

dCo er " o «loC,
P

N = - (£(f0lcosa) =- | Cfo.

Catkujemy uktad réwnan:

h=-1c\cdt,
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(8a)

(8b)

(92)

(9b)

(io)

(10a)

(10b)

(1
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to= 0Yj 020.

Nastepnie wyrazy sg okreslone réwnaniami:

dG. i Ioising M | _
' : + :
o @ oisin« /( 0lsin®)) +&CGsin2a,
dH, i _*
— =— (/msma- . (/0sina)) +flCccoi2a,
oo Co <

(a <)
B=-2— ,

czyli:

— i=-1( "0sin2za +C"Cosin3acosa- —) +BCasiira,
3r

— i =-_i (<3 sinacosa+ciO in”~cos2--C?C,) +Bcosa,
T« ° 10 8 1o

wobec tego dla t0 = 0 i warto$ci $rednich

, HX*Wv

TTX=-L(sin2a-C JCOsinda) - — °cos2a,
49> 2

777=i:(-~f-sin2a+-i-CiC sinda) =Bsina.
1 2 Cai 10
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(1a,b)

(12a)

(12b)

(12¢i)

(13a)

(13b)

(14a,b)

(15a)

(15b)
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Na podstawie nastepnego réwnania przyblizonego:

. (16)
=E /d*(5-T< 0-°0siniV

obliczono Fj = F~t).

Rozwigzanie (4) analizowanego réwnania gtéwnego (1) okreslone jest w postaci:

« sinD”cosfo), t--C iCd'+ -(-"-sm Xi+— C"C sinda +
i L-1 8 2 05 16
+Bsina +eJj(;c,r) +..].

4. WNIOSKI

1. Rozwigzany w niniejszej pracy model drgan gietnych belki obcigzonej
w spos6b ciggly i osiowo jest ogdlniejszy od spotkanych w dostepnej literaturze.
2. Zbiezno$¢ sktadowych rozwiniecia jest wystarczajagca dla metody asymptotycznej.
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Abstract

A procedure for solving the problem of transverse vibration of a beam mounted by
articulation when applying an asymptotic method of solution has been presented in the

paper.

The beam under analysis was loaded with axial force varying in time and with variable
transverse load being continuously distributed. The assumed mathematical model of the
beam in a form of a differential equation of motion with variable factors made the basic
for testing of parametric vibrations and forced vibrations.

An analysis bas been carried aut as regards convergence in averaging when applying
the asymptotic method and a visible convergence of components of the obtained
expansion has been found and accepted as sufficient in case of the assumed method of
solution.



