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ZASTOSOWANIE GRAFOW W ANALIZIE
KINEMATYCZNEJ UKEADOW WIELOCZEONOWYCH

Streszczenie. Wyprowadzono wzory na bezwzgledne predkosci katowe dla ciat
uktadu wielocztonowego. Istota tych wzoréw jest jawna zaleznos$¢ tych predkosci
od nosnikow informacji o strukturze topologicznej ukfadu i strukturze pomiarowe;j
wprowadzonej w uktadzie.

AN APPLICATION OF GRAPHS IN KINEMATICS
OF MULTIBODY SYSTEMS

Summary. The formulae for absolute angular velocities of bodies of a multibody
system have been derived. The essence of the formulae is their evident relationship
on the system structure and on the measurement structure which has been
introduced within a system.
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1 WSTEP

Dwie podstawowe charakterystyki kinematyczne ciata sztywnego, umozliwiajgce wyzna-
czenie jego energii kinetycznej, to predko$¢ bezwzgledna wybranego punktu tego ciafa i
bezwzgledna predko$¢ katowa ciata. Dla ciata wchodzacego w skiad pewnego tancucha
kinematycznego, charakterystyki te zaleza od struktury uktadu i sposobu odmierzania
wspotrzednych uogélnionych rozwazanego ciata i jego nosicieli, tzn.ciat poprzedzajacych
rozwazane ciato w fancuchu kinematycznym. O ile wiasnosci strukturalne analizowanego
uktadu, jak liczba ciat, ich wzajemne potgczenia (czyli tzw. struktura topologiczna uktadu)
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sg z gory dane, o tyle sposéb wprowadzenia wspdtrzednych uogdlnionych (czyli tzw.
struktura pomiarowa) zalezy od nas

W celu potwierdzenia powyzszych spostrzezen rozwazmy prosty przykiad uktadu
wielocztonowego (UW). Niech ciato j~ bedzie nosicielem bezposrednim ciataj (por. na
rys.l, nosicielem bezposrednim ciat 2 i 3 jest ciato I, tzn. 2~ = 1 oraz 3~ = 1). Predkos$¢
bezwzgledna v;. wybranego punktu P}nalezacego do ciataj moze by¢ wyrazona wzorem:

Vi=\j~ + Cli- X Tj + Wy, (1)

gdzie \j~ i to absolutne predkosci, odpowiednio, liniowa punktu Pj i katowa ciataj~, za$
W/ jest predkoscig wzgledna punktu P} mierzongw ruchomej bazie tj..

Juz ze wzoru (1) widaé, ze predkos¢ vi- zalezy od struktury topologicznej uktadu (gdyz v;
zalezy od vm i swego nosiciela bezposredniego), jak réwniez od struktury pomiarowej
wprowadzonej arbitralng decyzjg badacza.

W zagadnieniach dynamiki, w szczeg6lnosci przy wyznaczaniu energii kinetycznej uktadu,
potrzebne sg zaréwno bezwzgledne predkosci katowe 0; ciat, jak i bezwzgledne predkosci
liniowe \j wybranych punktéw ciata, a wiec jak wynika z (1), potrzebne sg bezwzgledne pred-
kosci katowe  nosicieli bezposrednich ciata j.

Celem tego artykutu jest ujawnienie owej podwojnej zaleznosci charakterystyk kinema-
tycznych od obu struktur. Sprawe te przesledzimy na przyktadzie predkosci katowej ciat two-
rzacych otwarty fafncuch kinematyczny. Majac wszakze na uwadze zastosowanie otrzymanych

zaleznosci do wyznaczania energii kinetycznej uktadu, policzymy nie tylko predkosci ale
takze predkosci

2. GRAF UKLADU, GRAF POMIAROWY | ICH REPREZENTACJE ALGEBRAICZNE

Rys.l.Uk¥ad czterech ciat i graf G struktury Rys.2.Trzy r6zne grafy pomiarowe Ga
topologicznej tego uktadu
Fig. 1 A four body system and its tree-structure Fig.2. Three different measurement graphs

system graph G
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Strukture topologiczng uktadu wraz z arbitralnie wprowadzonymi potgczeniami fikcyjnymi

dogodnie jest przedstawi¢ za pomocg grafii G, ktdrego:

(i) wierzchotki s*s,,..., s, reprezentujg odpowiednio ciato odniesienia BOi kolejne ciata uktadu,
tzn. wierzchotek sj reprezentuje ciato By,

(ii) krawedzie reprezentujg wszystkie potaczenia (tj. rzeczywiste i fikcyjne) uktadu, tzn. miedzy
wierzchotkami s, oraz sy wystepuje krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy miedzy ciatami B,
oraz B, wystepuje pofaczenie.

Przyjmujemy, ze zarébwno ciata uktadu jak i sam graf G sg regularnie zaetykietowane
zgodnie ze schematem przedstawionym w [1]. Zakladamy ponadto, ze wprowadzono
regularng orientacje krawedzi grafu (por. [2]). Na rys.la przedstawiony jest uktad ztozony z
czterech ciat, a na rys. Ib grafreprezentujacy strukture topologiczng tegoz uktadu.

Przystepujac do zdefiniowania grafu pomiarowego zauwazmy na wstepie, ze potozenie ka-
towe dowolnego ciata nalezacego do tancucha kinematycznego wzgledem uktadu inercjalnego
(czyli w bazie eQ jest znane, jesli (i) znane jest potozenie jednego ciata uktadu w bazie eOoraz
(ii) okreslone sg jednoznacznie wzgledne potozenia pozostatych ciat uktadu. Wynika stad, ze
uktad wspotrzednych uog6lnionych okre$lajgcych potozenie katowe musi zawierac
przynajmniej jedng wspo6trzedng odmierzang w bazie e0. Inne wspo6trzedne moga by¢ okreslane
zaréwno w bazie eQ jak i w bazach lokalnych e,.

Wiemy tez, ze potozenie katowe ciat uktadu moze by¢ definiowane réznymi sposobami.
Roz- wazmy dwie mozliwosci: (i) potozenie katowe y-tego ciata jest definiowane wzgledem
nosiciela bezposredniego j~, tzn. w bazie lokalnej th, (ii) potozenie katowe j-tego ciala jest
definiowane wzgledem ciata odniesienia Bo, tzn. w bazie lokalnej 0.

Sposob odmierzania wspotrzednych katowych ciat uktadu moze by¢ reprezentowany za
pomocay grafii Ga zdefiniowanego nastepujaco:

1) wierzchotki sh sJ;..., s, reprezentujg odpowiednio ciata odniesienia i kolejne ciata uktadu,
tzn. wierzchotek s, reprezentujey-te ciato;

2) tuki grafu Gmreprezentujg pomiar wspotrzednych katowych ciat uktadu, tzn. miedzy wierz-
chotkami s,, §istnieje tuk skierowany do s, jesli potozenie katowe ciata s; mierzone jest w
bazie e(

Wobec tego, ze wierzchotki grafu Gm reprezentujg ciata uktadu identycznie jak wierzchotki
grafii G, wiec wierzchotki o tych samych etykietach w G i G, reprezentuja to samo ciato.
Ponadto przyjmowac bedziemy, ze tuk wychodzacy z wierzchotka s; ma etykiete a; .

Na rys.2 przedstawione sg trzy rozne grafy Gwdla uktadu z rys la. Grafz rys.2a reprezen-
tuje sytuacje, gdy potozenia katowe kazdego z ciatl mierzone sa w bazie nosiciela bezpo-
$redniego i wtedy Ga = G. Grafz rys.2b reprezentuje sytuacje, gdy konfiguracja katowa kaz-
dego ciata uktadu mierzona jest w bazie ciata odniesienia e0. Graf z rys.2c przedstawia
sytuacje, gdy czes¢ wspotrzednych katowych okreslajacych pozycje ciat mierzona jest w bazie
eQ za$ czes¢ w bazach nosicieli bezposrednich.

W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywac trzy reprezentacje algebraiczne grafow,
mianowicie macierze S. i S-, ktdre tworzymy na podstawie macierzy incydencji S grafu G
oraz macierz $ciezek Pmgrafu Ga Pominiemy definicje macierzy S i Pu, sg one bowiem pow-

szechnie znane (zob.np.[lj). Skoncentrujemy sie natomiast na zdefiniowaniu macierzy S-i S-.
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Macierz incydencji $§ grafu G o n+1 wierzchotkach ma postaé $= [ Sj, Sr]r, gdzie
So —[;’01 An] jest wierszowg macierza reprezentujagca wierzchotek odniesienia, za$ S
jest zredukowang macierzg incydencji o wymiarach n xn.

Macierze S oraz S mozemy réwniez przedstawi¢ w postaci réznic

S=S+-s-, S=5+-5S., @

gdzie macierz $+ tworzymy z macierzy S przez usuniecie wyrazéw ujemnych, za$ macierz $-

tworzymy z macierzy S przez usuniecie wyrazéw dodatnich i zmiang znaku wyrazéw ujem-
nych na dodatni. W analogiczny sposdb macierze S+ i S_ tworzymy z macierzy S.

3. PREDKOSCI KATOWE CIAL UKLADU WIELOCZLONOWEGO

Wprowadzone powyzej dwa rodzaje grafow i ich reprezentacje macierzowe wykorzys- tamy
przy wyprowadzaniu wzoru na bezwzgledne predkosci katowe ciat tworzacych otwarty
farncuch kinematyczny.

Oznaczmy symbolami: * - predkos$¢ katowa y-tego ciata wzgledem jego bazy pomiarowej,
Clj - bezwzgledng predko$¢ katowg y-tego ciata, Oy - bezwzgledng predkosé katowa nosiciela
bezposredniego ciatay-tego. Wprowadzmy tez macierze kolumnowe: o = [coi, &2, ...,c0,,]r,
o = [0i,02,...,0,]Jr, O =[O0, Oi,...,On]r oraz fi. = [ii,.,, Q2,...>n".]r.

Miedzy macierzami O i mzachodzi prosty zwigzek

(3)
gdzie l,, = [1, 1, ITr jest macierza kolumnowa ztozong z n jedynek. Wobec tego, ze
Oo = (I macierz O mozna zapisa¢ jako
o0
A= @
COolfl + P,, 0)
Z kolei macierz kolumnowa O . otrzymujemy w wyniku mnozenia
0. =810 (5)
1:0
Biorgc pod uwage (4) i budowe macierzy Si = , macierz O- moze by¢

Ci. = owl, +Si Pl © (6)
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Jesli ciato odniesienia pozostaje nieruchome, wéwczas ad= 0 i wzor (6) przyjmuje szczegol-
nie prosta postac:

n. =SITlo @)

4. WNIOSEK
Ostatnie dwa wzory (6) i (7) potwierdzaja powszechng cho¢ moze nie do$¢ dostatecznie
wykorzystywang przy modelowaniu ukfadéw wielocztonowych teorie, ze charakterystyki

kinematyczne zalezg zardwno od struktury topologicznej uktadu (macierz S_ ), jak i struktury
pomiarowej wprowadzonej arbitralnie na uzytek stworzenia modelu (macierze Pra ' ®).
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