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DRGANIA WLASNE BELKI O SZTYWNOSCI CIAGLO - DYSKRETNEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono jednolity metode rozwigzania zagadnienia drgan
wiasnych belki o sztywnos$ci ciggto-dyskretnej. Zjawisko drgan wiasnych belki
opisano tylko jednym réwnaniem rézniczkowym z dystrybucjg Diraca. Rozwiazanie
tego réwnania rézniczkowego z warunkami brzegowymi jest podstawg do wyznaczania
czestosci i postaci drgan witasnych belki.

FREE VIBRATION OF A BEAM WITH THE DISCRETE-CONTINUOUS
STIFFNESS

Summary. In this paper a uniform method of a solution of a problem of free
vibrationofa beam with the discrete - continuous stiffness is presented. A phenomenon
of free vibration of a beam is described by one-differential equation with Dirac’s
distribution. The solution of this differential equation with the boundary conditions is
the base to obtain eigenfrequencies and modes of the beam.

CDQBOTIHhIE KOLTEBAHHH 5AJIKH
C HKILPEPMBHO-ZIHCK.PETHOH XECTKOCTDbIO

Pp'iitimp- D pa6ore iipe/tcTSBJiciio oitHopoaHiilt MeTO/t pemeimn 3aitariH
cBo6o2timx KOJiebaH«ii fiaaxH ¢ HenpopHBHO-nycKpeTHoft wocTicocThio.
E}<j>iCT CBo6oaHHX  Koae6aHHfi 6aakKH onHcaHO toulko oahom
aH4>$ppeHii,iioHHIiIM  ypamieHHeM ¢ 0606m,eHHOH  $yHicii,Heft ZIHpaxa.
PemeHHe eToro aH<j>4>epeHii,HOHHoro ypaBHeHHii, ¢ IcpaeBHMH ycaoBHHMH,
PCT OCHOBBHHeM AJISI OHpOiteDieHHH UBCTOTH H $opMH cbho6oahux
KOJlcSaHHfi GaJIKH.
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1. WSTEP

W konstrukcjach technicznych wystepuj? do$¢ czesto belki. Belka moze mie¢ sztywnos$¢
ciagta lub ciggto-dyskretng. Dyskretna sztywnos$¢ belki jest spowodowana lokalng
niejednorodnosci?, geometryczn? lub fizyczn?, i tworzy tzw."przegub"” sprezysty lub
sprezysto-plastyczny. Istoto? cech? mechaniczn? belki o sztywnosci ciggto-dyskretnej jest
nieci?glos¢ k?ta ugiecia tej belki w miejscu przegubu.

Rys.l. Schemat belki o sztywnosci ciagto-dyskretnej
Fig.l. The scheme of a beam with the discrete-continuous stiffness

Klasyczne rozwi?zanie zagadnienia drgan wiasnych belki o sztywnos$ci ci?gto-dyskretoej
polega na "zszywaniu", warunkami ci?gtosci i nieci?glosci, rozwi?zan poszczeg6lnych
odcinkéw belki o sztywnoS$ciach ci?gtych [1], Takie podejscie prowadzi do duzej ilosci
warunkéw brzegowych, co komplikuje matematycznie rozwigzanie problemu brzegowego.
Aby unikngé¢ tych trudno$ci podjeto prébe opracowania prostszej metody rozwigzania
zagadnienia drgan wiasnych belki o sztywnosci ciggto-dyskretne;j.
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2. OPIS METODY

Zjawisko drgan belki o sztywnosci ciggto-dyskretnej (rys.1) jest opisane nastepujacym
réwnaniem rézniczkowym:

MtiaHZ,"*-:0 .0, <»
dx* dt2 U ki dx2 j
gdzie E - modutl Younga materiatu belki,
J - moment bezwtadnoSci przekroju poprzecznego belki,

H - masa belki przypadajaca na jednostke dtugosci,
Kj -sztywno$¢ dyskretna belki,

w=w(x,t) - funkcja ugiecia belki,

0 (x-Xj) - delta Diraca.

Dokonujac w réwnaniu (1) separacji zmiennych, tj. stosujac podstawienie

w(x,t) = W(x) T[t) (2>
otrzymano réwnanie ruchu
T+o0o2r =0 ])
oraz réwnanie amplitud
%\
AV dwA =0, (4)
dxA U Kj dx2 p

gdzie @jest czestoscig drgan belki, natomiast

' o2 5)
\ EJ

Stosujac, w celu rozwigzania réwnania (4), metode Cauchy’ego [2] otrzymano

W = CIShkx + C2ChXx + CjSinXx + C4cosAx +

6
+— Y — — [S/iX(x-x3 + sinX(x-xi)] H(x-x), ®)
2X U Kj dx* * * '

gdzie: H(x-Xj)- funkcja Heavside’a; C,, Q, C3, C4 - state catkowania.
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Problem brzegowy, dla belki (rys.l), jest sformutowany nastepujacymi jednorodnymi

warunkami brzegowymi:

dx

)

Po podstawieniu (6) do (7) otrzymano jednorodny uktad liniowych réwnan algebraicznych,

ktory w zapisie macierzowym ma postac

®)

gdzie X jest wektorem kolumnowym niewiadomych uktadu réwnan (8), natomiast A jest

macierzg charakterystyczng tego uktadu réwnan.
W przypadku n= 1 macierz charakterystyczna przyjmuje postac

ShXl sinXI [Shika-"j+sinM /-*1)]
_Shxl -sinA.l [SIrA.(IHeX) -sink (1 -X))]
2Ki
ShXxl -SMAX, )
ejx

Po wyznaczeniu warto$ci wiasnych z réwnania charakterystycznego

det A =0

i podstawieniu
poczatkowe rozwigzuje sie metodg klasyczna.

ich do (6) otrzymuje sie posta¢ drgan wiasnych belki.

9)

(10)

Zagadnienie
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