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OSOBLIWOŚCI ROZKŁADU PRĘDKOŚCI CIECZY MIĘDZY DWOMA 
POWIERZCHNIAMI CYLINDRYCZNYMI REOMETRÓW W POLACH 

ELEKTROMAGNETYCZNYCH

Streszczenie. Praca przedstawia analizę rozkładu wartości prędkości izotermicznej 
newtonowskiej cieczy dla przepływu między cylindrycznymi powierzchniami reometru 
w polu elektromagnetycznym, w tym polu wraz ze wzrostem liczb Hartmanna i przy 
ustalonej prędkości obrotowej cylindra reometru obserwuje się wzrost wartości 
prędkości cieczy względem prędkości, gdy nie ma pola elektromagnetycznego. 
Świadczy to o dodatkowyfn generowaniu się pola prędkości cieczy w polu 
elektromagnetycznym.

SINGULARITIES OF THE VELOCITY FLUID DISTRIBUTION BETWEEN 
TWO CYLINDRICAL SURFACES OF THE RHEOMETERS IN THE 

ELECTROMAGNETIC FIELDS

Summary. The paper shows the analysis of the fluid velocity distribution of the 
electrically conducting and isothermic Newtonian fluid in the electromagnetic field 
during the flow in the rotational rheometer gap. In that field the increase of Hartmann 
numbers (with the constant stirrer’s angular velocity) mean the increase o f the fluid 
velocity values in compare with the case when is no that field. It means an extra 
generating of the velocity field created only by the electromagnetic field.
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1. WSTĘP

Praca przedstawia analizę bezwymiarowych wartości prędkości cieczy w czasie jej 
przepływu w polu elektromagnetycznym w reometrze rotacyjnym. Zatem istoty a zarazem 
celem rozważań jest wyznaczenie pola prędkości cieczy wywołanego polem 
elektromagnetycznym w reometrze. Według opinii autorów orginalnoścty pracy jest 
wyodrębnienie w sposób analityczny pola prędkości, wywołanego polem 
elektromagnetycznym, od pola prędkości cieczy, wywołanego ruchem cylindra wewnętrznego 
reometru. W  przypadku klasycznym przepływ cieczy jest wywołany ruchem obrotowym 
cylindra wewnętrznego reometru. W pracy uwzględnia się dodatkowo wpływ pola 
elektromagnetycznego na rozkład prędkości cieczy. Uzyskane pole prędkości przepływu 
cieczy jest sumę wartości prędkości wywołanej ruchem obrotowym cylindra reometru i 
wartości prędkości generowanej przez pole elektromagnetyczne. W pracy wykazano, że w 
przypadku braku obrotu cylindra wewnętrznego reometru może występować przepływ cieczy 
pod warunkiem istnienia pola elektromagnetycznego.

Przyjmuje się uproszczenia, polegające na tym, że lepkość dynamiczna cieczy /t w |P a sj 
jest stała i nie zależy od ciśnienia p w [Pa], temperatury T  w [K| i indukcji magnetycznej 
B w [N/Am2]. Ponadto zakłada się niezerowę składowę obwodowę V , = V ł (r) wektora 
prędkości cieczy v [m/s], zależnę tylko od współrzędnej promieniowej r  w [m |. Przyjmuje 
się, że składowa promieniowa Vr i pionowa Vz wektora prędkości cieczy sę pomijalnie 
małe. Schemat reometru rotacyjnego przedstawia ry s .l.

2. PODSTAWOWE RÓWNANIA

Badany przepływ cieczy opisuję równania ruchu, równanie cięgłości i równania Ohma o 
następujęcej postaci [3]:

p Ś!L = div S + JxB , (1)
di

div v = 0, (2)

J  = o (£  + vxB). (3)
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R ys.l. Schemat reometru z ruchomym cylindrem wewnętrznym pracującym w polu
elektromagnetycznym 

F ig .l . Section o f the reometer with the moving internal cylinder working in the
elektromagnetic field

gdzie zwięzki fizyczne pomiędzy współrzędnymi tensora naprężeń a współrzędnymi tensora 
prędkości deformacji s? następujące:

S = 2pT, -  (p + | p  dxv v) 5 W

Współrzędne tensora naprężeń, tensora prędkości deformacji oraz tensora jednostkowego 
przedstawiaj? macierze [3]:

0 . 0 . S V s 1 0 0

II*7 , S = Sr S t Sr , fi = 0 1 0

0 e e T T 0 0 1
zr t* cc zr i* zz

W równaniu (1) iloczyn JxB oznacza siły Lorentza, które opisuj? elektromagnetyczne 
oddziaływania w cieczy. Symbol a to przewodność elektryczna właściwa cieczy w [S/m], 
J - wektor gęstości pr?du elektycznego w [A/m2], B - wektor indukcji magnetycznej w 
[N/Am2]. Wprowadza się następuj?ce założenia upraszcżaj?ce [4]:
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Br * 0, Bę = 0, ß  = 0, (6)

Vr = 0, Vf * 0, Vz = 0, (7)

Jr = 0, J ę = 0, * 0, (8)

gdzie: Jt =  Jz(r) - pionowa składowa wektora J, (pomija się składów? promieniową Jr i 
obwodową J# wektora J), B, =  Br(r) - składowa promieniowa wektora B, (pomija się 
składową obwodową B , i pionową B, wektora B).
Wprowadza się zależności |4]:

' ■ - £  u ' “ * * D - ^  <9)

gdzie: V ,, - bezwymiarowa prędkość cieczy, ü> - prędkość kątowa cylindra reometru w 1l/s], 
U - prędkość obrotowa cylindra reometru w [m/s], R, i Rw - długości promieni cylindrów 
wewnętrznego i zewnętrznego w [m], r, - bezwymiarowa współrzędna promieniowa, Bo 
- charakterystyczna wartość indukcji magnetycznej w [N/Am2], E, - składowa pionowa 
wektora natężenia pola elektrycznego w [V/m], ez - bezwymiarowy wskaźnik natężenia 
prądu elektrycznego. Bezwymiarową zmodyfikowaną liczbę Hartmanna Ha' określa się 
następującym wzorem:

H a ' -  ( R - R J i ,  * > *  (10)

Biorąc pod uwagę założenia upraszczające (6)-(8) i związki (9)-(10) w rówaniach (l)-(3) 
otrzymuje się następującą bezwymiarową postać równania ruchu cieczy:

1 ^ ,  
r, dr,

~  + ( H a 'f  
r,

(11)

gdzie niewiadomą jest funkcja prędkości cieczy Vęi = Vf  (r,) dla 1 <  r, <. <  D,
1 <  D <  + ° ° .  Równania Maxwella z przyjętymi uproszczeniami (6)-(10) w prezentowanym 
modelu są tożsamościowo spełnione.
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W artość prędkości cieczy na powierzchni ruchomego cylindra wewnętrznego jest równa 
wartości prędkości obrotowej cylindra. Natomiast wartość prędkości cieczy na powierzchni 
nieruchomego cylindra zewnętrznego jest równa zeru. Stęd warunki brzegowe dla równania
(11) maję postać [4]:

K1(r1 = 1) = 1, F,(r, = D) = 0 (12)

Rozwiązanie ogólne równania (11) ma postać:

Ft (r,) = CJJr.Ha') * CJL^Ha') + \\r.Ha'), (13)

gdzie: C , , C j - stałe całkowania, V - rozwięzanie szczególne równania różniczkowego 
niejednorodnego (11). Wstawiaj ęc warunki brzegowe (12) do rozwiązania (13) równania (11) 
uzyskuje się układ równań algebraicznych, skęd otrzymuje się stałe C ,, C , :

Cj=— [ i l(D Ha')-V(Ha')Kt(D Ha')+V(D HaIK^Ha■)], (14)
M

>  V(tfa*)/,(Z)-ffa *)-Y iD -H a^H a  *)], (15)

M  -  I^Ha')Kt(D H al-K^H a’)It(D Ha') (16)

W pracy rozpatrywane sę funkcje zmodyfikowane Bessela Ii, K t 1 i 2 rodzaju rzędu 
pierwszego, które maję postać [1]:
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Biorjc pod uwagę wzory (16) i (18) oraz wartości funkcji T-Eulera, tzn. Tr(l)= 0 .5772 , 
Y (2)=0.4228, T (3) =0.9228 rozwiązanie ogólne (13) równania (11) ma postać następującego 
szeregu:

V(r.) -  . .V f r , )  - e Ą - H a *)* -  ♦

(r.H a'f -  ---   (r.Ha')10----------- i (r.Ha')n +
99225 1 9823275 1 1404728325

----------   (r .H a ')1 4 -----------------   (r .H a ')16
2.739220224E+11 6.985011561£+13 1

 ----------  (r^Ha')w ----------------- i------------ ( r f la ' ) 20
2.256158730£+16 1 9.002073330£+18

-  ------------ i----------  (r,H a')n ---------------- i-----------( r H a -y 4 + ... I  (19)
4.348001418£+21 1 2.50010081£+24 1 /

Stałe (14)-(16), wzory (17)-(18) i szereg (19) wykorzystano w analizie numerycznej wzoru
(13), wyrażającego prędkość cieczy.

3. OSOBLIWOŚCI ROZKŁADU PRĘDKOŚCI CIECZY

1) Gdy liczba Hartmanna H a' dąży do zera, to oznacza brak pola elektromagnetycznego. 
Uzyskuje się wtedy następujące granice:

Kt(H a ') -  1, Kt(D-HA") -  1  K ^ H a ' )  -  (20)
D rx

V (//a')  -* 0, V(D H A ') -  0, V(riH a’) -  0 (22)
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Po uwzględnieniu granic (20)-(22) we wzorach (13)-(16) otrzymuje się znany rozkład 
prędkości cieczy ([2] s.888, wzór 19.14):

2) Gdy prędkość obwodowa cylindra wewnętrznego U dąży do zera, to dodatkową wartość 
prędkości cieczy przedstawia wzór:

Przedstawiona granica jest symbolem nieoznaczonym typu 0/0. Po zastosowaniu reguły de 
1’HospitaIa otrzymuje się:

Wzór (25) oznacza, że w przypadku, gdy cylinder wewnętrzny reometni nie porusza się, 
istnieje pewna niezerowa dodatkowa wartość prędkości cieczy wywołana wyłącznie polem 
elektromagnetycznym. Wartość ta będzie przedmiotem dalszych badali. Na rys.2 i rys.3 
krzywa n r.l oznacza znany rozkład prędkości w przypadku, gdy nie ma pola 
elektromagnetycznego (Ha* =  0), a krzywe nr.2,3,4 oznaczają rozkłady wartości prędkości 
cieczy w przepływie w polu elektromagnetycznym (Ha* =  1, Ha* =  2, Ha* =  3) w 
przypadku ruchu obrotowego cylindra reometru.
Rysunek 2 ukazuje rozkłady wartości prędkości cieczy dla wskaźnika natężenia prądu 
elektrycznego e, =  1, natomiast Rysunek 3 dla wskaźnika e* =  2.

4. WNIOSKI

Dla reometrów o typowej bezwymiarowej szerokości szczeliny 1.3 <  D <  1.5 podczas 
przepływu cieczy w polu elektromagnetycznym prawdziwe są następujące wnioski:

Wniosek 1. W przepływie cieczy w obecności pola elektromagnetycznego i przy istnieniu 
ruchu obrotowego cylindra reometru obserwuje się wraz ze wzrostem zmodyfikowanych liczb 
Hartmanna (1 <  Ha* <, 3) wzrost bezwymiarowych wartości prędkości cieczy w po
równaniu z wartościami prędkości dla przepływu bez udziału tego pola (Ha* s  0). Fakt ten 
uzasadnia się wzrostem współczynnika przewodności elektrycznej właściwej cieczy wraz ze 
wzrostem zmodyfikowanej liczby Hartmanna. Wzrost wartości prędkości cieczy, ponad 
wartości uzyskane przez H.Brauera w pracy [2] (krzywa nr 1 na rys.2&3), wywołany jest 
jednoczesnym działaniem pola elektromagnetycznego i ruchem obrotowym cylindra reometru. 
Wartości te nie są wywołane wyłącznie polem elektromagnetycznym.

(23)

(24)

limKf(r) = E ^ R - R ^ y r ^ )  
u-o p

(25)
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Rys.2. Rozkłady bezwymiarowych wartości prędkości cieczy dla parametrów D = 1 .5 , 
e, =  1,0 £  Ha‘ <  3,0 <  r,* ^  1,1 <  r, <  D 

F ig .2. Dimensionless values of the velocity fluid distributions for the parameters D =  1.5, 
e* =  1,0 ^  Ha’ <  3,0 <  r,’ <  1,1 <  r, <  D

Rys.3. Rozkłady bezwymiarowych wartości prędkości cieczy dla parametrów D = 1 .5 , 
e, =  2,0 <  Ha’ ^  3,0 ^  r,* <  1,1 <  r, <  D 

F ig .3. Dimensionless values o f the velocity fluid distributions for the parameters D = 1 .5 , 
e, =  2,0 <  Ha’ ^  3,0 S  r , ' <  1,1 <  r, <  D
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Wniosek 2 . Wzrost bezwymiarowego wskaźnika natężenia pola elektromagnetycznego 
dla 1 <  et <  2 powoduje wzrost bezwymiarowych wartości prędkości cieczy o własnościach 
newtonowskich.

Wniosek 3 . Dla reometrów o szerokości szczeliny 1.3 <  D <  1.7 oraz dla wskaźnika 
natężenia pr^du elektrycznego e, =  2 w przedziale zmodyfikowanych liczb Hartmanna 
1 <  Ha* <  3 pojawia się w obszarze przepływu cieczy pewne ekstremum lokalne wartości 
prędkości cieczy, które ma wartość większy o około 30% od wartości prędkości ruchomego 
cylindra wewnętrznego urządzenia pomiarowego. Fakt ten świadczy o tym, że w tych 
przypadkach dodatkowa wartość prędkości cieczy jest wywołana wyłęcznie siłami Lorentza 
bez udziału ruchu obrotowego cylindra wewnętrznego reometru rotacyjnego.
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