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WIELKIE LINIOWE SYMETRYCZNE ZAGADNIENIA WELASNE
W MECHANICE KONSTRUKCIJI I CHEMII KWANTOWEJ]

Streszczenie. Omoéwiono znaczenie liniowych symetrycznych zagadnien
wiasnych pojawiajacych sie w mechanice konstrukcji i w chemii kwantowej.
Przedstawiono rozne aspekty modelowania rzututhce na rozwigzywanie wielkich
symetrycznych macierzo wych zagadnien wiasnych. Szczegélng uwage zwrécono
na trudnosci wystepujace w praktyce, jak réwniez na obserwowane tendencje w
rozwoju metod obliczeniowych.

LARGE LINEAR SYMMETRIC EIGENPROBLEMS IN MECHANICS
OF STRUCTURES AND QUANTUM CHEMISTRY

Summary. The importance of linear symmetric eigenproblems arising in
mechanics of structures and quantum chemistry have been presented. Various
aspects of modelling, which influence the solution process of large symmetric
matrix eigenproblems are discussed. A special attention has been paid to the
difficulties arising in practice, as well as to the trends observed in developing the
computational methods for eigenproblems.

BEJIHKHE JJHHEfIHbIE CMMMETPMMECKHE COECTBEHHbIE3AM'IH
B MEXAHHKEKOHCTPYKUHTfl Il KBAHTOBOH XMMIJIH

PeaiQMe. B paiioTe npeacTaBJieHO 3naMeime jinHefliilOH cHMerpusecKoft coScTBeH-
HOfi aanaiM b MexaHnne KOHcrpyKimit u kBamoboii xhmmh. UpejcTaB.ieHbi pa3Hbie
acneKThi MoaeliHpoBHHH, Koropne BJwaaioT Ha npouecc peuiHHa bcjihkhx cHMeTpHse-
ckhx MaTpn’iecKiix coScTBemibix 3aaan. CneimajibHoe BHHMaHne oflpauieHO k Tpya-
HOCTbfIM BCTpeiaiomnMca Ha npaKTUxe xax u TeHjieHUHOM b pa3BuaHHH HHClieHHHX
Meron ana coGcTBeimoa 3aaain.

1 WSTEP

Modelowanie wielu zjawisk mechanicznych, takich jak: drgania obiektow, rozchodzenie sie
fal, utrata statecznosci statycznej badz dynamicznej konstrukcji [1], prowadzi w naturalny
sposob do modelu w postaci liniowego zagadnienia wtasnego

Ag = Xq, 1)
w ktérym A jest operatorem (najczesciej jest to operator rézniczkowy czastkowy typu elipty-
cznego), q(x,y,z) jest funkcjag opisujacg stan uktadu, a A - pewnym parametrem zwanym
krytycznym. W mechanice klasycznej zagadnienie takie otrzymuje sie wéwczas, gdy stacjo-
narny model zjawiska (rownania réwnowagi) zawiera obciazenia zalezne od przemieszczen,
jak to ma miejsce w przypadku analizy wyboczenia preta:El " =-X q lub tez gdy niestacjo-
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narny model zjawiska oparty na podstawowych prawach zmiennosci masy, pedu, kretu i
energii uzupetni sie zatozeniem harmonicznosci mchu: Q(t,x,y,z) = q(x,y,z) exp (ifkt).

Liniowe zagadnienie wihasne (1) jest w mechanice klasycznej modelem przyblizonym, co oz-
nacza, ze nawet doktadne rozwigzanie rdwnan (1) prowadzi jedynie do przyblizonego opisu
zjawisk. Mimo to opisuje ono bardzo dobrze szereg waznych zjawisk, takich jak na przyktad
mate drgania konstrukcji wokot potozenia réwnowagi, drgania akustyczne lub utrate statecz-
nosci konstrukcji sprezystych [1],

W chemii kwantowej rola liniowego zagadnienia wiasnego jest duzo wieksza, gdyz podsta-
wowym modelem opisujagcym wiasnosci atomoéw i czasteczek jest stacjonarne réwnanie
Schrédingera [2]

HV=E'F, 2

w ktorym funkcja falowa 'F opisuje stan uktadu czastek, £ jest nieznang energig uktadu,

a'H - operatorem Hamiltona [2], Rozwigzania tego réwnania w postaci par {£, ¥/}
pozwalajg na przewidywanie wiasnosci fizycznych nawet bardzo ztozonych molekut.
Mozliwo$¢ ta jest niezwykle cenna, gdyz pozwala znacznie skréci¢ czas i koszt dosSwiadczen.
Czesto wyniki obli- czen sg doktadniejsze, niz wyniki pomiaréw; mozna tez badac takie
zwigzki, ktore sg trudno rozpuszczalne lub wystepuja w $ladowych ilosciach, co uniemozliwia
analize doswiadczalna.

Celem pracy jest przedstawienie liniowego zagadnienia witasnego jako uzytecznego modelu
mechaniki i chemii. Opisane zostang gtéwne problemy zwigzane z formutowaniem i rozwigzy-
waniem wielkich macierzowych zagadnier wiasnych, jak rowniez prognozy dotyczace rozwia-
zywania takich zagadnien w przysztosci.

2. LINIOWE MACIERZOWE ZAGADNIENIE WELASNE

Zagadnienia (1) lub (2) moga by¢ rozwiagzane analitycznie tylko w prostych (cho¢ czesto
bardzo waznych) przypadkach. Analiza bardziej ztozonych, i zazwyczaj bardziej interesujacych
z praktycznego punktu widzenia zadan, wymaga uzycia metod przyblizonych, opartych na
dyskretyzacji zagadnienia ciggtego poprzez przyblizenie

a(xy,z) = E" <iB,(x,y,2), (3

gdzie: (p; sa nieznanymi wspdtczynnikami rozwiniecia funkcji q lub *F w bazie B. W mecha-
nice klasycznej baze B otrzymuje sie za pomocg metody elementéwskoriczonych (MES)[1,3].
W chemiikwantowej baza ztozona jest ze Scistych rozwigzanréwnania Schrédingera, np.
rozwigzan Hartree-Focka [2], W obu przypadkach ciggte zadanie (1) lub (2) zostaje sprowa-
dzone do zagadnienia macierzowego postaci

K<p = X Mcp 4)
gdzie macierze K, M sg symetryczne, dodatnio potokreslone, rzadkie i majg na ogét duze wy-

miary N. Rozwigzaniem réwnania (4) sg pary wartosci i wektorow wiasnych [X/, cpr}?,, przy
czym wartosci wiasne sg rzeczywiste i nieujemne [3-4],
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Zasadniczg zaletg liniowych macierzowych zagadnien wiasnych, decydujacg o ich przydat-
nosci w praktyce, jest mozliwos¢ uzyskiwania coraz doktadniejszych wynikdéw poprzez popra-
wianie aproksymacji droga uwzglednienia w przyblizeniu (3) wiekszej liczby funkcji bazowych.
Prowadzi to oczywiscie do szybkiego wzrostu wymiaréw zadan. llustruje to ponizsza tabela, w

ktorej podano wymiary N typowych i najwiekszych zadan rozwiazywanych w ciggu ostatnich
szesnastu lat.

Lata 1978 1982 1988 1994

. .. Typowe 500 2,000 10,000 50,000
Mechanika konstrukcji ) Yp

Najwigksze 10,000 15,000 100,000 1,600,000

Typowe 5,000 50,000 100,000 1,000,000

Chemia kwantowa
Najwieksze 100,000 1,000,000 7,000,000 1,000,000,000

Tematyka publikacji dotyczacych zagadnien wiasnych wskazuje, ze tendencja wzrostowa
utrzyma sie rowniez w przysztosci [1-6]. Dowodzi to zardwno adekwatnosci liniowych modeli
(D-(2), jak i duzej skutecznosci metod obliczeniowych.Nalezy jednak pamietac, ze rozwigzy-
wanie tak wielkich zadan wigze sie z wieloma trudnosciami. Zostang one omoéwione ponizej.

3. MECHANIKA KONSTRUKCII

Znaczenie macierzowych zagadnien wiasnych (4) w mechanice konstrukcji wynika z konie-
cznosci wykonywania w przemysle lotniczym, samochodowym i w niektérych dziatach
budownictwa analizy drgan projektowanych obiektdw, tzw. analizy modalnej, polegajacej na
wyznaczeniu pewnej liczby najnizszych czestosci drgan swobodnych oraz odpowiadajacych im
postaci drgan. Mozna to zrobi¢ doswiadczalnie, ale metody numeryczne sg taisze i umozliwia-
ja analize juz na etapie projektowania. Stad wynika bardzo duze zapotrzebowanie na profe-
sjonalne systemy analizy modalnej [3,6],

Liniowe symetryczne zagadnienie wiasne (4) w wielu przypadkach opisuje bardzo doktadnie
modelowane zjawiska. Doktadno$¢ uzyskiwanych rezultatow jest bardzo dobra; pierwsze po-
stacie drgan wyznaczane sg czesto z dokfadnoscig lepszg niz 1%. Uwzglednienie tzw.
tlumienia proporcjonalnego aM +0K pozwala na dalszg poprawe jakosci wynikéw [1,3],

Wyznaczanie czestosci i postaci drgan na podstawie modelu (4) jest z pozoru tatwe. Istnieje
wiele metod obliczeniowych dla symetrycznych zagadnien wiasnych, a MES juz dawno
"zszedt pod strzechy" co wyraza sie duzg liczbg systeméw typu CAD dostepnych na rynku.
Jednak systemy profesjonalne sg kosztowne, a nieprofesjonalne (np. shareware'owe, dostepne
poprzez siec¢ Internet) czesto nie spetniajg oczekiwan. Okazuje sie bowiem, ze wyznaczanie
drgan wiasnych konstrukcji wiaze sie z szeregiem kiopotéw majacych podtoze zaréwno w
modelowaniu, jak i czyms$, co mozna by nazwac "$rodowiskiem obliczeniowym®.

Problemy zwigzane z modelowaniem

Najwazniejszym problemem zwigzanym z modelowaniem jest zte uwarunkowanie najniz-
szych wartos$ci wiasnych, |Kj - Xi|/ IXsr- ki| - 10-12, a wiec tych, ktore sa najwazniejsze w
praktyce. Powodem jest to, ze rownanie (4) aproksymuje nieograniczony operator ciaggty (1):
Xjv-zoo,gdy N —» Oznacza to, ze zwiekszanie doktadnosci wynikow poprzez
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doktadniejszy podziat konstrukcji na elementy skonczone prowadzi do pogorszenia
uwarunkowania naj- nizszych wartosci whasnych, a w efekcie - szybki wzrost kosztu obliczen.

Jeszcze trudniejsza sytuacja wystepuje wéwczas, gdy macierz bezwladnosci M jest
osobliwa, gdyz niezaleznie od wymiaru N wystepujg wtedy nieskoficzone wartosci wtasne. Ma
to miejsce wtedy, gdy model zawiera tzw. bezmasowe stopnie swobody, np. niewazkie
elementy sprezyste. Profesjonalne systemy CAD generujg czesto macierze bezwiadnosci,
ktérych rzad jest rowny 2/3N [3], Powoduje to szereg ktopotdw, z ktoérymi nie wszystkie
metody oblicze- niowe sa w stanie sobie poradzi¢ [1],

Mniejszym problemem jest osobliwos¢ macierzy sztywnosci K, co ma miejsce wtedy, gdy
konstrukcje, np. samolot, statek kosmiczny, sg swobodne. Wystepujg wowczas tzw. sztywne
stopnie swobody, majace zerowe czestosci drgan, w liczbie mniejszej lub réwnej szes¢. Jezeli
nie wiadomo a priori, czy macierz K jest osobliwa, to moga pojawic sie trudnosci z wyborem
whiasciwej strategii obliczen [1],

Jezeli konstrukcja posiada symetrie, to pojawiaja sie wielokrotne wartosci wiasne. Niekt6re
metody rozwigzywania, np. metoda Lanczosa, moga opusci¢ niektére z nich.

Analiza drgan wymuszonych wymaga wyznaczenia postaci drgarn z wewnetrznej czesci spe-
ktrum. Wszystkie znane metody numeryczne sa wowczas co najmniej o rzad wielkosci mniej
efektywne [1],

Problemy statecznos$ci statycznej konstrukcji nastreczajg réwniez wielu ktopotow, gdyz w
zagadnieniach tego rodzaju macierz M jest nieokreslona. Wartosci wtasne sg wéwczas zarow-
no dodatnie, jak i ujemne, przy czym nalezy obliczyé najmniejsza dodatnig warto$¢ wiasna,
odpowiadajaca podstawowej formie utraty statecznosci [1]. Klopot polega na tym, ze przy
rozwigzywaniu takiego zadania nie mozna uzy¢ tzw. transformacji spektralnej w wersji stan-
dardowej [1,3]: X —» p :=1l/(L-cr) .

Problemy zwigzane ze Srodowiskiem obliczeniowym

Bardzo istotnym czynnikiem przy modelowaniu przemystowych zagadnien wiasnych jest
konieczno$¢ uwzglednienia ograniczen narzucanych przez systemy obliczeniowe CAD. Nalezy
bowiem pamieta¢, ze sg one zazwyczaj bardzo kosztowne, (np. 100,000$ - UNIGRAPHICS),
co zmusza do korzystania z nich nawet w przypadku, gdy nalezatoby uzy¢ nieco innego mode-
lu lub (zwtaszcza) innej metody numerycznej. Czynnik ekonomiczny jest tutaj decydujacy.

Trudnoscig zwigzang z ograniczeniami systemowymi jest problem ztego uwarunkowania
macierzy na skutek sztucznego wprowadzania wysokich sztywnosci lub bardzo duzych mas.
Dzieje sie tak wéweczas, gdy usituje sie uwzgledni¢ w modelu pewne wiezy, ktére nie moga
by¢ wprowadzone explicite ze wzgledu na brak takiej mozliwosci w systemie obliczeniowym.
W taki wiasnie sposéb modeluje sie sztywne elementy konstrukcji lub tez uwzglednia wiezy
natozone na ruch niektérych punktow konstrukcji [1,6],

Wielkie zagadnienia wymagaja zastosowania wyspecjalizowanych metod rozwigzywania. W
mechanice dominuje obecnie metoda Lanczosa, ktdra prawie catkowicie wyparta metode itera-
cji podprzestrzennych, uzywang w latach 1970-1990 [3]. Opisane wyzej problemy powodujg
jednak, ze tylko nieliczne zespoty zdotaty opracowaé oprogramowanie spetniajace ostre wa-
runki narzucone przez wymagajacych uzytkownikéw. Przyktadem jest zespo6t firmy Boeing,
ktéry opracowat niezwykle starannie metode Lanczosa [5], Mozna przypuszczaé, ze praca ta
ustanowi rodzaj standardu dotyczacego wymagan stawianych oprogramowaniu profesjonalne-
mu. Za pomocg tego oprogramowania wyznaczono 1000 postaci drgan samolotu, ktérego mo-
del miat wrymiar N=1,600,000. Uzyto do tego celu najwiekszego superkomputera CRAY [6],
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4. CHEMIA KWANTOWA

Jedng z podstawowych metod wyznaczania funkcji falowych ztozonych molekut jest metoda
oddziatywania konfiguracji (Cl), polegajaca na wyborze przyblizenia (3) z funkcjami bazy w
postaci rozwigzan Hartree-Focka [2,4]. W efekcie otrzymuje sie rownanie macierzowe

Hp=E® (5)

ktérego najwazniejszymi cechami sg: bardzo duzy wymiar A , niewielka liczba elementéw nie-
zerowych, ~ 0.01A 2oraz diagonalna dominacja macierzy H, //,, > \Hq\, i=1,...,A [4],
Zazwyczaj nalezy wyznaczy¢ kilka najnizszych wartosci wiasnych. Typowe jest takze wystepo-
wanie tzw. stanéw zdegenerowanych, ktérym odpowiadajg wielokrotne wartosci wiasne.

Macierze H majg zwykle ogromne wymiary, A-106- 109 (sa to najwieksze zadania wiasne
rozwigzywane obecnie). Wynika to z potrzeby mozliwie najdoktadniejszego wyznaczenia ener-
gii badanej molekuty. Z tego powodu macierz H czesto nie jest dana jawnie, ze wzgledu na ol-
brzymiag mimo rzadkosci, liczbe jej elementéw niezerowych (10u i wiecej) [4J; w takich przy-
padkach elementy HL sg obliczane na biezaco, gdy zada tego metoda rozwigzujgca. Zadan tych
nie mozna wiec rozwigzywa¢ za pomocg zadnej z metod, ktéra uzywa macierzy
zmodyfikowanych, jak np. metoda Lanczosa; dopuszczalne jest jedynie mnozenie macierzy
przez wektor. Do rozwigzywania takich zadan mozna uzy¢ wylacznie metod czysto
iteracyjnych, takich jak najwazniejsza w chemii kwantowej metoda Davidsona [4], Dla tego
typu zadan jest ona przy tym znacznie lepsza niz metoda Lanczosa [3,4], Metoda Davidsona
ma jednak kiopoty, gdy elementy diagonalne rdznig sie tylko nieznacznie, jak réwniez
woéweczas, gdy nie sg znane wystarczajgco doktadne przyblizenia poczatkowe wektorow
wiasnych o [7],

Ostatnio pojawiaja sie problemy, w ktérych nalezy wyznaczy¢ bardzo wiele stanow wzbu-
dzonych, np. 10,000 [8], Rozwigzanie zagadnien tego typu lezy na razie poza zasiegiem aktu-
alnie dostepnych superkomputeréw, jak réwniez istniejagcych metod obliczeniowych.

Warto jeszcze wspomnie¢, ze przydatno$¢ metody Davidsona w zadaniach mechaniki kons-
trukcji jest ograniczona, co wigze sie z tym, ze macierze generowane za pomocg MES-u nie sg
na og6t diagonalnie dominujace [7].

5.PROGNOZY DOTYCZACE ROZWIAZYWANIA ZAGADNIEN WLASNYCH

Obie gtéwne metody rozwigzywania zagadnien wiasnych, Lanczosa i Davidsong posiadaja
nieusuwalne ograniczenia: metoda Lanczosa musi uzywac rozktadu tréjkatnego macierzy, a za
pomoca metody Davidsona nie mozna znalez¢ zbyt wielu funkcji falowych. Zachodzi wiec
pytanie, jakie metody beda uzywane w przysztosci do rozwigzywania wielkich zagadnien
wiasnych ?

Wskazéwka moze by¢ przyktad podany przez jednego z twdrcéw oprogramowania w firmie
Boeing, Horsta Simona [9], Oszacowat on, ze pod koniec stulecia bedzie sie rozwigzywaé
uktady réwnan liniowych o wymiarach N~5,000,000,000. Najlepsza metoda uzywajaca rozkta-
du tréjkatnego macierzy musiataby prowadzi¢ obliczenia przez ok. 500,000 lat, podczas gdy
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metoda iteracyjna... 600 sekund ! Nawet jesli przy rozwigzywaniu zagadnieh wiasnych dyspro-
porcje nie bylyby tak gigantyczne, to i tak przewaga metod iteracyjnych jest oczywista.

Wydaje sie wiec, ze moze nadej$¢ okres dominacji metod czysto iteracyjnych, takich jak
opracowana przez autora niniejszego artykutu metoda dwufazowa [7], ktéra pozwolita m.in.
wyznaczy¢ (przy uzyciu superkomputera CRAY Y-MP) dwie postacie wtasne zadania 0 wy-
miarze N=8,000,000 [10], jak rowniez 1000 funkcji falowych pewnego zadania chemii kwan-
towej o wymiarze N=10,000. Wydaje sie, ze metode dwufazowa bedzie mozna zastosowac
do rozwigzywania takich zadan, ktdre nie moga by¢ rozwigzywane za pomocg metod Lan-
czosa lub Davidsona.

6. PODSUMOWANIE

Model symetryczny liniowy nie zaspokaja oczywiscie wszystkich potrzeb mechaniki. Istnieje
wiele zagadnien, ktére sg z natury niesymetryczne badz nieliniowe. Nalezy do nich np. zagad-
nienie sterowania modalnego wielkich konstrukcji przestrzennych [1], Zadania takie stanowig
silny bodziec dla rozwijania efektywnych metod rozwigzywania wielkich niesymetrycznych za-
gadnien wiasnych. Bardziej ztozone zagadnienia niestatecznosci statycznej lub dynamicznej
konstrukcji wymagajg uzycia modelu nieliniowego. Jednak nawet wéwczas model liniowy sy-
metryczny (4) znajduje zastosowanie jako model pomocniczy [11], W symulacyjnej analizie
aeroelastycznej jako modelu konstrukcji uzywa sie niemal wytacznie réwnan modalnych [12],

Liniowe symetryczne zagadnienie wilasne, chociaz stanowi tylko waska klase modeli fizycz-
nych, jest niezwykle wazne w praktyce. Mogtoby sie wprawdzie wydawacé, ze w sytuacji, gdy
mozliwosci obliczeniowe pozwalajg na analize ztozonych modeli nieliniowych, liniowe zagad-
nienie wiasne straci swoje dawne znaczenie. Tak sie jednak nie stato, co wiecej, obserwuje sie
wzrost wysitkow zmierzajacych do efektywnego rozwigzywania wielkich zagadnien witasnych.
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