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NAPREZENIA CIEPLNE W MODELU OSIOWO-SYMETRYCZNYM
POLACZENIA TARCZY KOLOWEJ Z INKLUZJA PIERSCIENIOWA

Streszczenie. W pracy przedstawiono badania stanu naprezenia wywotanego
obcigzeniem cieplnym inkluzji pierécieniowej w tarczy kotowej. Materiatem
tarczy byta zywica epoksydowa, a inkluzji stop aluminium.

W badaniach stosowano metode termoelastooptyczng oraz prowadzono
obliczenia metoda elementéw skoriczonych. Przedstawiono wnioski dotyczace
charakteru naprezefh w obszarze pofaczenia inkluzji z tarczg kotowa.

THERMAL STRESSES IN THE MODEL OF THE RING INCLUSION
IN THE CIRCULAR PLATE

Summary. An investigation of thermal stresses that appear around the ring
inclusion in the circular plate made of photoelastic material Araldite B is des-
cribed. The inclusion was made of aluminium alloy-Dural. The effect of ther-
mal load was experimentally studied by means of photothermoelasticity. The
results of experimental investigations have been compared with the results of
theoretical investigations and numerical computations with the help of FEM
model.
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1. WSTEP
Zagadnienie analizy naprezen cieplnych w elementach ptaskich i ztozonych z czesci

wykonanych z materiatdw o réznigcych sie whasciwosciach byto rozpatrywane w pracach
[1-3]. We wczesniejszych badaniach do$wiadczalnych stosowano czesto metode termoela-
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stooptyczng przeswietlania Swiattem spolaryzowanym modeli ptaskich podlegajacych
obcigzeniom cieplnym. W przypadkach badania modeli bardzo cienkich mozna przyjac¢,
ze wyznaczone rzedy izochrom okre$lajag wartosci réznic naprezen gtownych, ktore to
naprezenia nie zmieniajg zarowno wartosci jak i kierunkdw w punktach znajdujacych sie
na tej samej prostej prostopadtej do ptaszczyzny srodkowej modelu.

W przypadkach elementow ptaskich o grubosciach wigkszych, tj. poréwnywalnych z
rozmiarami gabarytowymi w plaszczyznie $rodkowej modelu oraz w szczeg6lnosci z
promieniami krzywizn powierzchni granicznych modelu nalezy wzigé¢ pod uwage mozliwos¢
pojawienia sie standw naprezenia o charakterze przestrzennym w obszarach w poblizu
inkluzji. Ten fakt nalezy uwzglednia¢ w analizie naprezen cieplnych w uktadach ztozonych
z czedci wykonanych z materiatéw o réznych wiasnosciach fizycznych.

W pracy podjeto probe oceny wymienionych stanéw naprezenia w przypadku inkluzji
pierscieniowej potaczonej nieroztgcznie z tarcza kotowa. Odpowiedni model tej inkluzji
nadaje sie dobrze zarowno do badan eksperymentalnych metoda termoelastooptyczng, jak
i do realizacji obliczen metodg elementow skonczonych.

2. MODEL

W analizie stanu odksztatcenia i naprezenia rozpatrywanego przypadku modelu
osiowo-symetrycznego uktadu inkluzji pierécieniowej w tarczy kotowej przyjeto uktad
wspotrzednych walcowych r, tp, z, w ktérym 0$ z pokrywata sie z osig symetrii modelu.
Na rys.l przedstawiono przekroj osiowy modelu skiadajacego sie z tarczy kotowej 2 i
inkluzji pierscieniowej 1 wraz z zaznaczonymi rozmiarami og6lnymi. Charakterystyki

wiasnosci  mechanicznych i cieplnych zastosowanych materiatdw modelowych
przedstawiono w tabl.l.

Tablica 1
Charakterystyki wtasnosci mechanicznych i cieplnych materiatbw modelowych

Charakterystyka meteriatowa Materiat

MAT1 MAT2

Dural Araldin B
Modut sprezystosci wzdtuznej E [MPa] 72090 3770
Wspo6tczynnik Poissona v 0.335 0.367
Wspdiczynnik przewodzenia ciepta A [W/mK] 165 0.2
Ciepto witasciwe cp [J/kg K] 673 1050
Gestos¢ p [kg/m3] 2650 1200
Wspétczynnik rozszerzalnosci liniowej cieplnej 0.0000236 0.00006

fl [K 1]
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Przyjeto, ze inkluzja jest nieroztacznie potgczona z tarczg Sciankami cylindrycznymi o
promieniu b. Zaktada sie rowniez, ze w poczatkowej temperaturze odniesienia TOw
uktadzie inkluzja-tarcza nie wystepuja naprezenia.

a =5 mm, b = 10 mm, ¢ = 50 mm, h = 10 mm

Rys.l. Przekr6j osiowy modelu
Fig.l. Axial section of the model

Ze wzgledu na zatozenie osiowej symetrii temperatura Tg, sktadowe przemieszczenia
u iw, oraz naprezenia a,, arazi rn sg zalezne od wspo6trzednych r iz oraz czasu t.

W rozwazaniach teoretycznych przyjeto trzy warianty A, B i C modeli, ktére
scharakteryzowano nastepujaco:

A - model tarczowy oparty na zatozeniu, ze wystepuje w nim plaski stan naprezenia
okreslony naprezeniami aria, (0z=0, rn =),

B - model osiowo-symetryczny znajdujacy sie w ptaskim stanie odksztatcenia (ez =
0. yrz = 0),

C - model osiowo-symetryczny przestrzenny, w ktérym na wszystkich zewnetrznych

$ciankach granicznych nie ma obciazern mechanicznych, na $ciankach ptaskich az
= 0irn = 0, na $ciankach cylindrycznych a, = 0irre= 0.

Model A odpowiada przypadkowi ptaskiego stanu naprezenia w cienkiej tarczy o
grubosci h -* 0. Model B moze odpowiada¢ sytuacji, w ktorej nie wystepuja
przemieszczenia w w kierunku osi z; bedzie to rura o ograniczonej swobodzie
przemieszczen przekrojow poprzecznych. Wreszcie model C jest najbardziej zblizony do
rozpatrywanego badanego modelu potaczenia inkluzji z tarczg kotowg o grubosci h.

3. BADANIA DOSWIADCZALNE

W badaniach do$wiadczalnych wyznaczano efekty dwoéjtomnosci wymuszonej w
tarczy 2 modelu (rys.l), przy prze$wietlaniu $wiattem spolaryzowanym w uktadzie
optycznym specjalnego zestawu filtrow, ktéry umozliwiatréwnoczesngrejestracje izochrom
o rzedach catkowitych i potéwkowych. Model posiadat ostony z polimetakrylanu metylu
zapobiegajace wymianie ciepta ptaskich $cianek modelu z otoczeniem.

Obcigzenie cieplne modelu bylo przytozone do wewnetrznej walcowej $cianki
pierscienia za pos$rednictwem grzatki zasilanej pragdem elektrycznym regulowanym za
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pomocag uktadu sterowanego komputerem.

Temperature w wybranych punktach modelu mierzono termoelementami oraz
okreslano jej rozktad na powierzchni modelu metodg termowizyjna.

Pomiary utamkowych rzedéw izochrom wykonywano kompensatorem liniowym firmy
Photoelastic. Podczas badania rejestrowano izochromy za pomocg kamery telewizyjnej i

aparatu fotograficznego. Na rys.2 przedstawiono przyktadowo uktad izochrom w czasie
360s od poczatku obcigzenia cieplnego.

Rys.2. Rozktad izochrom w modelu dla r= 360 s
Fig.2. Photothermoelastic stress pattern for the model r= 360 s

4. OBLICZENIA NUMERYCZNE

W analizie odksztatcen i naprezen cieplnych wykonywano obliczenia numeryczne
metodg elementéw skonczonych (MES) zaréwno dla stanéw stacjonarnych, jak i
niestacjonarnych. W stanie stacjonarnym przyjmowano ustalony réwnomierny przyrost
temperatury AT = Tk - Tg. W stanie niestacjonarnym zaktadano na zewnetrznej
cylindrycznej Sciance inkluzji wymiane ciepta zgodnie z warunkiem brzegowym trzeciego
rodzaju przy danym wspotczynniku przejmowania ciepta a =100 W/mXK, okreslonym
uprzednio doswiadczalnie. Dla pozostatych scianek modelu przyjeto warunek doskonatej
izolacji (a = 0). Jako warunek poczatkowy przyjeto, ze w chwili poczatkowej rOw kazdym
punkcie modelu wystepuje stata temperatura poczatkowa TO= 20°C i nie ma naprezen
ani odksztatcen wstepnych. Przyjeto ponadto Tk = 50°C. W obliczeniach stosowano
programy dla ptaskiego stanu naprezenia odpowiadajgce tarczcowemu modelowi A oraz

programy dla osiowo-symetrycznego zagadnienia przestrzennego dla modeli w wariantach
BicC.
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5. ANALIZA WYNIKOW BADAN

W celu poréwnawczej oceny wynikéw uzyskanych metodg elementéw skonczonych oraz
badan doswiadczalnych wykorzystano zaleznosci oparte na zwigzkach wynikajacych z teorii
sprezystosci odpowiednio przystosowanych do rozpatrywanego tu problemu osiowo-
symetrycznego.

Dla modelu wersji A przyjeto, ze model sktada sie z dwoch cienkich pierscieni 112, z
ktorych pierscien 1 posiada promienie a ib, a pierscien 2 - promienie b ic.

Na podstawie rozwigzania zagadnienia Lamego mozna uzyska¢ dla réwnomiernej
zmiany temperatury AT wzdr na naprezenie normalne a, wystepujgce na granicy
potaczenia pierScieni:

£,(pj-p,)ATr
1
az+h2 | E\(b2+c2, (1)
b2-a2 1 E\c 2-b2

gdzie: Elt E2- moduty sprezystosci wzdtuznej odpowiednio materiatdw pierScienia
1 (MAT1) itarczy 2 (MAT?2),
Vi, V2- wspoétczynniki Poissona,
B,, B2 - wspoétczynniki rozszerzalnosci liniowej.

Znajac a mozna obliczy¢ naprezenia promieniowe a, i obwodowe a, odpowiednio ze
wzoréw:

i 2
o = b24 b 20 @)
b2-a2 b2-a2
w pierScieniu 1,
b2a . bo
a, = i-— ©)
r2 2-p2 1+£L

w tarczy 2.
W celu wykorzystania wzorow (1), (2) i (3) do analizy ptaskiego stanu
odksztatcenia wystepujagcego w modelu B nalezy we wzorze (1) w miejsce wystepujacych

tam statych materiatowych podstawié: zamiast Ej wyrazenie r
I-vf

, zamiast v2 -

wyrazenie — — oraz zamiast Bi wyrazenie 13(1 = ol), gdzie i = 1,2. Nastepnie
I-v.
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naprezenia normalne an i aii obliczamy odpowiednio ze wzoréw (2) i (3), podstawiajac
w nich wyznaczone naprezenie a oraz cr = ania, = d,.
Naprezenie osiowe an wyznaczamy z zaleznosci:

°zi = v,<crd +0tf)-£:iPIAT7’ w

dla i = 1, 2 odpowiednio w pierscieniu 1i tarczy 2.

W typowych badaniach doswiadczalnych ptaskiego stanu naprezenia metoda
elastooptyczng wykorzystuje sie przesSwietlanie na wskro$ modelu ptaskiego. Wyznaczony
w badaniach tych rzad izochromy m okresla réznice naprezen gidwnych zgodnie ze
wzorem:

gdzie: Ka - elastooptyczna stata materiatowa,
h - grubo$¢ modelu,
aj, a2- naprezenia normalne gtéwne.

Wz6ér (5) dotyczy przypadku réwnomiernego rozktadu naprezeri wzdtuz grubosci
modelu.

W badaniach termoelastooptycznych w przypadku zmieniajacych sie wzdtuz grubosci
modelu naprezen wzgledne przesunigcie fazowe spolaryzowanych sktadowych promieni
przechodzacych przez model réwna sie sumie przesunie¢ wywotanych przez stan
naprezenia w poszczegélnych warstewkach modelu.

Przy zatozeniu, ze w poszczeg6lnych punktach lezacych na przechodzacym przez model
wzdtuz prostej rownolegtej do osi z promieniu $wiatta monochromatycznego kierunki
wtornych naprezen gtéwnych a,' w a2’ punktach modelu nie zmieniajg sie, mozna wyrazi¢
warto$¢ m rzedu izochromy wzorem:

m = rgJO(ai~a2)dz (6)

W interpretacji wynikéw pomiaréw elastooptycznych mozna zastosowac zaleznos¢
(5) przy zatozeniu, ze wartosci a, i a2odpowiadajg Srednim wartosciom a ji a 2naprezen
normalnych gtéwnych, wyznaczonym wzdtuz normalnej do powierzchni modelu, tj.: al =
ajiaz= o 2 _ _

Na rys.3 przedstawiono wykresy funkcji a,- i a j- a 2obliczonych odpowiednio dla
wariantow A i C modeli teoretycznych oraz zaznaczono kétkami warto$ci uzyskane na
podstawie pomiaréw elastooptycznych.

Na rys.4 przedstawiono wykresy zaleznosci o; od z przy granicy potaczenia tarczy z
inkluzjg (patrz, rys.l) dla réznych czaséw t d poczatku obcigzenia cieplnego oraz dla
stanu stacjonarnego odpowiadajgcego AT = 30°C.
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dr-a,

0, -0,
[MPaJ

Rys.3. Wykresy (oj -aj i(o0oj- oj wfunkcji (r-b) odpowiednio dla wariantu
A i C oraz wyniki badan elastooptycznych
Fig.3. Curves of (al *0j and (o te a J asthe functions of (r - b)
and photothermoelastic results

[»*1

Rys.4.Rozktady naprezen o/t) w funkcji z
Fig.4. Distributions of stresses o/ t) as the function of z

6. WNIOSKI

Przeprowadzone badania naprezen cieplnych w modelach potgczenia inkluzji
pierscieniowej z tarczg kotowga wskazujg na wystgpienie koncentracji naprezen na granicy
potaczenia. W szczegdlnosci w przekroju $rodkowym (z=0) modelu C naprezenia az
0siggajg znaczne wartosci.

Badania dosSwiadczalne naprezen metodg elastooptyczng dajg wyniki zgodne z
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obliczeniami numerycznymi dla modelu C i wyjasniajg fakt lokalnego wptywu potaczenia
pier$cienia inkluzji i tarczy ze wzgledu na réznice wspdtczynnikow rozszerzalnosci cieplnej
materiatow tych elementébw. W obszarze potaczenia wystepuje przestrzenny stan
naprezenia, ktéry nalezy uwzgledni¢ przy interpretacji  wynikéw badan
termoelastooptycznych.

Wyznaczone w tym obszarze wartosci rzedéw izochrom okreélajg $rednig warto$¢
bezwzgledng réznicy naprezeh ali o# ktére zmieniajg sie wzdtuz grubosci modelu. W
pewnej odlegtosci od granicy potgczenia inkluzji z tarcza przestrzenny stan naprezenia
zanika i stan naprezenia mozna traktowac jako ptaski.
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