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PROMIENIOWANIE CIEPLA W MEDIUM ROZPRASZAJACYM;
ROWNANIA CALKOWE | KONCEPCJA ICH DYSKRETYZACIJI

Streszczenie. W artykule wyprowadzono roéwnania catkowe promieniowania ciepta w
tréjwymiarowym os$rodku absorbujacy, emitujgcym i rozpraszajacym promieniowanie ciep-
Ine. O$rodek jest otoczony nieizotermicznymi $ciankami. Pole temperatury osrodka moze
by¢ dowolne. W odréznieniu od sformutowar klasycznych wyprowadzone réwnania nie
zawierajg catek objetosciowych. Analize przeprowadzono dla ciat szarych, pokazano uo-
golnienie na przypadek osrodka i $cian nieszarych. Zaproponowano sposéb dyskretyzacji
uzyskanych rownan z wykorzystaniem metody elementéw brzegowych.

HEAT RADIATION IN SCATTERING MEDIA; INTEGRAL EQUATION
AND A CONCEPTION OF THEIR DISCRETIZATION

Summary. Integral equations governing 3D heat radiation in absorbing, emitting and

scattering medium are derived. The medium is bounded by nonisothermal, gray walls of
arbitrary temperature. The temperature distribution within the medium is also arbitrary.
As opposed to classic formulations, the equations do not contain volume integrals. The
analysis concerns the case of gray, isotropically scattering medium. The extension to
more realistic case of nongray, anisotropically scattering medium is proposed. A method
of discretization of the derived equations is described. The technique is based on the
boundary element method i.e. local interpolation and nodal collocation.

WARMESTRAHLUNG IN ABSORBIERENDEN, EMITTIERENDEN
UND ZERSTREUENDEN MEDIUM; INTEGRALGLEICHUNGEN
UND KONZEPT DEREN DISKRETISIERUNG

Zusammenfassung. Integralgleichungen der Wérmestrahlung in einem absorbierenden,
emittierenden und zerstreuenden Medium wurden hergeleitet. Das Medium ist umgeben
von nichtisothermischen, grauen Wanden. Die Temperatur des Mediums ist beliebig. Diese
Gleichungen, in Gegensatz zu den klassischen Formulierungen, enthalten keine Volume-
nintegrale. Die Analyse wurde auf den Fall der isotropen Zerstreuung und eines grauen
Mediums beschrenkt. Eine Erweiterungung aus nicht graue Koérper und anisotrope Zers-
treuung wurde gezeigt. Eine Methode der Diskretisierung der Integralgleichungen wurde
vorgeschlagen. Diese Technik beruht auf der Randelementmethode d.h. lokaler Interpola-
tion und Knotenkollokation.
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1.  WSTEP

Transport ciepta w komorach spalania, piecach przemystowych itp. odbywa sie gtdwnie
poprzez promieniowanie. Powstata bryta spalin moze by¢, w przypadku paliw gazowych i
ciektych, traktowana jak osrodek absorbujgco-emitujacy. Obecno$¢ czasteczek ciat statych
w spalinach powstatych w wyniku spalania paliw statych powoduje, ze w modelu trans-
portu promieniowania nalezy dodatkowo uwzglednié rozpraszanie.

Metody rozwigzywania zadan promieniowania w o$rodkach nierozpraszajacych sg sto-
sunkowo dobrze poznane. Najbardziej efektywne metody rozwigzywania takich zadan na-
lezg do grupy technik strefowych. Techniki te moga by¢, jak pokazano w [1], interpreto-
wane jako rézne warianty metody wazonych reszt. Metody te nie byty dotagd stosowane do
zagadnien promieniowania w obecnosci rozpraszania. Niniejsza praca jest probg rozszerze-
nia metody elementéw brzegowych, nalezacej do grupy metod strefowych, na przypadek
medium, ktore nie tylko absorbuje i emituje energie radiacyjna, ale takze jg rozprasza.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W celu uproszczenia terminologii zaktada sie, ze oSrodek, w ktérym nastepuje transport
energii radiacyjnej jest bryta gazowg otoczong nieprzezroczystymi $ciankami. Zadanie roz-
wigzuje sie przy nastepujacych zatozeniach:

e o$rodek znajduje sie w rownowadze termodynamicznej;

e §ciany otaczajace promieniujaca bryte gazowg emitujg i odbijajg promieniowanie
w sposob dyfuzyjny i mogg by¢ traktowane jak ciato szare. Rozktad temperatury
$cianek jest dowolny, lecz znany;

e bryta gazowa jest oSrodkiem szarym. Gaz emituje, absorbuje i rozprasza energie

radiacyjng. Rozpraszanie ma charakter izotropowy. Rozklad temperatury w bryle
jest dowolny, lecz znany.

Poszukuje sie rozktadu radiacyjnych strumieni ciepta na $ciankach otaczajacych bryte
gazowg oraz rozktadu radiacyjnych zrodet ciepta w bryle gazowej.

3. ROWNANIE TRANSPORTU PROMIENIOWANIA

Rdéwnanie transportu promieniowania wzdtuz biegu promienia poruszajgcego sie od
punktu r do punktu p ma postac [2]:

= a(P){h[Tm()]- r (P fi)}+a,(p)7'(p,fl) + i *(«,n)/*(P,n)dfT

gdzie: 7*(p,ft) - intensywno$é promieniowania w punkcie p, doptywajgcego z kierunkuv}/i
(linia taczaca punkty r i p), p - biezacy punkt, a- wspotczynnik absorpcji promieniowa-
nia, dLrp - rézniczkowa diugos$¢ drogi promienia biegngcego od punktu r do punktu p,
h - intensywnos$¢ promieniowania ciata doskonale czarnego, Tm - temperatura medium,
a, - wspétczynnik rozpraszania, dfi' - elementarny kat brytowy. $ - funkcja fazowa. Dla
zatozonego izotropowego rozpraszania i> = 1. Catkowanie w ostatnim cztonie wzoru (1)
obejmuje peiny kat brytowy.
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Rownanie (1) moze by¢ scatkowane formalnie wzdtuz biegu promienia, co daje inten-
sywnos$¢ promieniowania padajacego na punkt p z kierunku fi

7(p,fl) = r(r,n)r(r,p)+ [ R{rYK(THT(r\p)dLrr{r’)1 2
Jo

gdzie: /°(r, fl) - intensywnos$¢ promieniowania wysytanego z punktu r w kierunku ft, k
- wspodtczynnik ekstynkcji k = a + &,, catkowanie w ostatnim cztonie wzoru (2) prze-
biega wzdtuz biegu promienia od punktu r do punktu p. r i R oznaczajg odpowiednio
transmisyjnos¢ i funkcje zrédta. Funkcje te zdefiniowane sg jako:

r(r,p) = exp i- k(rdLrp(r") 3

Dla $cian szarych, emitujagcych i odbijajacych promieniowanie w sposéb dyfuzyjny,
intensywnos$¢ promieniowania wysyfanego z punktu r w kierunku fl mozna wyrazi¢ jako

r(nn)=1fetlr(N]+i-"pr(r)}, ®)

gdzie: qT - radiacyjny strumien ciepta (gestos¢ strumienia energii radiacyjnej absorbo-
wanej netto przez elementarng powierzchnie $cianki), et - gesto$¢ emisji ciata doskonale
czarnego, e- emisyjnos¢ scianki, T - temperatura Scianki.

Rownania bilansu energii radiacyjnej zapisanego dla elementarnej powierzchni $cianki
otaczajacej bryte gazowg ma posta¢:

ar(p) = e(p)JEZT){ ¢ M- h[T(P)]}cos*.dii, ©)

gdzie: 4, kat pomiedzy kierunkiem promienia padajacego na punkt p a normalng w tym
punkcie. Catkowanie obejmuje kat brytowy 2t.

Elementarny kat brytowy dfl wyraza sie poprzez elementarng powierzchnie $cianki dS
jako

dii = SEIM 3£>, @)
Ir —pl

gdzie |r—p| oznacza odlegtos¢ pomiedzy punktami r ip, za$ frjest kagtem zawartym
pomiedzy kierunkiem promienia opuszczajgcego punkt r a normalng w tympunkcie.

Po wykorzystaniu dyfuzyjnego charakteru promieniowania emitowanego z punktu p i
uwzglednieniu réwnan (2,5,7) rdwnanie bilansu (6) przeksztatca sie do postaci:

ar(p) + e{p)eh[T{p)} = i(p)~letfr(N]+ "~ 7~ ¢ r(r)|T(r,p)A:(r,p)d5(r)

+ «(p)if R(r)fe(r)r(r, p)dirp(r) K(r,p)ds(r), (8)

gdzie przez K oznaczono znang funkcje geometrii

reinl cos”cqs 9p fQ.
~(r'p)- jrir—pp
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Jesli znane sg wiasnosci materiatowe (o, k,<rs,e) oraz temperatura $cianki i medium,
zalezno$¢ (8) jest rownaniem catkowym o dwoéch niewiadomych funkcjach: qTi R. Roz-
ktad radiacyjnego strumienia ciepta qT poszukiwany jest tylko na Sciankach otaczajgcych
bryte gazowa. Przebieg funkcji zrédta R poszukiwany jest w catym wnetrzu bryty. Doda-
tkowe réwnanie zamykajace uktad rownan powstaje z rownania (4), definiujgcego funkcje
zrodta. Po uwzglednieniu zaleznosci (2,5,7) i wykorzystaniu izotropii promieniowania emi-
towanego z punktu r otrzymuje sie:

*F<»> T Cpl+ A It L r(l+ 2~ ()3 r(,,p)A rr(r.p>iS(,)
s 0P Ja -R(k(r'M rp)d.trp(r) ~r(r,p)dS(r), (10)
4*(p)
gdzie
7 £ \ (11)

Rozwiazanie réwnan (8)i (10) daje rozktady: radiacyjnego strumienia ciepta nascian-
kach orazfunkcji zrodta w catej objetosci osrodka. Znajomos$¢ tych funkcji pozwala z kolei
wyznaczy¢ wielko$¢ zwang radiacyjnym Zrédtem ciepta i zdefiniowang jako ilo$¢ energii
radiacyjnej absorbowanej netto przez jednostkowg objeto$¢ gazu. Wielko$¢ ta, oznaczana
przez q[, wystepuje w rownaniach konwekcyjnego transportu energii w gazie, gdzie petni
role cztonu zrédtowego. Wyznaczenie wartosci q[ jest wiec niezbedne, jesli pole tempe-
ratury wewnatrz bryty nie jest znane z pomiardw. Wielkos$¢ radiacyjnego Zrddta ciepta
wyznacza sie z bilansu elementarnej objetosci bryty gazowe;.

EP)=<@ / {/*'(P,n) - h[TniP)]} dfi (12)

Postepujac podobnie jak w przypadku wyprowadzenia rownania (10), otrzymuje sie
zaleznos$¢

?1(p) + A4a(p)e6[rm(p)] = a(p)”febT(N]+~ ~ 2r(r)Jr(r,p)/ir(r,p)d5(r)

H m R (r')fe(ryr(rp)dim(r) tfr(r,p)ds(r) (13)
S

W odréznieniu od réwnan catkowych (8) i (10), ktore sa uwiktane ze wzgledu na
niewiadome funkcje gr i R, réwnanie (13) jest jawne ze wzgledu na poszukiwang wydajnos¢
radiacyjnych zrodet ciepta qu.

Nalezy podkresli¢, ze uzyskane w pracy réwnania, w odréznieniu od klasycznych sfor-
mutowan, nie zawierajg catek objetoSciowych pochodzacych od promieniowania osrodka.
Catki objetosciowe udato sie zastapi¢ catkami powierzchniowymi z catek wzdtuz biegu pro-
mienia. Ta z pozoru niewielka zmiana pocigga za sobg powazne konsekwencje na etapie
dyskretyzacji réwnan catkowych, co zostanie blizej oméwione w nastepnym punkcie.
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4. DYSKRETYZACIJA

Proponowana technika dyskretyzacji rownan catkowych (8),(10),(13) polega na uzyciu
metody elementéw brzegowych. Technika ta potwierdzita swojg efektywno$¢ przy roz-
wigzywaniu zadan promieniowania w o$rodkach emitujgco-absorbujgcych [1].

Pierwszym krokiem metody jest podziat catego brzegu obszaru na roztgczne podob-
szary (elementy brzegowe). W kazdym elemencie obiera sie wezty, w ktérych beda poszu-
kiwane wartosci niewiadomych funkcji. Wewnatrz elementéw aproksymuje sie, za pomoca
funkcji ksztattu, rozktady: emisji ciata doskonale czarnego et oraz radiacyjnego strumienia
ciepta gr. Podobnie jak w metodzie elementéw skoriczonych, funkcje te sg stowarzyszonymi
z weztami danego elementu wielomianami niskich rzedéw, znikajacymi poza danym ele-
mentem. Wewnatrz elementu funkcja ksztattu przyjmuje warto$¢ 1, w wezle z ktérym jest
stowarzyszona, natomiast zeruje sie we wszystkich pozostatych weztach elementu. Podob-
ne funkcje ksztattu uzywane sg do aproksymacji ksztattu kazdego z elementow. Pozwala
to na rzutowanie elementéw na kwadrat lub tréjkat jednostkowy.

Dyskretyzacja rownan (8),(10),(13) wymaga, opr6cz wyznaczenia catek po powierzchni
$cian otaczajacych bryte gazu, obliczenia dwu typow catek wzdtuz linii biegu promienia.
Calki te wyznaczy¢ mozna w sposéb pétanalityczny. Proponowana procedura wymaga
podziatu catego obszaru na elementy objetosciowe (elementy skoriczone). Podziat ten moze
by¢ niezalezny od podziatu powierzchni Scian. Przy zatozeniu statosSci temperatury, funk-
cji zrodta i wihasciwosci materiatowych wewnatrz kazdego z elementéw objetosciowych,
odpowiednie catki wyrazajg sie jako:

N
t(r,p) = exp j- jf  fe(r)dLmp(r) =exp g s x« (14

i—

pr
/ R(r)fe(r)r(r', p)dErp(r') = E Riexp E [l -exp(—M.)I> O5)
Jo =l j=.+1

gdzie: fc, - wspotczynnik ekstynkcji w i-tej komérce objetosciowej, R, - warto$é funkcji
zrédta w tej komorce, d, - dtugosé drogi promienia wewnatrz i-tej komoérki, N - liczba

komérek, ktére przecina promien biegngcy z punktu I do P.

Jak tatwo zauwazy¢, dla wyliczenia catek liniowych wystarczy zna¢ dtugoéci d,. Szcze-
g6lnie tatwo jest wyznaczy¢ te wielko$ci w przypadku, gdy podziatu bryty gazowej na
elementy objetoSciowe dokonuje si¢ poprzez poprowadzenie ptaszczyzn réwnolegtych do
osi uktadu wspétrzednych ortokartezjanskich. W tym przypadku mozna skorzysta¢ z al-
gorytmu opracowanego dla oSrodka emitujgco - absorbujacego [l]

Finalny uktad réwnan algebraicznych otrzymuje si¢ stosujac metode kollokacji w wez-
tach, na ktérych opiera sie aproksymacja funkcji ej i T [réwnanie (8)] oraz aproksymacja
funkcji R i gl [rownania (10) i (12)].

Dyskretyzacja rownan (8),(10),(13) prowadzi do trzech ukfaddéw réwnan algebraicz-
nych:

Aeb(T) +Bgqr+ CR =0 (16)
De6(r) + Eeb(Tm)+ Fqr+ GR = 0 a7
<i+ He*(T) + lei(rm)+Jg,+ KR =0, (18)

gdzie wektory eb(T), et(Tm),qr,R, q(j zawieraja wartosci weztowe odpowiednio: emisji
ciata czarnego o temperaturze $cianki, emisji ciata czarnego otemperaturze gazu, radiacyj-
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nego strumienia ciepta na $ciance, funkcji zrédfa i radiacyjnego zrédta ciepta. Réwnania
(16,17, 18) stanowig zdyskretyzowane wersje rownan odpowiednio: (8,10,13).

Macierze A ,B,D,F,H ,J sg wynikiem promieniowania $cian. Aby wyznaczy¢ wspoétczyn-
niki tych macierzy nalezy numerycznie obliczy¢ catki powierzchniowe po elementach brze-
gowych. Obliczenie funkcji podcatkowej wymaga w tym przypadku obliczenia jader (9) lub
(11) oraz catek liniowych (14). Wymaga to $ledzenia pewnej liczby promieni biegnacych
miedzy weztem kollokacji a punktami weztowymi kwadratur.

Macierze C,E,G,l,K wynikajg z promieniowania bryty gazowej, przy czym macierze
E,l sg diagonalne i ich obliczenie jest trywialne. Macierze C,G,K sg macierzami petnymi.
W klasycznym sformutowaniu obliczane sa one poprzez dyskretyzacje catek objetoscio-
wych, co jest procedurg o rzad wielkosci bardziej czasochtonng niz dyskretyzacja catek
powierzchniowych.

Zaproponowane wersje rownan catkowych pozwalajg na zastgpienie catkowania po
objetosci catkowaniem po powierzchni écian. Obliczenie funkcji podcatkowej wymaga przy
tym wyznaczenia wartosci jader (9) lub (11) oraz catek liniowych (15). Korzystng cecha
zaproponowanej procedury dyskretyzacji jest fakt, ze wspoétczynniki macierzy C,G,K
wyznacza sie poprzez $ledzenie tych samych promieni, ktére sg $ledzone przy obliczaniu
macierzy A ,B,D ,F,H,J. Oznacza to, ze wspdlczynnki macierzy C,G ,K otrzymuje sie pra-
ktycznie "za darmo”. Poniewaz w sformutowaniu klasycznym obliczanie wspotczynnikow
tych macierzy pochtania najwiecej czasu, korzy$¢ z zaproponowanej metody rozwigzywa-
nia jest oczywista.

taczne rozwigzanie réwnan (16) i (17) daje nieznane wartosci radiacyjnych strumieni
ciepta w weztach potozonych na brzegu obszaru oraz wartosci funkcji zrodta w punktach
wewnatrz obszaru. Znajac powyzsze wielkosci, tatwo z rownania (18) obliczy¢ wartosci
radiacyjnych Zrddet ciepta.

Wspdtczynniki uktadéw réwnan (16-18) obliczane sa za pomocg kwadratur Gaussa.
Jak pokazuje doswiadczenie, klasyczna posta¢ kwadratur Gaussa daje wyniki obarczone
znacznym btedem. Problem ten znalazt rozwigzanie stosunkowo niedawno [1], kiedy to
udato sie przenie$¢ na grunt promieniowania metode catkowania numerycznego opraco-
wang dla metody elementéw brzegowych. Opisana technika catkowania numerycznego
polega na uzyciu oszacowania btedu kwadratury do sterowania rozmieszczeniem punk-
tow Gaussa wewnatrz danego elementu brzegowego, przeksztatconego w kwadrat jedno-
stkowy. Analiza numeryczna pokazuje, ze btad kwadratury jest funkcja dwu zmiennych:
minimalnej odlegtosci punktu kollokacji od danego elementu i rzedu kwadratury Gaussa.
Oszacowanie mozna uzyska¢ a priori, a punktem wyjscia jest fakt, ze funkcja podcatkowa
A'(r, p) zachowuje sie asymptotycznie jak odwrotno$¢ kwadratu odlegto$ci pomiedzy pu-
nktami r i p. Do sterowania rozmieszczeniem punktéw Gaussa stosuje sie metode doboru
rzedu kwadratury, potgczong z podziatem obszaru catkowania na podobszary. Technike te
zaczerpnieto z klasycznej wersji metody elementow brzegowych [3] i zastosowano z suk-
cesem do obliczen radiacyjnej wymiany ciepta w obecnosci medium przezroczystego [4, 5]
oraz absorbujgco emitujgcego [1],

Pewne trudnosci pojawiaja sie w przypadku, gdy punkt kollokacji nalezy do eleme-
ntu, po ktérym dokonuje sie catkowania. Odpowiednie catki sg wtedy osobliwe i nie moga
by¢é wyznaczone poprzez zwykte kwadratury. Sytuacja upraszcza sie w przypadku, gdy
rozwazany element jest ptaski, bowiem fizyczna interpretacja podpowiada, ze odpowied-
nia catka musi znika¢. Wynika to z faktu, ze ptaski element nie moze opromieniowywac
sam siebie. Tak jest jednak tylko w przypadku, gdy punkt kollokacji nie lezy na krawedzi
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lub narozniku ciata. Jesli punkt kollokacji lezy w miejscu nieciagtosci normalnej do brzegu
obszaru, fizyczna interpretacja catki osobliwej nie moze by¢ stosowana. Trudno$¢ te mozna
omina¢ odsuwajac punkty kollokacji od krawedzi i wierzchotkéw, podobnie jak to sie czyni
w przypadku elementéw niedopasowanych (nonconforming elements). Odpowiednia pro-
cedura zostata juz opracowana dla potrzeb promieniowania w o$rodkach przezroczystych
[4, 5] i, niezaleznie, dla klasycznych zastosowan metody elementéw brzegowych. Warto
wspomnieé, ze procedura ta zapewnia, w odréznieniu od klasycznej wersji techniki eleme-
ntow niedopasowanych, ciggto$¢ pola temperatury na krawedziach i w narozach.

5. MOZLIWE ROZSZERZENIA MODELU

Przedstawione réwnania opisujg radiacyjny transport energii w o$rodku optycznie
czynnym. Przy wyprowadzaniu réwnan uwzgledniono wszystkie mechanizmy interakcji
pomiedzy medium a falg elektromagnetyczng. Staboscig przedstawionego modelu jest nie-
zbyt realistyczne zatozenie, ze rozpatrywany osrodek zachowuje sie jak gaz szary. W rze-
czywistosci, na skutek efektow kwantowych, absorpcja i emisja gazu zalezy w duzym
stopniu od dtugosci fali promieniowania. Gaz jest optycznie aktywny w pewnych pasmach
widma, podczas gdy w pozostatlych pasmach zachowuje sie jak medium przezroczyste.
Innym dyskusyjnym zatozeniem jest przyjecie, ze rozpraszanie promieniowania ma chara-
kter izotropowy.

5.1. Model pasmowy

Zatozenie o szarym charakterze promieniowania gazu tatwo jest oming¢ opisujac wia-
snosci absorpcyjne gazu za pomocag modelu pasmowego. Model ten dzieli cale widmo
promieniowania na pasma, w ktérych gaz posiada state, cho¢ ré6zne w kazdym z pasm,
wiasnosci optyczne a, k, tr3. W pozostatych przedziatach widma tzw. oknach, gaz traktuje
sie jak przezroczysty. Stosowanie modelu pasmowego wymaga sformutowania i rozwigzania
réwnan promieniowania w kazdym z pasm i okien. Stosowana procedura jest analogiczna
do opisanej w [1],

5.2. Anizotropia rozpraszania

Anizotropia rozpraszania objawia sie zaleznoscig funkcji fazowej $ od kata fi', pod
jakim pada promien i kata il promienia rozproszonego. W wyniku takiego charakteru
funkcji fazowej funkcja zrédta R jest nie tylko funkcjg potozenia p, ale zalezy takze od
kata. Aby moc oddaé zalezno$¢ funkcji zrodta od kata, mozna zastosowac technike analo-
giczng do metod strumieniowych. Technika ta polega na podziale catego kata petnego na
pewng liczbe przedziatbw. W kazdym z takich przedziatéw katowych zaktada sie nieza-
lezno$¢ funkeji zrédta od kata. Warto$¢ funkcji zrédta w kazdym z przedziatow traktuje
sie nastepnie jak niewiadoma.

Inna, jak sie wydaje, bardziej elegancka metoda jest rozwiniecie funkcji Zrédta w szereg
harmonik sferycznych i poszukiwanie wspotczynnikéw tego rozwinigcia. Metoda ta ma
uzasadnienie fizyczne (7). Z teorii rozpraszania promieniowania elektromagnetycznego,
opracowanej przez Mie, wynika bowiem, ze funkcja fazowa moze by¢ przedstawiona jako
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wazona suma iloczynéw harmonik sferycznych Sk kata padania i rozpraszania.
M e
<t{n,n’) =Y ,p sk{n')sk(ii), (19)
k=0

gdzie P - znane wspotczynniki.
Nieznane wspdétczynniki rozwiniecia funkcji zrodta w harmoniki sferyczne otrzymuje
sie poréwnujgc wspotczynniki przy tych samych funkcjach sferycznych w rownaniu (10).

Praca powstata w ramach grantu 3 P404 015 07 finansowanego przez Komitet Badan
Naukowych.
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