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MODELOWANIE STANU ZGIfCIOWEGO | TARCZOWEGO
PLYT ZARYSOWANYCH

Streszczenie. W pracy sformutowano réwnania rézniczkowe zarysowanych piyt w
stanie zgieciowym i tarczowym, uzywajac wariacyjnej metody typy Lagrange’a.
Nastepnie wykorzystujgc otrzymane rownania pola wraz ze stowarzyszonymi
warunkami brzegowymi wyprowadzono globalne réwnania rézniczkowe ptyty i tarczy
w klasie dwywymiarowych wektorowych funkcji uogélnionych. W modelu
uwzgledniono efekt nieciagtosci wektora uogélnionych deformacji spowodowanych
pojawieniem sie rysy.

MODELLING OF BENDING AND PLANE STRESS STATE
OF CRACKED PLATES

Summary. In this paper the differential equation of the cracked plates, using the
classical variational method of Lagrange is worked out. The displacements equations
with boundary conditions and compatibility conditions in the crack are obtained. The
total differential equations in the class of the two-dimensional general vector functions
is shown. In this model the effect of discontinuity general deformation vector into
account is taken.

MOZIHJLHPOBAHHE H3rHBOi"0 H ZIHCKOrO CQCTOHHHH
ZIIH riJIHThl C TPEIH,MHAMH

PShomp. B paboTe bbgupho OTfcjepeHi~HajibHoe ypaBHGHHP
3apHCOB3HHOfi flIUHTBI H3rti6orC H /IHCKOrO COCTOSTHHfl HCnujlb3yq
KJiaccMuecKHft BapHSi“oHHhtfi npnHU,Hn THna JlbarpaHra. FlojiyiiGHO
ypaBHCHHe nojifl zui« iijihth h ¢jHcica bmbctp ¢ oTHocHTeJibHbiMH
H3py KIIHMK H HHyTpPHHHMH 6eperOBUMH yCJIOBIIKMH B TpeiH,HHe.
RpezcTaBJieHO BalJiOBoe ¢H<|>fepfiHii,HaibHOO ypaBHeHHe » a jihth h
iHCKa B Kliacce £ByXMepHHX O0DO6II,8HHNX BeKTOpHHX 4,yHKU,HH. D MOaOjlH
npHHQTO bo BHHM8Hne offPKT npepuBHOCTH BeKTopa ae”™.opwau,H
BH3BaHHHfl BO3HHKHOBeHHPM TpGigHH.
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1. WSTEP

Najwazniejszy cechy ptyt zelbetowych jest ich niejednorodnosé, czyli defekty wywotane
rysami. Uwzglednienie tych defektdw w modelu ptyty, w formie zapisu kontynualnego,
znieksztatca koncowy  wynik rozwigzania, uzyskiwany z reguty metodami przyblizonymi
(sumowanie btedéw zatozenia i rozwigzanie). Konieczne wydaje sie zatem takie doktadne
zatozeniowe formutowanie zadania, aby mozliwy biad, tatwy do kontrolowania, powstat
jedynie w fazie rozwigzania. Praca niniejsza wychodzi naprzeciw tym tezom, modelujac
konstrukcje ptyt w sposéb S$cisty za pomocy funkcji uogdélnionych. Przyjecie do opisu
zjawisk zarysowania funkcji opartych na teorii dystrybucji Schwartza, pozwolito na Scisty
opis obserwowanych doswiadczalnie defektéw nieciggtosci uogolnionych deformacji
konstrukcji. W dalszej czesci pracy obowigzuja zatozenia klasycznej teorii dystrybucji [1],
Istotne dla zrozumienia opisu w dalszych rozwazaniach bedg dystrybucje uogdlnione 6-Diraca
0 danej gestosci skoncentrowanej na krzywej A e R2 o nastepujacych wiasnosciach:

< TSA<p> = fAﬁ(x)<$(x)dA, gdzie X = (xIrr2). (1)

Rozpatruje sie dowolng ptyte w rozseparowanym stanie zgieciowym i tarczowym, z
og6lnymi warunkami brzegowymi oraz dowolnym obcigzeniem. Celem zwiekszenia
przejrzystosci zapisu matematycznego zatozono istnienie w obszarze ptyty 0 pojedynczej
rysy O, i fij, z brzegiem 30, i SOj. Na brzegu A cosinusy kierunkowe normalnej zewnetrznej

dla obszaréw O, i O2rdznig sie znakiem. Przyjety model tatwo uog6lni¢ na dowolbna liczbe
krzywych A.

Rys. 1. Schemat opisu ptyty z rysy A
Fig. 1. Scheme of plate with crack A
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2. STAN ZGIECIOWY

Rozwigzywac bedziemy nieciggte zadanie wariacyjne catki powierzchniowej opisujace
réznice pracy sit wewnetrznych UB wyrazong przez znane wzory teorii sprezystosci
liniowej w zalezno$ci moment-krzywizna-ugiecie M = M(x(w)> i zewnetrznych p(x)w:

Aww)] =[jU /piiW m - P(x)w)dd, @

gdzie: D - jest sztywnoscig ptyty zarysowanej, M - wektorem momentéw, a x(*) - krzywizng
w funkcji drugiej pochodnej ugie¢ w.

Poszukujemy ekstremali funkcjonatu (2) na zbiorze dopuszczalnych wartosci ugiecia
w(x, , Xj) w obszarze fi, przy zatozeniu jednego zatamania dzielagcego ten obszar na dwa
podobszary fi, i fi, (rys. 1).

Przyjeto, ze poszukiwana funkcja nalezy do klasy funkcji w € C°(fi) D C*(ft/A) (dla
x e A funkcja w’(x) ma nieciggtosc).

Warunkiem koniecznym na to, by w byto rzeczywistym ugieciem ptyty, jest zerowanie
sie pierwszej wariancji funkcjonatu (2). Catkujac, zgodnie ze znanym wzorem Greena przez
czesci, mozna przedstawi¢ catke powierzchniowa jako sume catek powierzchniowej i
krzywoliniowej. Wykorzystujgc dalej zaleznos¢ M = M(x)(w)), mozna po prostych
przeksztatceniach otrzymac¢ réwnanie rézniczkowe ptyty w stanie zgieciowym:

jrefijufi, 3)

oraz stowarzyszone z nim kombinacje podstawowych warunkéw brzegowych:
=0 Vw" =0, M(w)=0VJ -0 (4)
i warunkow zgodnosci w rysie:

rKWIA =0, [M(w)]a =0, (5)

gdzie M i V sg nastepujacymi operatorami rézniczkowymi:

(6)
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Tutaj [.]* oznacza réznice prawostronnej i lewostronnej granicy wyrazenia w nawiasie na
krzywej A, a k przedstawia krzywizne w danym punkcie krzywej A.

Zatézmy, ze prawo fizyczne rzadzace defektem i opisujgce skok pierwszej pochodnej
ugiecia przy przejsciu przez krzywg A przedstawione jest wyrazeniem:

3w (@) = r(x), reA”Aj, z warunkiem ~(A,) = ~(Ai) =0, )
dn 4% a? as

gdzie: r(x) jest gestoscig defektu ciggtego dla * ¢ AjAj, tzn. uogd6lniong na przypadek rysy
wewnetrznej, co fatwo udowodni¢. Oznacza to przyjecie na pozostatej czesci krzywej A

warunku [d—]A:O dla ziA”MAj.. Druga cze$¢ warunku (7) zapewnia znikanie w
n

rozwigzaniu cztonéw 6(x - A)) i 6(x - A2, co wynika z sensu fizycznego zadania, tzn.
zatozenia o skonczonych warto$ciach momentéw wewnetrznych w ptycie. Cztony typu 5(x)
wprowadzajg w rozwigzaniu zbyt mocne osobliwosci logarytmiczne juz w drugich
pochodnych fynkcji ugie¢ w(x). Zwiagzki (5) i (7) uzupetniajg w istotny sposéb definicje
defektu w ptycie zelbetowej.

Przeksztatcajagc (3) oraz wykorzystujac relacje (1) i (4) - (7) otrzymano réwnanie
rézniczkowe ugiecia w(x) w klasie funkcji uogélnionych:

<AAW,<p> = [Ny (X), 4>y ( [vwV((p)+M(vv)-"-V'(w)<p-~3/(<p)ldit +
\u / on on

* jian)M{x)dA " (v-h<ply (8)

Zapisujac réwnanie (8) w postaci funkcjonatowej z wykorzystaniem dystrybucji delta-O
otrzymano podobnie jak w pracy |2] wynikowe, globalne réwnanie rézniczkowe plyty
zarysowanej, ktéra zawiera w sobie komplet warunkéw brzegowych zewnetrznych oraz
spetnia warunek graniczny w rysie:

a a
AAW = ~p(X)+M(rfx)6K) - -~-+(I-v)- *  +K— "
Dp() (rfx) on ( )aisf’\dsdn ds Mau)

F(A#(W)63) - ~ 8 » ) - V(w)8m. 9)



Modelowanie stanu zgieciowego 231

3. STAN TARCZOWY

Zatozono, ze podstawowe réwnania pola sktadajgce sie z réwnan rownowagi, zwiyzkow
geometrycznych i zwigzkéw fizycznych sy dane i przyjete w znanej postaci z teorii
sprezystosci. Podobnie jak dla stanu zgieciowego poszukiwaé bedziemy ekstremali
funkcjonatu energii odksztatcenia Us w zaleznosci od wektora przemieszczenia u(x):

Au(x))] = foU/u(x))dQ - jHx)u(x)dQ - fAu~rddai, (10)

gdzie b(x) oznacza sity masowe. Przyjeto poszukiwany funkcje w obszarze u e CX(fi/A) (dla
x e A funkcja u(x) ma nieciggtosc).

Wykonujyc catkowanie catki powierzchniowej przez czesci, podobnie jak dla stanu
zgieciowego i wykorzystujgc zwiyzki naprezenie-odkszicenie-przemieszczenie S-E-u po
prostych przeksztatceniach otrzymano réwnanie rézniczkowe ptyty w stanie tarczowym:

Nicy + AN -~ —grad div) u(x) + b(x) =0, (11)
X+2\i

oraz stowarzyszone z nim warunki brzegowe:
JP(UX) =p(x), dla xeQjuQj, (12)
i warunki zgodnos$ci w rysie:
[A«(*))JA =0, xeAjAj. (,3>
Tutaj X i n sy statymi Lame’, za$ P jest operatorem napigcia powierzchniowego:

K) = P(V X+A2|6I div)()n, (14)

gdzie: 1 jest tensorem jednostkowym a n oznacza wektor normalny zewnetrzny do dii.
Podobnie jak dla stanu momentowego zatozono prawo rozwierania sie rysy, opisujyce skok
wektora przemieszczenia przy przejsciu przez krzywy A:

zZ wuvn*iemj&(A,) = = 0. (15)
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Tutaj g(x) jest gestoscig defektu, cigglg dla dla pozostatej krzywej A zachodzi

warunek [u]_" = 0, dla xtt*A2. Podobnie jak dla warunkéw (7) zaleznosci (15) w istotny
sposob okreslajg definicje defektu w ptastkim stanie naprezenia dla tarczy zelbetowej.

Wykorzystujac analogiczne operacje matematyczne jak przy réwnaniu (8), tzn.
wykorzystujac (1) i (11)-(15) otrzymano réwnanie rozniczkowe wektora przemieszczenia u(x)
dla ptaskiego stanu naprezenia w klasie funkcji uogolnionych:

+ 3'x"2~ 8rad = iJux)P{e).{p(x) -
- P{u(x)<flddil + [ n g(x)P(e)dA. (16)
JA A,

Wynikowe, globalne réwnanie rézniczkowe tarczy zarysowanej (16) zapisane w postaci
funkcjonatu z dystrybucjg delta-6, zawierajagce w sobie komplet warunkéw brzegowych
zewnetrznych oraz warunek graniczny w rysie przedstawiono nastepujgco:

Tutaj b(x) przyjeto w postaci b(x) = -P(u(x))8dd"

4. SPRZEZENIE STANOW TARCZOWEGO | ZGIECIOWEGO

Zatozenie okre$lajace wielko$¢ skoku pierwszej pochodnej funkcji ugiecia w(x) oraz
wektora przemieszczenia u(x) potwierdzone zostato doswiadczeniem (por. [3]). Gestosc
defektu uzalezniono od momentu normalnego na rysie N,, dla stanu zgieciowego oraz wektora
napiecia normalnego N dla stanu tarczowego:

fix) =A*) ~fx)3(Afnixmx))]A x €A \ («)

Tutaj f° opisuje uog6lnione deformacje trwate w rysie, a f*S(MO0, N) deformacje
sprezyste.

Wystepowanie momentéw i napie¢ w rysie wynika z wystepowania w niej zbrojenia, ktore
przenosi sity wewnetrzne konstrukcji. Wspotczynnik f wyznacza sie z badan lub z ogdlnej
teorii rys w zelbecie. Uzyskano w ten sposéb poprzez ryse sprzezenie stanéw zgieciowego
i tarczowego.
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W dalszych rozwazaniach wykorzystano funkcje podstawowg Greena spetniajacg rownanie
AAF(x) = fi(x) w nastepujacej postaci:

G{¥) = -J-|*H|In-i-,  [*[=(*J) + (19)
8x x|

Funkcja G(x) jest zwyklg funkcja z pochodymi dowolnego rzedu i biharmoniczng dla
x * 0, a osobliwg w puncie x = 0.

Wykorzystujgc definicje splotu i funkcje Greena spetniajgca réwnanie, otrzymano
rozwiazanie rownan (9) i (17) w formie ukladu silnie osobliwych, sprzezonych réwnan
rézniczkowo-catkowych:

wix) =+ /N (yJG M) NM» (y)NMNyJrMAIMAGOTjO) dAy+
f [yMV(CKxM)~(y)mG (x™M)hlif(*"))N-V(My))Gix~]ddQ (20)
7 dn dn r
«(*) = JfAnAJ_[gt(y)+g1(y)3(Afm>N)]F’(G(X>y))dA+

iJIA(G(xjMu(y)-m]-G<xjbfP(u(y))-p(y)vVddQ, (21)

Tutaj catki krzywoliniowe po brzegu A mozna interpretowa¢ jako pewnego rodzaju
obcigzenie zewnetrzne modelujgce defekt. Mozna wykaza¢ 14], ze dla stanu zgieciowego sg
to bimomenty normalne do rysy, powodujace skok kata obrotu w rysie, a dla stanu
tarczowego dipole normalne i styczne pary sit przytozone na jej brzegach. Dziatajace
obcigzenie jest samozréwnowazone i nie powoduje przyrostu obcigzenia zewnetrznego
konstrukcji.

Otrzymany uktad réwnan rézniczkowo-catkowych (20) i (21) opisuje w sposéb Scisty
matematyczny model zarysowanej ptyty zelbetowej ze sprzezonymi poprzez ryse stanami
zgieciowym i tarczowym. W rozwigzaniu tym uwzgledniono nieciggto$¢ uogodlnionej
deformacji w miejscu zarysowania, zapewniajac jednoczesnie ciggto$¢ uogélnionego wektora
napie¢ przy przejsciu przez krzywa A. Tak skonstruowany model postuzy do rozwigzania
ptyty zarysowanej metoda elementéw brzegowych.
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