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M O D E L O W A N I E  D R G A Ń  U K Ł A D U  R O Z R Z Ą D U  P O J A Z D U  M E T O D Ą  
M A C I E R Z O W Y C H  G R A F Ó W  H Y B R Y D O W Y C H

Streszczenie . W  p racy  p rzedstaw iono  sposób o dw zo ro w an ia  zdysk re tyzow an eg o  m odelu 
fenom enolog icznego  m echanizm u rozrządu pojazdu w  m ac ie rz o w y  g ra f  h yb ryd o w y  (m gh). 
D o k o n an o  algebra izacji teg o  grafu i zap isano fo rm u ły  w yznaczan ia  ró w n ań  ruchu  m odelu  oraz 
jeg o  zespo lonych  ch arak terystyk  dynam icznych.

M O D E L L I N G  O F  V I B R A T IO N  O F  C A M S H A F T  D R I V E  S Y S T E M  B Y  M E A N S  O F  
M A T R I X  H Y B R I D  G R A P H S

Sum m ary. In  this paper a m ethod o f  the transform ation o f  a d iscrete  m echan ical m odel o f  a 
cam shaft d rive  system  into  the  m atrix  hybrid graph (m hg) has been presented. T h e  algebra ic 
expression o f  the equations o f  m o tion  o f  the system  and the algebra ical expressions o f  the 
d ynam ica l characteristics o f  the cam shaft d rive  system  have been w o rk e d  out.

MOZtEJIHPOBAHHE KQJIEBAHHft PACIIPE2IEJIHTEJI bHOrO 
M EXAHH3MA IIOE3Z1A M ET020M  MGH

P p ^ t im p . B  p a 6 c r re  i tp e z tc T a B t ie H o  c n o c o S  b o c i i p o h s b g c t p h h h
z t H c x p e T H o r o  $  P H O M P H o r H U H o r o  M o a e x a  p a c n p e z t e t i H T e i b H o r o  

M P x a H H 3 M a  b  M a T p H U H s f t  K y 6 p H z t o B H H f i  r p a $  (m g h ). n o t i y i i e H O  

a t i b r e 6 p a H 3 a i i , H D '  3 T o r o  r p a $ a  ■ h  y c s i O B H H  o n p e a e s i e H H H  y p a B H e H H f t  

A B H S C e H H H  M O Z t e i H .

1. W P R O W A D Z E N I E

W  p raca ch  [1 ,2 ] p rzedstaw iono podstaw y form alne i a lg o rytm y p ostęp ow an ia  przy 

m o d e lo w an iu  drgań u k ła d ó w  m echan icznych m etodą m ac ie rzo w ych  g ra fó w  h yb ryd o w ych  (m g h ). 

M e to d a  ta  służy do  badan ia  drgań zdyskre tyzow anych , p łask ich  i p rzestrzennych m odeli uk ładó w ,
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p o d d a n ych  w zb ud zen iom  k inem atyczn ym  i dynam icznym . U m o ż liw ia  ona za ró w n o  sym boliczne 

g e n e ro w a n ie  ró ż n icz k o w ych  ró w n ań  ruchu, ja k  i w yznaczan ie  w szys tk ich  m o ż liw ych  

ch a ra k te rys tyk  dyn am icznych  uk ładu .

T o k  p o s tę p o w an ia  w  p rzypadku  zastosow an ia  m etody m gh w ym aga :

1. P o n u m e ro w a n ia  w  ko le jno śc i: n e lem en tów  ine rcy jnych  (o d  1 d o  n ), k  w ym u szeń  

k in e m atycz n ych  (o d  n+1 do  n+ k), m  e lem en tów  sprężysto  - th im ie n io w ych  (o d  n+k+1 do 

n+ k+ m ) i w  w ym u sz eń  dynam icznych  (o d  n+k+m+1 do n+ k+m + w),

2 . O d w z o ro w a n ia  e lem en tó w  ine rcy jnych  { E }  w  b ierne k raw ędz ie  { 2X }  mgh, czyli:

K B , ) - , * , ,  gdzie Ej e { e }, 2*i e { 2X ) ,  ¡ = 1,2 n

3. O d w z o ro w a n ia  w ym u szeń  k inem atycznych  { E }  w  czynne k raw ędz ie  { 2X }  m gh, czyli:

f ( E i ) = 2x i, g d z ie E |e {E } ,  2Xj e { 2X } ,  i = n + l,n  + 2 n + k ,

4. O d w z o ro w a n ia  e lem en tó w  sprężysto  - th im ien iow ych  { E }  w  b ierne c ię c iw y  { 2X }  m gh, czy li:

f ( E j ) = 2X j, gdzie E j  s { e } ,  2x, e { 2X } ,  i = n + k  + l , n  + k +  2 , . . . ,n +  k +  m ,

5. O d w z o ro w a n ia  w ym u sz eń  dynam icznych  { E }  w  czynne c ię c iw y  { 2X }  m gh, czy li:

f ( E , ) = 2X j, gdz ie  E j  e { E } ,  2xt e { 2X } ,  i = n + k  + m  + l ,n  + k +  m + 2,. . . .n  + k + m  + w ,

6. O d z o ro w a n ia  re lac ji incyd enc ji e lem en tów  uk ładu  ( e ^ E ^  w  k raw ęd z ie  sprzężen ia 22Xj e { 2x }  

m gh, czy li:

* « * • * ) ) ) - n * j i.

gdz ie :
ą , E j  e { e } , 22Xj e { 2X } ,  ( , i j ,  „ i j j ,  ,Xjj) e 3X ,

( E j . E j )  - je s t  e lem entem  re lac ji incyd enc ji fiz yka ln ych  e lem en tów  m odelu,

3X - zb ió r relacji incydencji mgh,

i = n + k + l  n + k + m  n + k + m + w,

j = l ,2  n, n + 1 n + k,

7. O b c iąż e n ia  m gh p aram etram i fizyka lnym i i g eom etrycznym i m odelu  uk ładu ,

8. Z a lg e b ra iz o w a n ia  m gh na  p od staw ie  defin icji zasady m ac ie rz o w ych  k o n tu ró w  sp rzężonych  i 

m ac ie rz o w y ch  o d c ię ć  sp rzężonych, czy li:

i S i + I j S , . ^  = 0, 
k 0
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o
A + E A ł - o .°  I

gdzie:

k = 1,2,...,n - indeksy gałęzi d rzew a  { x }  mgh, incydentnych  przez k raw ęd z ie  sprzężenia k ,i z

c ię c iw ą  i,

i = n + l ,n  + 2 n+ m  - indeksy c ię c iw  p rzec iw d rzew a  mgh,

9. U tw o rz e n ia  ana litycznych  fo rm u ł p oszuk iw anych  rozw iązań .

W  p racach  [1 ,2 ] w ykazan o , że m gh zdyskre tyzow anego  m odelu uk ładu  m echan icznego m oże 

z a w ie ra ć  ty lk o  cz tery  rodzaje  n iezależnych, m ac ie rzo w ych  k o n tu ró w  sprzężonych, ja k  to  

p okazano  n a  r y s . l .

N a  r y s . l  oznaczono  przez:

1,2,3,4,5 - k raw ęd z ie  mgh, reprezentu jące  e lem enty inercyjne m odelu uk ładu  m echan icznego,

6 - k ra w ę d ź  mgh, reprezen tu jącą w zbudzen ie k inem atyczne m odelu uk ładu  m echan icznego,

7 ,8 ,9  - k ra w ę d z ie  m gh, reprezentu jące e lem enty sprężysto - tlum ien iow e  m odelu  uk ładu ,

10 - k ra w ę d ź  m gh, rep rezen tu jącą w zbudzen ie  dynam iczne m odelu  uk ładu  m echan icznego, 

T u .T i io .T w .T ^ i .T w .T i , »  - w a g i k raw ędz i sprzężenia mgh.

U tw o rz e n ie  zbioru n iezależnych k o n tu ró w  sprzężonych, g enero w anych  przez c ię c iw y  i nałożenie 

na siebie e lem en tó w  grafu o  iden tycznych  num erach, p row ad z i do u tw o rzen ia  pełnego  mgh

8 9

r

R y s . l .  N iezależne, m ac ie rzo w e  kon tu ry  sprzężone m gh 

F ig . l .  Independent m atrix  coupled  outlines o f  the m atrix  hybrid  graph
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m o d e lu  u k ład u  m echan icznego. T a k  o trzym any mgh, po je g o  za lg eb ra izo w an iu , dostarcza 

m a c ie rz o w y c h  fo rm u ł, rep rezen tu jących  ró w n an ia  ruchu, ja k  ró w n ież  ch a rak te rys tyk i dynam iczne 

u k ład u .

2. M A C I E R Z O W Y  G R A F  H Y B R Y D O W Y  U K .1 A D U  R O Z R Z Ą D U  P O J A Z D U

Z ag ad n ien ie  ana lizy  dynam icznej u k ła d ó w  rozrządu p o jazd ó w  m ech an icznych  jes t w ażnym  

p rob lem em  p rak ty cz n ym  [3 ].

P rz e d m io te m  za in te reso w ań  niniejszej p racy  je s t  uk ład  rozrządu  pojazdu, k tó reg o  m odel 

fen o m en o lo g iczn y  pokazano  na  rys. 2.

1 t "

R y s .  2. P rz y ję ty  do  ana lizy  m odel fenom eno log iczny m echan izm u rozrządu  pojazdu  

F ig .2. Ph e n o m e n o lo g ica l m odel o f  the cam shaft d rive  system , chosen  fo r analys is

P o s tę p u ją c  zg od n ie  z  a lg orytm em  tw o rzen ia  m gh dokonano  o d w zo ro w a ń  e lem en tó w  m o de lu  w  

e lem en ty  g ra fu  i p rzyp o rz ąd ko w an o  uzyskanem u m gh p aram etry  fizyka lne  i geom etryczne  

m ode lu . U z y s k a n y  w  ten  sposób zb ió r n iezależnych , m ac ie rz o w ych  k o n tu ró w  sp rzężonych  mgh 

p okazan o  n a  rys. 3.
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R y s . 3. Z b ió r  n iezależnych , m ac ie rzow ych  ko n tu ró w  sp rzężonych  m gh 

F ig .3. S e t  o f  independent m atrix  coup led  outlines o f  the m atrix  hybrid  graph 

M a c ie rz e , genero w ane  p rzez u tw o rzo n y  zbiór ko n tu ró w  m gh (rys . 3 ) m ają następu jącą postać:

,,S  = [xi y, <fi x2 y 2 <p2 X) y3 <p} ] - m acierz  w spó łrzęd nych  uo g ó ln ion ych  uk ładu ,

( i  = 1,2,3) - m acierz  podatności dynam icznych  gałęzi mgh,W (p ) = diag 
i o

1 1 1

m :P2 m iP2 Ji p2

W (p )  = d iag [(cn .b ap ),(cu . bi2p)>(ci,,bięp),], ( i = 4,5 10) - m ac ie rz  sz tyw nośc i d ynam icznych

c ię c iw  m gh,

W (p )  = d iag[niiPZ,m iP i  J i P 2,(c ji,b jiP ),(c j2,bj2P),(C jT ,bję p),], ( i = 1,2,3; j = 4,5......10)

sz tyw n o śc i d ynam icznych  uk ładu ,

m acierz

T m  - T u  0 0 0 Ti., 0

i,B =  0 0 T 2.6 T 2,7 0 0 T 2.10

. 0 T,.s - T u  0 T u  0 0

uk ładz ie,

m acierz  ro z p ływ u  zm iennych  b ie g u n o w ych  w

1 0  0 T m  - T u  0 0 0 Ti.» 0
2B  = 0 1 0 0 0 T2.6 T 2.7 0 0 T 2,io 1 '  m acierz  o d c ię ć  sprzężonych  mgh,

0 0 1 0  Tj.s — T u  ® T 3.1 0 0
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gdz ie  poszczeg ó lne  sym bo le  oznaczają : 

mi - m asę k o la  i, ( i= l ,2 ,3 ) ,

J i  - m o m en t b ezw ładn ośc i k o ła  i, (i=  1,2,3),

Cj - sz tyw n o ść  zastępczą e lem entu j, (¡= 4 ,5 ,..,,9 ),

bj - zastępcze  t łum ien ie  w isk o ty cz n e  elem entu j, (j= 4 ,5 ,...,9 ),

T ij-  m ac ie rz  sp rzężen ia  e lem entu o d w zo ro w aneg o  gałęzią d rzew a  i z e lem entem  o d w zo ro w a n ym  

c ię c iw ą  j.
N a le ż y  z au w aż yć , że m ac ierze  Ti.j stanow ią  ilo czyn y  o d p ow ied n ich  m ac ie rz y  tran s lac ji i 

m ac ie rz y  o b ro tu  i m ają  w  tym  p rzypadku postać:

T,4 =

T s  =

1 0 0 ‘ c o s a 14 s i n a 14 0 '

0 1 0 -  s i n a 14 c o s a ^ 4 0

R ,  s i n a 14 - R 7 c o s a , 4 1 0 0 1

1 0 O l c o s a 15 - s in  a ,  5 0 '

0 1 0 sin a ,  5 c o s a 1s 0

R ,  sin  a ,  5 R ,  c o s a 15 1 0 0 1

1 0 0 ' c o s a 26 - s i n a 26 0 '

T : s  = 0 1 0 sin a 26 c o s a 28 0

_ - R 2 sin a 2, - R 2 c o s a 2 8 1 0 0 1_

T , . r  =

T3.5

1
0

R 2 s i n a 27 

1 
0

- R ,  s in a

0

1

R 2 c o s a 27 

0 

1

3,5

0  i c o s a 27 - s i n a , ,  0  

0  s i n a 27 c o s a 27 0

1 }  0  0 1

0 | "c o s a 35 - s i n a 35 0  

0 s i n a 35 c o s a 35 0  

, 1 0  0  1

1 0 0" c o s a 3, — sin ot3 g 0 '

T3.6 " 0 1 0 s i n a 36 c o s a 36 0

R 2 s i n a 36 R 2 c o s a 3 6 1 r O 0 1_
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oo

O o o o

0 1 0 i T 2,io -

oo

i T3,8 0 1 0
°  0 1

oo

0 0 1

T a k  u tw o rz o n e  m acierze, op isu jące m gh uk ładu  rozrządu pojazdu s tan o w ią  w ysta rcza jącą  

p od staw ę  do  w yzn aczen ia  ró w n ań  ruchu  uk ładu  o raz  jeg o  ch arak terys tyk  dynam icznych.

3. W Y Z N A C Z A N I E  R Ó W N A Ń  R U C H U  O R A Z  C H A R A K T E R Y S T Y K  

D Y N A M I C Z N Y C H  U K ł A D U  R O Z R Z Ą D U

Z g o d n ie  z fo rm u łą  w yp ro w ad z o n ą  w  p racy  [1 ], uk ład  ró w n ań  ruchu m odelu uk ładu  

roz rządu  z  rys. 1 m a  następu jącą postać:

[ , , S ] [ 2B  W (p )  2b t ] = 0,

czy li:
l 0 0 T i.4 -T i.j 0 0 0 1*1,9 0

nS = [xi y, j, x2 y 2 j j  x3 y 3 jj] 0 1 0 0 0 1*2,6 T 2.7 0 0 1*2,10
0 0 1 0 T 3,s -T3,s 0 T s.8 0 0

*diag[mi p: , m; p2, Ji p2, (cji, bji p), (<¡¡2, bj2 p), (cjT, bjij p).] *

1 0 0 T i.4 -T i.j  0 0 0 T i,9 0
0 1 0 0 0 T i ,6 T j .7 0 0 T2,,o

0 0 1 0  T 3,5 -T j .6 0 T j ., 0 0

= 0 .

Je g o  ch arak terys tyk i dynam iczne m ożna w yz n acz yć  natom iast za p om ocą w yrażeń :

Y .=  ,,B

Y 2= „ B  W (p )

y 2= ,.b  W ( p )

Y 3 = - ,.B W (p ) „ B t

1 + W (p )  „ B r  W ( p ) „ B
I O

1+I,BT W ( P ) „ B W ( P )
1 0

1+ „Bt W ( p ) , . B W (p )  
1 °

1+ W (p )
i o

Y „  = - „ B W ( p ) ,,B t W ( p ) 1+1,B W (p)

o r l
„ B W I p I l B 1 .

, B t W ( p ) J  ,
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Yj = - |,B

y 6 = - , . b t W (p)
i o

y ,  = - , . b t W (p) „ b
i o

1 + W (p ) ,.B W (p )  „B
i o

l+ i,B  W (p) „B

1 + W (p) „ b

y ,  = - „ b t W (p) ,.B W (p )
1 o

1 + I.B 1 W (p )

7 ,'?< > » ] ■ 

; , W ( P )

i,B W (p) j  ,

gdz ie  znaczen ia  u ż y ty ch  m ac ie rzy  są tak ie , ja k  to  p rzedstaw iono  w  p.2.

4. P O D S U M O W A N I E

P rz e s ta w io n y  w  p ra cy  sposób m o de lo w an ia  i op isu  uk ładu  rozrządu pojazdu  stanow i p ie rw szy  

etap  p rz y g o to w an ia  zadania do ob liczeń  num erycznych. D y sp o n u ją c  p ak ietem  p ro g ra m ó w  do 

sym bo liczneg o  g en e ro w an ia  ró w n ań  ruchu  oraz w yznaczan ia  ch a rak te rys tyk  d ynam icznych  

u k ła d ó w  m ech an icznych  m etod ą m gh m ożna n a  tej p od staw ie  u zyskać  p oszu k iw an e  zb iory 

ro z w iąz ań  w  odn iesien iu  do  ko nkretn ego  obiektu uk ładu  rozrządu pojazdu.
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