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D R G A N IA  N I E L I N I O W E G O  U K I A D U  P A R A M E T R Y C Z N O -  
-  S A M O W Z B U D N E G O  W  O B S Z A R Z E  R E Z O N A N S U  K O M B I N O W A N E G O

S tresz cz e n ie . W  p ra cy  zbadano e fe k ty  w za jem neg o  o d d z ia ły w a n ia  d rgań  
sam o w zb u d n ych  i p a ram e try cz n ych  n ie lin io w e g o  u k ład u  param etryczno-sam o- 
w zb ud neg o  o  d w ó ch  stopn iach  sw o b o d y  w  obszarze rezonansu k o m b in o w an eg o . 
W y z n a c z o n o  am p litu d y  i  częstośc i d rgań  u k ład u . B a d a n ia  an a lityczn e  p rzep ro w ad zon o  
p rz y  za ło ż e n ia ch  u p raszcza ją cych , a  uzyskane  w y n ik i z w e ry f ik o w a n o  i u z u p e łn io n o  
w y n ik a m i s y m u la c ji c y fro w e j.

V I B R A T I O N S  O F  N O N - L IN E A R  P A R A M E T R I C - S E L F - E X C IT E D  S Y S T E M  
I N  T H E  A R E A  O F  C O M B IN E D  R E S O N A N C E

S u m m a ry . In  th is p aper e ffects  o f  in te rac tio n  betw een  self-excited  and p a ram etric  
v ib ra tio n s  o f  non- linear p aram etric-se lf-excited  system  w ith  tw o  degree o f  freedo m  in  
co m b in e d  reso nance  area w e re  exam ined . A m p litu d es  and  freq uenc ies  o f  system  w e re  
ca lcu la ted . A n a ly t ic a l research  w as ca rried  out w ith  s im p lified  assum ptions and  ab ta ined  
resu lts  w e re  v e r if ie d  and com p le ted  w ith  d ig ita l s im u la tio n  results.
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1 . W S T Ę P

W  z ag ad n ien iach  d rg ań  m ech an icz n ych  w y o d rę b n ić  m okną uk-tady o  zm ien n ych  o k reso w o  
p a ram e trach  z jed n o czesn a  m o ż liw o ś c ią  g en e ro w an ia  drgań sam o w zb u d n ych  [1 3 ], C e ch a
ch a ra k te rys ty cz n a  o d d z ia ły w a n ia  tego  typ u  d rgań  je s t zan ikan ie  d rgań  sam o w zb u d n ych  d la  
p e w n y c h  o k re ś lo n y c h  w a ru n k ó w . W ię k s z o ś ć  p rac  z a jm u ją cych  się  ty m i p ro b lem am i d o ty cz y  
g łó w n ie  u k ła d ó w  o  je d n y m  stopniu sw o b o d y  w  o toczen iu  p ro s ty ch  rezon an só w  
p a ra m e try cz n y c h . W  te j p ra c y  z d e cyd o w an o  się na  zbadanie d rgań  u k ła d u  o  d w ó c h  stopn iach  
sw o b o d y  w  obszarze rezonansu  ko m b in ow an eg o .

2 . M O D E L  M A T E M A T Y C Z N Y .  R Ó W N A N IA  R Ó Ż N I C Z K O W E  R U C H U

W e ź m y  p od  u w ag ę  u k ła d  param etryczno -sam o w zb ud ny  o  d w ó ch  stopn iach  sw o b o d y  z 
n ie l in io w y  sy m e try c z n y  ch a ra k te rys tyk y  sp rężysto śc i (ry s . 1). Z a łó ż m y , że w  u k ła d z ie  
w y s tę p u je  w y m u sz e n ie  p aram e try cz n e  typ u  M a th ie ’u o raz  n ie lin o w e  t łu m ie n ie  op isane 
m o d e lem  R a y le ig h a .

x i + Y * i

( a - p x ^ ) x 2

R y s .  1. M o d e l f iz y c z n y  u k ła d u  param etryczno-sam ow zbudnego  
F ig .  1. P h y s ic a l m odel o f  p aram etrica lly-se lf-excited  system
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R ó w n a n ia  ró ż n icz k o w e  ru ch u  u k ła d u  w  postaci b ez w ym ia ro w e j są następu jące:

3
x 1+ X ( l- | i c o s 2 { t t )  (x 1-x2)  + x i + y x ,  = 0

(1)

x2- (a - p x | )x 2 - X M ( l- p c o s 2 f t T )  (x Ł - X j )  = 0

P rz y jm ijm y ,  że w s p ó łcz y n n ik i a ,  6, y  w ys tęp u jące  w  ró w n an iu  (1 ) są m a łe  i dodatn ie . 
R ó w n a n ie  (1 )  sp ro w ad zam y  d o  w s p ó łrzę d n ych  q uasi-no rm alnych  y , , y 2

y x + i  = (e ,y 2 - e jy , )  - y i Y ^  - 'V 2y ] ) 3 +

+ 5 - y 2) [ «  - - y 2) 2]}

> 2  +  p h i  =  c o s 2 0 i :  ^  ~  -  ^ i ) 3  +

+ S 2«p(yj - y Ą a  - p c p fy ,  -  y 2)2]}

gdz ie :

1 <X-p,2 l+k-pl 6. 6,
b l =  — , ó 2 = -----— ; W . = ---- -— ; <P2 = -----1—

1 XAf \M 5r 62 2 ój-ój

1 m; Ej = Y ,  + <p; e2 = T 2 + <p
6 r ó 2

(2)

a cz ę s to śc i d rg ań  w ła s n y c h  u k ła d u  lin io w e g o  w yn o szą

P ? ^  = I [ l  + X  + M X ±v/( 1 + X  + M k f  -  A M X \
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z a le ż n o śc i p o m ię d z y  w s p ó łrz ę d n y m i u o g ó ln io n ym i a ąu as i-n o rm a ln ym i są następu jące: 

y ,  = x , + S ą ; y 2 = x , + 8 ** r

3 . D R G A N I A  O K R E S O W E  W  O B S Z A R Z E  R E Z O N A N S U  K O M B I N O W A N E G O  

D rg a n ia  u k ła d u  zbadam y w  obszarze rezonansu ko m b in ow an eg o  w  o toczen iu  cz ęsto śc i

N a  p o d s ta w ie  p ra c y  [4 ] ro z w iąz an ia  ró w n an ia  (2 ) p rz e w id u je m y  w  postaci:

y>j = B , ( r )  c o s w ,T  + B 2( x )  s in o ),T  ^

y 2 = B 3( t )  c o s U jT  + B 4(x )  sina>2x

g d z ie  B , ( r ) ,  8 , ( 7) ,  B j ( t ) ,  B 4( t )  - w o ln o z m ien n e  fu n kc je  czasu.

O z n a cz a  to , że każda w sp ó łrzę d n a  no rm a ln a  z aw ie ra  ty lk o  jed n ą  sk ła d o w ą  h a rm o n icz n ą , 
na to m ias t o t i o>2 są n ie z n a n ym i cz ę s to śc iam i d rgań  u k ład u . D o  an a liz y  zastosow ano  m etodę  
up ro szczo n ą , w  k tó re j sp e łn io n e  są ty lk o  cz te ry  sp ośród  o śm iu  w a ru n k ó w  b ilan su  
h a rm o n icz n y c h . D la  stanu  usta lonego :

d B x( x )  q  d B 2( x )  _  d B ^ r )  q  d B Ą( x )

d x  d x  d x  d x
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o trz y m u je m y  u k ła d  a lg e b ra ic zn ych  ró w n ań  n ie lin io w y c h

+fl2 -a<p61Ci>1+-^61P (p 3<i>1((o 2,R1J +2ii>2Ji£ )

(4a)

1 2
+ = 0

B ,
(4b)

B *v ł> iP 1C1 = 0

+ B: p l - i Ą  + + ^ f o 2)

+ B , a(pS2ci>2 -  — 62p<p3« 2(&>2/?  ̂ + 2co^Bf)

(4c)

= 0

^ 6 J , 2 t 2B i  + f i | - a < p 6 2«*>2 + -^62P<p3" 2(<*>2̂  + 2 0 ) [B f )

+ f i | p 2- o )2 ^ 7 , ( 2 7 ^
4

=

(4d)

B 2 + B 2 - r \\ B 2 + B 2 - Ą

W  ró w n a n ia c h  (4 )  w ys tę p u je  sz e ść  n ie w iad o m ych  B l( B j ,  B , ,  B „  o raz  w , ,  w 2. R ó w n a n ia  te 
w ra z  z z a le żn o śc ią  w ,  +  o>2 =  2  n ie  da ją  jeszcze  m o ż liw o śc i w yznaczen ia  n ie z n a n ych  
w ie lk o ś c i .  D o d a tk o w e  za leżn o śc i zna jdu jem y podnosząc ró w n an ia  4a i b o raz  4 c  i d  d o  
kw ad ra tu  o raz  d od a jąc  j e  s tronam i. Z  w a ru n ku  is tn ien ia  ro zw iązań  n ie try w ia ln y c h  na R 12 i  R 22 
o trz y m u je m y  szóste ró w n a n ie . R o z w iąz an ia  tego  uk ładu  sześc iu  ró w n ań  z na lez ion o  
n u m e rycz n ą  m etodą N ew tona-R aph sona .
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4 . P R Z Y K ł A D O W E  L I C Z B Y  S Y M U L A C Y J N E  B A D A N I A  N U M E R Y C Z N E G O .  
A N A L I Z A  W Y N I K Ó W  B A D A Ń

P rz y k ła d o w e  o b licz e n ia  d rgań  u k ła d u  w y k o n a n o  d la  następu jących  d an ych  l ic z b o w y c h : 
a = 0.1, B = 0.05, y = 0,1; ¿i = 0.2; M = 0,5, X = 4.

C z ę s to ś c i d rg ań  w ła s n y c h  u k ła d u  lin io w e g o  w yn o szą  p, =  0 ,5 4 6 , p j =  2 .5 8 9 , na tom iast 
S i = 2 .3 5 1 , = -0 .8 51 , 7 ,  = 0 .7 3 4 , ? 2 = -0 .2 66 , e , = 1 .0 4 7 , e 2 = 0 .0 4 7 , <p = 0 .3 1 2 .

A n a liz ę  d rg ań  p rzep ro w ad zon o  w  otoczen iu  często śc i (p , +  p2)/2  =  1 .568. R ezon an s  
k o m b in o w a n y  u ja w n ił  się  zgodn ie  z za łożen iam i w  postaci w y s tę p o w a n ia  d w ó ch  
w s p ó łrz ę d n y c h  ąu as i-n o rm a ln ych  y , o  cz ęsto śc i <o, (ry s . 2a, b ) i  y 2 o  często śc i o>2 (ry s . 2 
c ,d ) .

R y s .  2 . A m p litu d y  i  często śc i d rgań  uk ład u ; b adan ia  an a lity cz n e  
F ig .  2 . V ib ra t io n s  am p litudes and  freq uenc ies ; a n a ly t ic a l research
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a ) S  =1.50 b ) &  =1.55

R y s .  3. P rz e b ie g i czasow e  d rgań , b adan ia  nu m eryczne  ( R K G )  
F ig .  3. V ib ra tio n s  tim e  cotirse, num eric research  ( R K G )

W  z ak res ie  często śc i fr »  1.45 -r- 1.54 o trzym u jem y  ro zw iązan ia  1 lub  2 w  za leżn o śc i do  
zad anych  w a ru n k ó w  p o czą tko w ych . G d y  am p lituda ustala się  na poz iom ie  2 , w ó w cz as  
z d e cyd o w an ie  d o m in u je  w sp ó łrzęd na  y , , a  y2 osiąga w a rto ś c i znaczn ie  m n ie jsze. D la  
cz ę s to śc i 0  =  1.55 -t- 1.58 m o ż liw y  je s t  ty lk o  jed en  rodzaj ro zw iązan ia  (k rz y w a  1), 
na tom iast g d y  ft =  1.58 -s- 1 .70  am p lituda  m oże zm ien iać  się  w e d łu g  k rz y w e j 1 lub  2.

P rz e p ro w ad zo n e  b adan ia  w y k a z u ją  w ys tę p o w an ie  w  obszarze rezonansu ko m b in ow an eg o  
d w ó ch  m o ż liw y c h  stan ó w  d rgań  oznaczonych  na rys . 2. o d p ow ied n io  p rzez  1 i  2. D la  
w a r to ś c i p aram etru  6  =  1.5, 0  =  1.55, © =  1 .59 , 0  =  1.65 sporządzono p rzeb ieg i czasow e  
d rgań  w e  w s p ó łrz ę d n y ch  ąuasi-norm alnych  o trzym an e  z sym u lac ji nu m eryczne j m etodą R K G  
(ry s . 3 ). Z  p rzep row ad zone j an a liz y  w id a ć , że d rgan ia  uk ład u  sk ład a ją  s ię  z d w u  
d o m in u ją c y ch  sk ła d o w y ch  o  często śc iach  o>[ i  o>2. W a r to ś c i  często śc i i am p litu d y  d rgań  
u k ła d u  w yz n a cz o n e  an a lity cz n ie  są zgodne z w y n ik a m i s y m u la c ji c y fro w e j p o m im o  
zasto so w an ia  an a lity cz n e j m etody uproszczonej.
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