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SYNTEZA DYSKRETNYCH I CIAGLYCH UKLADOW DRGAJACYCH
ZUWZGLEDNIENIEM TLUMIENIA

Streszczenie. Zagadnienie poszukiwania struktury uktadu, spetniajgcego okreslone
wymagania, dotyczace realizowania zadanych witasnosci dynamicznych, jest zadaniem
odwrotnym do problemu analizy, czyli jest to synteza. Nalezy w tym miejscu podkresli¢, iz
rozpatrywane zadanie jest inne od spotykanych w mechanice klasycznej czy teorii sterowania.
Praca dotyczy sformutowania i rozwiazania problemu syntezy dyskretnych i ciggtych
uktadéw mechanicznych z uwzglednieniem ttumienia.

SYNTHESIS OF DISCRETE AND CONTINUOUS VIBRATING SYSTEMS
WITH DAMPING

Summary. A process of researching the structure of a system, meeting certain
conditions, is inverse to the process of analyzing it. In other words, it’s a synthesis. We should
emphasize that the considered problem varies from other issues met in classic mechanics or
control theory. This paper concerns formulating and solving the problem of synthesis of
discrete and continuous mechanical systems with damping.

1. Wprowadzenie

W analizie i syntezie stosowane sg modele o parametrach roztozonych w sposob ciagty
lub modele dyskretno-ciaggte. Ze wzgledu na stopien ztozonosci modeli do ich analizy lub
syntezy bardzo czesto wykorzystuje sie metody numeryczne. Aby mozliwa byta analiza
i synteza modelu matematycznego za pomocg odpowiedniego programu komputerowego,
zastosowana metoda modelowania musi cechowaé sie tatwos$cig algorytmizacji. Do
typowych metod numerycznych zalicza sie metode elementéw skoriczonych.

W przypadku natomiast analizy i syntezy ukladu zbudowanego z duzej liczby
poduktadéw, a badanego za pomocag metod wymagajgcych dekompozycji (np. metoda
podatnosci dynamicznej), wyznaczenie charakterystyk dynamicznych sprowadza sie do
wielu pracochtonnych i czasochtonnych dziatan. Gdy zachodzi konieczno$¢ modyfikacji
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struktury ukfadu, nalezy kazdorazowo formutowac¢ od poczatku réwnania r6zniczkowe ruchu
lub od nowa budowa¢ macierze bezwitadnosci, sztywnosci, ttumienia i inne [19, 20]. Z
powodu tych niekorzystnych cech klasycznych metod modelowania zwieksza sie
zainteresowanie metodami sieciowymi, ktdre umozliwiajg automatyzacje obliczen podczas
wyznaczania charakterystyk dynamicznych ukfadu, a takze pozwalajag na graficzne
przedstawienie struktury modelowanego uktadu. Takie metody badania uktadéw
mechanicznych, oparte na metodach graféw i liczb strukturalnych, okreslane saw literaturze
jako ,nieklasyczne”. Metody topologiczne umozliwiaja petng algorytmizacje i
automatyzacje obliczen przy wyznaczaniu charakterystyki dynamicznej ukfadu, a takze
bezposrednie $ledzenie wprowadzonych zmian strukturalnych. Ta cecha jest korzystna
podczas rozwigzywania zadan analizy i syntezy tego typu uktadéw. W metodach grafowych
stosowane sg takie klasy graféw, jak: grafy biegunowe, grafy przeptywowe, grafy
hybrydowe, hipergrafy. [5+9,1 1+14,17,21,23+25]. Wybhér odpowiedniej klasy grafow
wykorzystywanych w procesie modelowania zalezy od modelowanego uktadu oraz od
przyjetego modelu dla tego ukfadu. W niniejszej pracy do analizy i syntezy rozwazanych
uktadéw zastosowano grafy biegunowe i hipergrafy, przyjmujac definicje grafu
biegunowego i hipergrafu [3,5,23+25],

Z tego wzgledu, iz ztozono$¢ modeli czesto wyklucza reczne wykonanie obliczen,
wykorzystuje sie metody modelowania umozliwiajgce automatyzacje obliczen, dzieki czemu
obliczenia moga by¢ przeprowadzone na komputerach.

Dlatego tez, o ile jest to mozliwe, czesto rezygnuje sie z klasycznych metod
modelowania na rzecz metod sieciowych, poniewaz klasyczne zasady mechaniki nie zawsze
pozwalaja na rozwiazanie i sprostanie coraz to wyzszym wymaganiom stawianym uktadom
mechanicznym. Dlatego tez istnieje konieczno$¢ poszukiwania i stosowania nowych metod
projektowania i dostosowywania juz istniejgcych maszyn do wymogoéw wspo6iczesnych
procesow produkcyjnych. Wyznaczenie struktury i parametrow elementéw drgajacych lub
przeksztatcajgcych drgania, ktére realizujg podstawowe wymagania dotyczace przyktadowo
predkos$ci roboczych, doktadnosci pozycjonowania, sterowania czy gabarytow, przyczynito
sie do opracowania metody projektowania drgajacych uktadéw dyskretno-ciggtych jako
podzespotéw maszyn o zadanych wiasnosciach dynamicznych. W tych warunkach metody
oparte na doswiadczeniu i intuicji stajg sie coraz mniej przydatne. Stosowanie ich przysparza
wiele trudnos$ci sprowadzajgcych sie do wielu pracochtonnych i czasochtonnych dziatan.
Dlatego naturalnym zjawiskiem jest potrzeba udoskonalania opisu oraz metod projektowania,
tak aby formalizm matematyczny w petni ujmowat istote problemu w zadanym zakresie
zmian podstawowych wielkosci, a wyniki obliczern byty mozliwie bliskie danym z pomiaréw
wytworu z uwzglednieniem niezbednych tolerancji parametréw. Pozytywne rozwigzanie tego
problemu stwarza przestanki nowych jakosciowo poszukiwan, rozwigzan i uog6lnien, ktére
trudno byto przewidzie¢ przy dotychczas stosowanych metodach opisu i projektowania
zespotow o okresSlonych wiasciwosciach dynamicznych. Stad wzrost zainteresowania
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metodami sieciowymi opartymi na grafach i liczbach strukturalnych, ktére umozliwiajg
modelowanie, analize oraz synteze uktadéw mechanicznych. Rozwijane od kilkudziesieciu lat
w osrodku gliwickim, miedzy innymi przez autoréw niniejszej pracy, zastosowania grafow i
liczb strukturalnych zaowocowaty bogatym piSmiennictwem [5*9,10*14,23*25] (literatura z
tego zakresu jest bardziej obszerna, por. np.[1*4,10,15,16,22], por. réwniez wykaz literatury
cytowany w monografiach [2,15,16,22]). Dato to asumpt do podjecia badan zwigzanych z
syntezg i projektowaniem drgajagcych uktadéw ciggtych, dyskretnych i dyskretno-cigglych.

2. Synteza dyskretnych uktadéw ttumionych z wykorzystaniem tlumienia

proporcjonalnego do elementu sprezystego

W niniejszym rozdziale przedstawiona zostanie synteza dyskretnych uktadow
ttumionych z wykorzystaniem tlumienia wiskotycznego proporcjonalnego do sztywnosci
wystepujacych w dyskretnym uktadzie drgajagcym [10,11]. Zaktadajgc, ze otrzymane
dwojniki typu tlumiacego sa proporcjonalne do sztywno$ci wyznaczonych w wyniku

syntezy, musi by¢ spetniona zaleznosc¢:

A-Ac, 1)
gdzie: b, - ttumienie, ¢, - sztywno$¢, 2 = idem - wspo6tczynnik proporcjonalnosci.

Wspoétczynnik proporcjonalnosci 2 wyznacza sie z zaleznosci:

A=o @

gdzie: h,,- wspo6tczynnik thumienia, majacy wymiar czestosci, odpowiadajacy n- tej czestosci
rezonansowej, £041,co42,...,co4,- czestosci rezonansowe (n =1,2,3,...,2).

Majac na uwadze rozwazang klase uktadéw dyskretnych o ruchu periodycznym (dyskretne
uktady drgajace z ttumieniem) nalezy okresli¢ wartos¢ wspdtczynnika proporcjonalnosci a,

ktéry powinien by¢ dobrany z przedziatu:

0<2 <— (3)

gdzie: <o,- najwieksza warto$¢ czestoSci (rezonansowej, antyrezonansowej) rézna od zera,
ktorg ma spetnia¢ otrzymany uktad w wyniku przeprowadzonej syntezy.
Na podstawie zaleznosci (1*3) mozna sprecyzowaé zgdane witasciwosci dynamiczne, ktoére

ma spetniaé¢ poszukiwany ukiad:
1- Przyjmuje sie warto$ci czestosSci rezonansowych i antyrezonansowych w przypadku drgan

wiasnych, czyli
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(0 b{,co b2,...,co b,- bieguny rozpatrywanej funkcji charakterystycznej,

co IX,co z2,...,co m- zera rozpatrywanej funkcji charakterystycznej.
2. Wyznacza sie warto$¢ wspétczynnika proporcjonalnosci X, korzystajac z zaleznosci (3).

3. Na podstawie wzoru (2) wyznacza sie parametr hn w nastepujacy sposéb:

h = M- 4
PR 4)
lub podajac dekrement tlumienia dla poszczeg6lnych czestoSci rezonansowych
i antyrezonansowych

s..2i0k . ©)

Na podstawie witasnosci funkcji wymiernych, charakterystyki dynamiczne - w postaci
powolnosci - poddane syntezie przyjmujanastepujacapostac[5,12,14]:
m  uktadow poétokreslonych

U(s)=H d's\+d'-'s'"\+""+A i, (6)
cts +M.,5 +...+C,

e uktadow utwierdzonych

U(s)=H d’s*+d- * +- +do, @)
cks +Ct.]J +...+CJ
gdzie: /- parzysty stopien licznika przy I-k =1, k- stopien mianownika, H - dowolna
liczba rzeczywista dodatnia,

Syntezy funkcji charakterystycznych (6), (7), dokonuje sie w dwoéch etapach. W etapie

pierwszym wyznacza sie wartosci elementéw sprezystych i inercyjnych poprzez synteze
chrakterystyki dynamicznej, wyznaczonej na podstawie czestosci drgan wiasnych (uktady
drgajace niettumione). W etapie drugim wyznacza sie wartosci elementéw ttumionych,
korzystajgc z rownania (1). Ostatecznie otrzymuje sie dyskretny uktad mechaniczny ttumiony,
ktérego charakterystyka dynamiczna réwnajest (6) lub (7).
W celu otrzymania parametrow oraz struktury poszukiwanego uktadu przyjmuje sie zadane
witasnosci dynamiczne w postaci czestosci rezonansowych i antyrezonansowych. Nastepnie
wyznacza sie wspotczynnik X wedtug zaleznosci (2).Funkcjecharakterystyczne (6) i (7)
przedstawia sie w postaci powolnosci, opisujagcej drgania  niettumione, ukladow
pétokreslonych jako:
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u'(s)=H~" (8)
cks +ck2 +..+c0

lub uktadédw utwierdzonych w formie:

U(s)=HAs't d* ¢ +-—+do 9)
cti +ct B +...+c,i

Tak przeksztatcone funkcje charakterystyczne (6) i (7) w postaciach (8) i (9) poddaje sie
syntezie metodg rozkitadu charakterystyki na utamek tancuchowy oraz metodag rozktadu
charakterystyki na utamki proste [5,11,13,16,18,22] w celu wyznaczenia elementéw
sprezystych i inercyjnych. Parametry ttumienia wyznacza sie na podstawie zatozenia (1).

Jako pierwszy przypadek rozpatruje sie synteze funkcji charakterystycznej (8) metodg jej
rozktadu na utamek fancuchowy. Funkcje (8) przedstawia sie w postaci ilorazu dwoch
wielomiandw:

U= ~T\ (10)

Po podzieleniu w (10) licznika przez mianownik otrzymuje sie:

U'(S):U%)+ = £l<>()+ - X - T

:i/®(j)+—:1L— =m.s+ 1
M (s) K (s)

Nastepnym etapem jest realizacja wyrazenia K,(s) w (11). Po podzieleniu MIA(s) przez

T,-2(i), uzyskuje sie:

v =vw)t Zyugs)t
W) 072 W
WM (H) (12)
= KW(i) + —

u2(s) o 1/2()

Syntezowana powolnos$é (8) przyjmuje postac:

u{s)=m,s +- (13)

u2(s)
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Powolnos$¢ U2(s) w 2aleznosci (13) realizuje sie jako:

U2(s) = U@(s) + =U@(s) +—

&3 (1) (14)

:t/(z)(i)+F,(_i) = K2 (i)

Po wykonaniu dziatan okreslonych wzorem (14) otrzymuje sie powolnos$¢ w formie:

u'(s)=mls + s (15)

Proces opisany zalezno$ciami (10 & 15) kontynuuje si¢ az do momentu, gdy w wyniku

dzielenia wielomiandw uzyska sie - lubj .
s

Ostatecznie powolno$¢ (8) przedstawia sie w formie utamka tanicuchowego:

U (5)= w,s+ 1 (16>

iiLr i 1

+ -

W wyniku rozktadu funkcji charakterystycznej (8) na utamek tancuchowy (16) otrzymuje sie

wartosci elementéw typu sprezystego c,,...,C,,i ,,C,,, iinercyjnego M. j,.
2 2 2" 2

Uwzgledniajac zalezno$¢ (1-3) wyznacza sie wartosci dwojnikéw typu ttumigcego:
—XC|,b2—A«c2,..., [ 2—Axt 2, =A-c2j. an
Powolnos$¢ (6) podana syntezie jest funkcja charakterystyczna, wyznaczong w przypadku

grafu biegunowego, ktory przedstawiono na rys.l [3,23,24]. Graf biegunowy (rys.1) jest z

kolei modelem dyskretnego uktadu mechanicznego, przedstawionego na rys.2.
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Rys. 1. Grafbiegunowy jako graficzna realizacja wyrazenia (6)
Fig. I. Polar graph as graphical illustration of equation (6)

Rys. 2. Dyskretny uktad mechaniczny z ttumieniem
Fig. 2. Discrete mechanical system with damping

Jako drugi przypadek dokonuje sie syntezy funkcji charakterystyczej (9) metodajej rozktadu

na utamek tancuchowy, otrzymujac wartosci elementéw sprezystych i inercyjnych w postaci:

(18)
V{s) =m{s+ L
s, !
o
2 fl i, 1
c, c,
2 m,s +—2
5 S
gdzie: ,m ,- warto$ci mas otrzymane w wyniku syntezy powolnosci (9),

C|.Cj,....c, ,c, ,ci-wartoéci sztywnoS$ci otrzymane w wyniku syntezy powolnosci (9).
22 1'1 2

Wartosci dwdéjnikéw typu ttumigcego uzyskuje sie na podstawie wzoru (1):
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majac na uwadze dobor wspotczynnika proporcjonalnosci Uzgodnie z warunkiem (3).

W rezultacie przeprowadzonej syntezy powolnosci (7) otrzymuje sie dyskretny uktad
drgajacy ttumiony przedstawiony na rys.4. Na rysunku 3 znajduje sie graf biegunowy, ktéry
jest modelem uktadu (rys.4), ajego funkcja charakterystyczna (7) jest zgodna z powolnoscig
poddang syntezie.

£l A a

Rys. 3. Grafbiegunowy jako graficzna realizacja wyrazenia (7)
Fig. 3. Polar graph as graphical illustration of equation (7)

Rys. 4. Dyskretny ukfad mechaniczny z ttumieniem
Fig. 4. Discrete mechanical system with damping

3. Przeksztatcenia charakterystyk dynamicznych

W niniejszym rozdziale przedstawiono metody syntezy, ktére sg wykorzystywane
zaréwno w przypadku uktadow dyskretnych, jak i uktadow ciggtych. W odniesieniu do tych
metod zsyntezowano réwniez przypadki ukladow dyskretno-ciggtych. Omdwiono
szczeg6towo metody uktadow dyskretnych na ptaszczyznie zmiennej zespolonej s. Metody te
opierajg sie na rozktadzie funkcji wymiernych.



Charakterystyki ~ dynamiczne ztozonego drgajacego wzdtuznie lub  skretnie
mechanicznego uktadu pretowego sg niewymiernymi funkcjami zmiennej zespolonej s. Aby
zsyntezowac takg funkcje metodami syntezy funkcji wymiernych zmiennej zespolonej, nalezy
okresli¢ transformacje przeksztatcajgce funkcje niewymierne do realizowanych funkcji
wymiernych argumentu zespolonego na innej ptaszczyznie [5].

Przed transformacjami podatno$¢ dynamiczna drgajacego ciggtego uktadu mechanicznego
jest nastepujaca:

yM... 1 . ckth ys+ck 2th ' ys +...+c0
Z(s) s[dklihk~'ys +dk 3thk3ys +...+d\)’

gdzie: k - liczba naturalna, ct,ck 2,...,c0,dk 1,dk 3,...,dI - liczby rzeczywiste, y =-\j*

s=V-Tco.

Wykorzystujgc transformacje opisane w [5, 13] odwzorowuje sie funkcje podatnosci
dynamicznej Y ukfadu ciggtego w funkcje ruchliwosci V uktadu ciagtego Ilub funkcje
sztywnosci ukladu ciggtego w funkcje powolnosci ukiadu ciggtego. W dalszym ciggu
wzgledem danej charakterystyki stosuje sie nastepujace transformacje:

transformacje typu Wyndruma (por. np. [15])

p = lhys, (21)
lub transformacje typu Richardsa (por. np. [22])

r=th~ys, (22)

Odwzorowaniem (21) i (22) przeksztatca sie funkcje niewymierng ruchliwosci F(j) lub
powolnosci U (v) uktadu o parametrach roztozonych w sposéb ciggty w funkcje wymierng
V{p), V(r) lub U(p), U(r), opisujaca na ptaszczyznie zmiennej zespolonej p lub r uktad o

parametrach skupionych. Na tej podstawie funkcja (20) przyjmie postac:

V(p)=_ | = c*Pt+c*2Pl 2+- +c° .. (23)
W(p) dkiPk' +dk jPk3+..+d,

vi(r) - A E L. +C*-2r +...+ CO >2A\

U-V (r)-Kr»*ter” «Z+d,
Zaleznosci (23) i (24) sa podstawowymi funkcjami, ktére umozliwiajg synteze ciggtych

uktadéw pretowych scistymi metodami syntezy uktadoéw dyskretnych opisanymi w rozdziale
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piatym. W wyniku syntezy uktadéw na plaszczyznach p i r otrzymuje sie wartosci
parametréw, ktore nalezy przetransformowac z plaszczyzny p tub r na ptaszczyzne s [4],
Retransformacja otrzymanych rezultatéw syntezy ukladéw o parametrach skupionych jest
przeksztatceniem wzajemnie jednoznacznym zaréwno co do realizowanej struktury, jak
roéwniez wartosci elementow i przyjmuje postac:

(25)
H{EFf (26)
gdzie: 3 =-*/p/E, - warto$¢ elementu inercyjnego uzyskana na ptaszczyznie p lub r,

- warto$¢ elementu sprezystego uzyskana na ptaszczyzniep lubr.

Warto podkresli¢, iz jednym z gtownych celéw syntezy, zaréwno uktadéw dyskretnych jak
i cigglych, jest obliczenie wartosci ¢ i m. Réznica miedzy metodami polega na tym, iz
w przypadku uktadéw dyskretnych otrzymuje sie parametry na plaszczyznie zmiennej

zespolonej s, natomiast w przypadku syntezy uktadéw ciggtych na ptaszczyZzniep lubr.

4. ldea syntezy preta drgajacego wzdtuznie z thtumieniem

Rozwazane sg drgajgce uktady pretowe o statym przekroju z tarciem wewnetrznym.
Wiasnosci te wygodnie jest charakteryzowaé za pomoca wspoétczynnika dyssypacji
wewnetrznej lub zwigzanego z nim logarytmicznego dekrementu ttumienia 5 za pomoca

znanej zaleznosci:

ilN=25 (27)
Obydwie wielkosci wystepujgce we wzorze (27), wyznaczone jak wiadomo doswiadczalnie,
sg zwigzkami pomiedzy przemieszczeniami a naprezeniami normalnymi i stycznymi w
zaleznosci od rodzaju drgan.

Stosujgc takie ujecie, rzeczywistg charakterystyke tworzywa zastepuje sie modelem
sprezysto — plastycznym (Voigta), przy czym w przypadku drgan wzdtuznych naprezenia

normalne a zwigzane sg odpowiednimi odksztatceniami s za pomoca zwigzku:
(28)
gdzie: w zaleznosci (28) oznaczono odpowiednio: E - modut Younga, natomiast

zlinearyzowany wspotczynnik ttumienia @definiuje sie nastepujaco”

(29)
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Wiasnosci ttumienia modelowane w uktadach dyskretnych modelem Voighta (4) opisane sg
dekrementem tlumienia dla poszczegolnych czestosci rezonansowych zaleznoscia:

(30)

Wykorzystujac (27) i (30) w (29) otrzymuje sie:

@31

Majac na uwadze rozwazang klase uktadéw pretowych o ruchu periodycznym nalezy
oszacowa¢ warto$¢ zlinearyzowanego wspotczynnika tlumienia, w przypadku syntezy

uktadow pretowych, z przedziatu:

0<R< — | (32)

gdzie con - najwieksza czesto$¢ rezonansowa.

5. Whnioski

Najwieksze natezenie drgan wystepuje w stanach rezonansowych. Uniknie si¢ ich
poprzez wiasciwy dobdr czestotliwosci drgan wiasnych. Wyjscie ze sfery rezonansu jest
podstawowym warunkiem pracy urzadzenia, lecz nie eliminuje catkowicie problemu drgan.
W niejednej maszynie pojawia sie wiele czestosci drgan wiasnych.

Ttumienie odgrywa w tych przypadkach role decydujgca, poniewaz obniza w sposob
istotny amplitude drgan. Jednocze$nie duza liczba otrzymanych w wyniku syntezy uktadow i
parametrow, ktére spetniajg te same wiasnosci dynamiczne w postaci drgari ttumionych,
moga wptyna¢ znaczgco na racjonalny dobér rozpatrywanego obiektu (urzadzenia).
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Abstract

Modern machines must comply with increased requirements, concerning, not only their
production capability, durability, energy - efficiency and safety, but also quiet and even
operation run. These problems should be addressed at the design stage, as they may hinder the
performance of the machines, which in turn, may lead to considerable worsening of the
working conditions of their operators.

A process of researching the structure of a system, meeting certain conditions, is inverse
to the process of analysing it. In other words, it’s a synthesis. We should emphasize that the
considered problem varies from other issues met in classic mechanics or control theory. The
research has been undertaken on the basis of topological methods, developed in scholar
environment of Gliwice, and on the basis of algebraically methods closely related to these
topological ones - that is, methods of graphs and structural numbers.

Two functions are used in mechanical systems synthesis: a function of mobility and
a reverse function of immobility. On the basis of these functions properties, which to a large
degree affect the character of binary obtained by synthesis, a structure of the system is
derived. This structure can be presented in the form of a polar graph. Applying synthesis
methods we can present dynamical characteristics in the form of a chain fraction or in the
form of simple fractions, which determine the shape of the polar graph structure for the

synthesised mechanical system. Thus, a polar graph is a physical realization of a synthesised
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dynamical function. The graph consists of edges, which may be incident or no incident with
a pole of reference. The edges correspond with inertial or resilient binary.

Aim of paper is elaboration of new methods of synthesis vibrating discrete and
continuous mechanical systems with damping represented by graphs and structural numbers.
This paper concerns formulating and solving the problem of synthesis of vibrating discrete
and continuous mechanical systems with damping. Such specified problem required of new
methods of synthesis.



