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ZASTOSOWANIE METODY ANALIZY WRAZLIWOSCI W PROJEKTOWANIU KSZTALTU
TARCZY KOLA KOLEJOWEGO

Streszczenie. W artykule oméwiono zastosowanie analizy wrazliwos$-
ci i optymalizacji w projektowaniu tarczy kota kolejowego. Na wste-
Die zostato sformutowane zadanie optymalizacji ksztattu tarczy przy
ograniczeniach narzuconych na jej objeto$sé. Podano warunki koniecz-
ne istnienia poszukiwanego ekstremum.

Sformutowano réwniez zadanie analizy wrazliwo$ci badania zmian
sztywnosci tarczy kota w zalezno$ci od ksztattu brzegu. Nastepnie
zaprezentowano model numeryczny zadania analizy wrazliwos$ci oraz
algorytm jego rozwigzania.

Podano réwniez algorytm optymalizacji tarczy kota. Zastosowano
w nim metode rzutu gradientu. Do wyznaczania gradientu funkcjonatu
jakos$ci wykorzystano przedstawiony wczed$niej algorytm otrzymywania
macierzy wrazliwosci.

1. WSTeP

Metody analizy numerycznej, w tym metoda elementéw skoriczonych, stoso-
wane dotychczas w procesie konstruowania kolejowych zestawoéw kotowych, po-
zwalaty na sprawdzenie odpowiednich warunkéw wytrzymatosciowych dla zada-
nych z géry wymiaréw zestawu i ksztattu tarczy kota. Ksztatt i wymiary
byty dobierane przez konstruktora. Prawidtowo$¢ tego wyboru zalezata w
duzej mierze od jego intuicji 1 doswiadczenia.

Obecny poziom komputeryzacji i zastosowan modelowania matematycznego
w mechanice pozwala na wspomaganie inzynierskiej intuicji obiektywnym pro-
cesem optymalizacji matematycznej [4, 9]* Rola cztowieka w projektowaniu

sprowadza sie do dwoch etapow:

1. przyjecia modelu matematycznego zadania projektowania konstrukcji
w taki sposéb, by najscislej odpowiadat on reprezentowanej rzeczywistosci}
2. wyboru odpowiednich metod numerycznych, jakimi nalezy zadanie

rozwigzac.

Od sposobu postawienia zadania zalezy, czy otrzymane rozwigzanie moz-
na w ogéle traktowac¢ jako dopuszczalne. Od sposobu dyskretyzacji i doktad-
nosci stosowanych metod numerycznych zalezy doktadno$¢ otrzymanego rozwig-

zania.
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W sensie matematycznym problem optymalnego ksztattowania sprowadza sieg
do zadania poszukiwania ekstremu funkcjonatu przyjetego jako miara jakosci
konstrukcji - zadanego na obszarze o zmiennym brzegu przy O najczesciej
nieliniowych ograniczeniach.

Rozwigzanie tak postawionego zadania polega na 'wyznaczeniu metodami
analizy matematycznej warunkéw koniecznych i wystarczajacych do istnienia
ekstremu, czyli otrzymania uktadu réwnan, ktéry dalej rozwigzuje sie nu-
merycznie.

W niektérych przypadkach takie postepowanie staje sie zbyt ziozone.
Ponadto czasami na ksztattowang konstrukcje jest natozone tyle ograniczen
narzuconych normami, ze inzyniera wtasciwie tylko interesuje, na ile nie-
wielka zmiana ksztattu elementu konstrukcji (np. w wyniku zuzycia element«
lub niedoktadnos$ci obrébki) na wptyw na zmiane warunkéw wytrzymatoscio-
wych. Na tego typu pytania daje odpowiedZ analiza wrazliwos$ci.

Analiza wrazliwos$ci jest metodag zajmujagcag sie, w sensie matematycznyn,
badaniem zaleznos$ci przyrostu funkcjonatu jakos$ci od parametrow ksztattu
opisujacych zmiany brzegu. Do znalezienia t$§j zalezno$ci nie trzeba wyz-
nacza¢ warunkéw koniecznych i wystarczajacych istnienia ekstremu, co zna«!
nie upraszcza rozwigzanie analityczne i numeryczne.

W ponizszej pracy zostanie przedstawiony algorytm analizy wrazliwos$ci
i ksztattu tarczy kota, a takze algorytm optymalizacji ksztattu tarczy

kota ze wzgledu na maksimum sztywnosci.

2. SFORMULOWANIE ZADANIA OPTYMALIZACIJI KSZTALTU TARCZY KOLA

W sensie geometrycznym tarcze kota kolejowego mozna przedstaw i¢ jako
ciato osiowosymetryczne, zajmujgce obszar V o przekroju D ograniczonym
brzegiem S (rys. 1). Brzeg S obrécony o kat 2v wokét osi OZ tworzy
powtoke ograniczajaca obszar V. Ze wzgledu na osiowa symetrie zaréwno
w sensie geometrycznym, jak i fizycznym zadanie mozna w pewnym stopniu
rozpatrywac¢ jako ptaskie.

Brzeg S jest sumat

S. - brzegu obcigzonego sitam i powierzchniowymi;
w

ti = ij nj” ~i.1 “ Bkiadowe tensora stanu naprezenia,
n" - cosinusy kierunkowe,
Su - brzegu, na ktéorym przemieszczenia u® = O,

SQ - brzegu swobodnego, nie obcigzonego, ktéry zostanie poddany
optymalizacji.
W cylindrycznym uktadzie wspdtrzednych (r, , z) przyjetym jak na
rys. (1) zmiany ksztattu brzegu mozna opisa¢ nastepujaco!
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Rys. 1. Zmiany ksztattu tarczy
Fig. 1. Chbanges of ptate shape

gdzie:
X = XQ(r,z) - punkty nalezgce do brzegu, ktérego geometrie przyjmuje
sie za wyjsciowa do procesu optymalizacji,
X = X (r,z,a) - punkty nalezace do brzegu optymalizowanego w kolejnyn
kroku optymalizaciji,
g(r,z,a) - funkcja ksztattu,
a = (a™...an)- parametry ksztattu.

Froces optymalizacji ksztattu tarczy kota kolejowego zestawu kotowego
powinien zakonczy¢ sie wyznaczeniem takich cech geometrycznych kota, oby
jego konstrukcja miata optymalne wtasnos$ci wytrzymatos$ciowe. Jest to,

przy uwzglednieniu wszystkich czynnikéw, zadanie bardzo ztozone.
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Konieczno$¢ utrzymania statej odlegtosci pomiedzy kregami tocznymi kot
wymaga takiego ksztattowania konstrukcji, aby sztywno$¢ jej byta maksymal-
na. Na tej podstawie jako kryterium optymalizacji przyjmuje sie maksimum
sztywnoéci tarczy kota, co jest réwnowazne [4] maksimum catkowitej energii
potencjalnej ustroju. Jako funkcjonat jakos$ci przyjmuje sie wiec catkowitg

energie potencjalng, tarczy kotaj

()

gdzie U = U(6) jest potencjatem odksztatcen okreslonym na obszarze V.

Przy wyznaczaniu wartoéci U trzeba uwzgledni¢ ztozony charakter ob-
cigzen, jakim poddawane sg kolejowe zestawy kotowe w trakcie eksploata-
cji.

Przy,przyjetym wyzej kryterium optymalno$ci i przy ograniczeniu na
objetos¢ tarczy kota zadanie optymalizacji ksztattu tarczy mozna zapisac

nastepujaco:

znalez¢ J = max
xeV (2.3)
dla V 4 VQ
Jest to réwnowazne zadaniu poszukiwania maksimum funkcjonatu:
j> =3+ 1 . (v-v0), (2.4)

gdzie 1 jest mnoznikiem Lagrange’a.

Jak zostato wykazane [6 , warunki konieczne istnienia poszukiwanego

globalnego maksimum sztywnoéci konstrukcji wyrazajg sie nastepujaco:

(2.5)
ss

gdzie SO jest brzegiem swobodnym wyjsciowego do optymalizacji ksztattu
tarczy kota.

Sa réowniez spetnione warunki dostateczne istnienia maksimum [6], a zatem
rozwigzanie réownan (3.5) pozwoli wyznaczy¢ ksztatt charakteryzujacy sie
najmniejsza codksztatcalnos$cia.

Sam przyrost funkcjonatu jakoséci J mozna przedstawi¢ nastepujgco:’

i A igaju Ara s: ¢ )
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Zalezno$¢ ta wyraza zmiany sztywnos$ci tarczy kota w zaleznos$ci od zmian
ksztattu brzegu.
W ariacja 5g jest wektorem wyrazajacym przyrosty poszczegdlnych parame-
trow ksztattu, a A jest macierza nazywang macierzg wrazliwosci.

3. NUMERYCZNA MODEL ZADANIA ANALIZY WRAZLIWOSCI | OPTYMALIZACII
KSZTALTU TARCZY KOLA

Algorytm numerycznego rozwigzania uktadu réwnan (2.5), a wiec algorytm
takiego sposobu rozwigzania zadania optymalizacji przedstawiono w pracach
[ 2.

Obecnie zostanie przedstawiony algorytm analizy wrazliwos$ci i bazujacy
na nim algorytm optymalizacji ksztattu tarczy kota.

Niech brzeg S° zostanie zastagpiony brzegiem odcinkowo-liniowym ztozo-

nym z N odcinkéw, tworzacych linie ciggta o wierzchotkach nalezacych do
brzegu Sj (rys. 2.).

Rys. 2. Parametryzacja brzegu
Fig. 2. Parameters of boundary

Brzeg ten jest przeksztatcony w odcinkowo-liniowy brzeg SQ, ciggty i ta-

ki, ze wierzchotki odcinkéw go tworzagcych lezg na kolejnej modyfikacji
brzegu S

Sktadowe funkcji ksztattu:

gl(x,a) = g~ (x,a) + gij(x,a) + .... + g~(x,a), (3.1)
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gdzie g™(x,a), j «1,2 j i =1, ...H sg sktadowymi funkcji ksztattu
na i-tym odoinku brzegu i majag postac»
gf(x,a) = a™~1 + x j =12 (3.2)
X (P;(—]I-,Pi) x =(x1, x2) i =1,...N
gdzie:
Parametry aj?, j = 1,2, i = 1,...N sg sktadowymi wektora, o jaki prze-

mieszcza sie koniec i-tego odcinka brzegu.
Pochodne funkcji ksztattu po parametrach ksztattu na i-tym odcinku

brzegu»

A= = 1 -fi dla xe(Pi_1,Pi)

i =1,..U (3*3)

dla A(PA-j.P.A)

Kolejnym krokiem w procesie numerycznego modelowania zadania jest wyz-
naczenie warto$ci U.

Dla ciata sprezystego, jakim jest tarcza kota kolejowego, U =23;6-6 =
Sktadowe tensor6w stanu naprezenia i odksztatcenia moga zostaé¢ wyznaczone
na drodze wytrzymato$ciowej analizy metodg elementow skornczonych [8] Ilub
metoda elementéw brzegowych [3]

Dyskretyzujac przekréj tarczy izoparametrycznymi, liniowymi elementami
skofnczonymi lub brzegowymi, automatycznie otrzymuje sie opisany wyzej
brzeg od”inkowo-liniowy.

Stosujac UES przy liniowych funkcjach ksztattu, zaktada sie, ze napre-
zenia sa state na catym obszarze elementu i réwne naprezeniom w S$rodku

ciezkos$ci trojkata tworzacego ten element. Mozna wiec przyjg¢, ze na kaz-
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Kys. 3» Siatka MES przekroju tarozy kota
Fig. 3- Mesh of FEU of out of Wheel plate

dyn odcinku rozpatrywanego brzegu funkcja U bedzie miata warto$¢ wys-
tarczajaco bliska warto$ci U wewnatrz elementu i stata na oatej diugos-
ci odcinka (rys. 3).

Erzy takich zatozeniach i po podstawieniu (3-2) i (3*3) do (2.6) oraz

odpowiednim przeksztatceniu otrzymuje siej
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a stad:
£j « A e <Pa , (3«5)

gdzie:

ab - ™A

e u” o

Ajj=% | 4
a <% =(&!'j, Ban,. oo

Tak wiec wyznaczanie warto$ci OJ moze odbywaé sie zgodnie z nastepu-
jacym algorytmem:

1. Wprowadzenie danycb geometrycznych i fizycznych dla wyjsciowego mo-
delu tarczy kola.

2. Ylyznaczenie macierzy sztywnos$ci i wektora przemieszczen dla tak przy
jetego modelu.

3. Ylyznaczeniew arto$ci U dla elementéw tworzgcych zmienny brzeg.

»

Y/czytywanie zadanych warto$ci wektora <Sa.
5. Ytyliczanie warto$ci &J.

Punkty 4 i 5 moga by¢ powtarzane wielokrotnie bez potrzeby powtarzania
obliczen 1-3«

taczac metode analizy wrazliwos$ci z metodg rzutu gradientu zbudowano
nizej opisany algorytm optymalizacji ksztattu tarczy kota.

Przyjeto nastepujace oznaczenia:

dla J, a, A, V zdefiniowanych jak wyzej

f(a) = -1 - funkcja celu
a =(alf...Sjj) - wektor parametrow ksztattu
Vf(a) = -[a], AN,...A?j, A?J - gradient funkcji celu.

Jego sktadowe sa elementami macierzy wrazliwos$ci przedstawionej powy-
¢ej*
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<0, i a

b, (a) oznacza, ze b, (a(k)} = O,
. b

Lk .
gdzie a(k) - wektor parametrow a w k-tym
Hk(a) = jb.j (a),...h E~(a)j - wektor, ktérego

pujace w warunkach ograniczajgcych aktywnych,

(3.6) w punkcie a(k).

S(k) o - (vf)a(k) - Gfc . Ik
gdzie i

Gk [f7hlk)a (k)* *e (7hmk }a (k 9§

Ik » -(Gk « Ck) Gk. (Vfa(kj
Algorytm*

1» Przyjmuje sie, zo

a(0) a (0,...0)

k « 1

a(t) o a(0) - ¢ (Vvf) ,

gdzie stata cQ ma taka wartos$¢, ze
h~(a(l)) a O.

2. Warunek zakonczenia szukania*

a. Jezeli s(k) »0 i lk< 0, to nalezy przejs¢
ktu 3«
b. Jezeli s(k) =0 i Ij.kO,
to a*= a(k) jest przeksztatceniem brzegu
c. Jezeli s(k) i O,

3« Wyznaczanie nowego kierunku poszukiwan*

Jezeli istnieje takie i, i« ze
h~raCk)) « 0, i 1+ < 0,
to z macierzy Gk .usuwamy i-ta kolumne.
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ograniczenia natozone na parametry ksztattu

(3-6)

kroku algorytmu

sktadowymi

tsn.

aa funkcje wyste-

spetniajacych warunek

do wykonywania pun-

w brzeg optymalny.

to nalezy przej$s¢ do wykonywania punktu 4.
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Otrzymuje sie w ten sposéb macierz G~
M acierz = X - GM. (GAT . &M)-1 . G T
(gdzie | - macierz jednostkowa) jest macierzag rzutowania.

Uovly kierunek poszukiwan

s(k) « Pr . (vi)a(k)

Kalezy przej$¢ do punktu 4*
4. k-ty krok algorytmu:

b = a(k) ¢ ck . s(k), gdzie ¢~ jest taka maksymalna stata, ze b spet-
nia ograniczenia nier6wnos$ciowe, to a(k + 1) = b.
Jezeli nie, to wyznacza sie rekurencyjnie

n,
b(i + 1) « b(i) - G(GE . Gk) Hj.(b(i)) i- 0,1,2...

tak diugo, az dla kolejnego i b (i) bedzie te ograniczania spetniac.
Wtedy a(k + 1) « b (i).
Powrdt do punktu 2.

4. UuwAcl KolrCIOE

W artykule opisano algorytmy numerycznego rozwigzania osiowosymetrycz-
nego zadania analizy wrazliwos$ci i optymalizacji ksztattu tarczy. Progra-
my oparte na tych Algorytmach sa obecnie uruchamiane na mikrokomputerze
mi pc/xt.

Mozne oczekiwaé¢, ze zakonczy sie to powodzeniem, poniewaz udato sie
juz uruchomi¢ analogiczny program analizy wrazliwos$ci ksztattu w zakresie

ptaskiego zadania teorii sprezystos$ci.
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IIPHVEHEHHE METOAA HyBCTBHTEJIEHOrO AHAIDI3A B. nPOEKTHPOBAHIil -«QPMH IHCKA
SEUIE3HOAOPO2HOr0 KOJIECA

Pe3due

B eTaite onHcano npHjieHeHae ayBCTBHTejibHoro aHajiH3a h onTHMMsausH b npo-
exTapoBaHHH Anexa atejie3Hopo3CHoro KOJieca. Bo .BCTy.mieHHH ct™opuyjiHpoBaHa 3a—
Aaia QTUMU3aUHK (popun AHCKa c yaeiou orpaBHaeHHH no oébeuye C$opuyj iHpoBaHo
aeodioflHiuje ycmoBaa cymecTbobuhtih kckouoto sKCipeuyua. C$opuynHpoBaHa
émia laicse aajiaaa ayBCTBHxejibHoro asajiH3a Alia HCCJieAOBaHHH aaMeHeHHK aecT-
Koola "Hcxa Koaeca b 3aBHCHuocxH ot <J)apua upas. lloKa3aHa HOMepHas uoiejib
3anaaH qyBCTBiiTeJibHoro aaajffl3a h aaropam ee pemeKaa. CTaiba coAepaHT xaicre
aaropHTM onxHMH3auHK AHcaa Kojieca. llpaueHea: b Heu ueicu, npoeKCHH rpaHeiA-
lalfljwlonpeflemeima rpajnema (jjyjnaHBajia xaueciba HcnoJib30BaK npejicTaBjieHbiri
paHbne ajiropHTu noayaeBB« Maipeuu ayBCTBBTejibHOCTH.
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AN APPLICAtIOU OP A SBKSIilVIfY ANALYSIS 20 DESIGIiIG
SHAPE 0? RAILWAY WHEEL

Summary

this paper describes an aplication of a sensitivity analysis and optim-
isation to designing a wheel plate. At tbe begining there was formulated
an aim of optymisation of shape of wheel-plate, where a lim it was its
volume.

A necessary condition of existing of searched extremum has been presen-
ted. A problem of a sensitivity analys for serching variation of stiffnes
wheel plate has been formulated as a function of Bbape of boundary.

Next there was presented a numerical model of a sensitivity analysis
and an algorithm of solution.

An algorithm of optimisation of wheel plate was presented too. there was
applied method of projection of gradient, the algorithm of reciving sensi-
tivity matrix which has been presented earlier was used for determination

gradient of quality function.



