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MODELOWANIE I SYMULACJA NUMERYCZNA 
STEROWANEJ AUTOMATYCZNIE RAKIETY NAPROWADZAJĄCEJ SIĘ 

NA MANEWRUJĄCY CEL

Streszczenie. W pracy przedstawiono model matematyczny otrzymany z równań 
Boltzmanna-Hamela dla układów o więzach nieholonomicznych. Prawa 
sterowania w kanałach pochylania i odchylania potraktowane są jako więzy 
nieholonomiczne. Przykładową symulację przeprowadzono dla rakiety klasy 
„Sidewinder”, odpalanej z samolotu w kierunku manewrującego celu. Uzyskano 
bardzo dobre wyniki symulacji - rakieta osiąga cel przy różnych warunkach 
początkowych startu.

MODELLING AND NUMERICAL SIMULATION OF A MISSILE GUIDED 
INTO THE MANOEUVERING TARGET

Summary. A mathematical model derived from the Boltzman-Hamel equations 
for the system with non-holonomic constraints has been presented in the paper. 
Guidance laws operating in yawing and pitching channels, respectively, have ben 
assumed to create the non-holonomic constraints. The exemplary simulation was 
carried out using the model o f "Sidewinder" missile fired from the plane into a 
maneuvering target. Very promising reliable results of simulation have been 
obtained since the missile kept reaching the target despite o f the form of initial 
take-off conditions.

MOflEJIHPOBAHHE H HYMEPHHECKAJI CHMYJIRUHfl 
yiTPABJIREMOH ABTOMATHHECKH PAKETbl HOBOflJUIiYIOCfl 

HA M AHEBPEHHblft IJEJIb

Pe3K>Me, B pa6oie npeflCTaBJieHo MaTeMaTHHecicyK) Mojienb nonyneHHyio 
c ypaBHeHHH EojibT3MaHHa-XaMeJiba ana coenHeHHił o HexonoHOMHBHbix 
y3Jiax. npHMep CHMynauHH npoBeneHO ana paxerbi “Sidwinder” 
BbinycKaeMOfi b HanpaBJieHHbiii uenb. nonyneHO xopoinne pe3ynbTaTbi 
CHMyjiauHH ana HananbHbix ycnoBen erapTa.
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1. WSTĘP

W pracy przyjęto model fizyczny następującej postaci:
- rakieta traktowana jest jako układ mechaniczny, sztywny, o sześciu stopniach swobody,
- przyjęto, że nie występują żadne ruchy mas powietrza względem Ziemi,
- pominięto wpływ krzywizny Ziemi,
- rakieta jest traktowana jako obiekt sterowany.

2. PRZYJĘTE UKŁADY ODNIESIENIA

Ruch rakiety jest opisany za pomocą współrzędnych i czasu w  przestrzeni zdarzeń, w której 
położenie rakiety jest jednoznacznie wyznaczone wyłącznie współrzędnymi kątowymi i 
liniowymi (jest to przestrzeń konfiguracji).

Do opisu dynamiki obiektu ruchomego, jakim jest rakieta, niezbędne są następujące układy 
odniesienia:

-  nieruchomy układ grawitacyjny związany z Ziemią OiXiyiZi (rys. 1),
-  układ grawitacyjny OgXgygzg związany z poruszającą się rakietą, zawsze równoległy do 

układu nieruchomego OixtyiZi (rys.l),
-  układ Oxyz związany sztywno z poruszającą się rakietą, posiadający początek w  punkcie 

rys.l, którego oś 0x jest równoległa do średniej cięciwy aerodynamicznej,
-  układ prędkościowy 0,x,y,z, związany z kierunkiem przepływu ośrodka omywającego 

rakietę, oś 0x, posiada kierunek prędkości opływu a zwrot przeciwny.
Wszystkie podstawowe układy odniesienia stosowane przy opisie matematycznym są układami 
prawoskrętnymi.

Rys. 1. Przyjęte układy odniesienia, współrzędne oraz prędkości liniowe i kątowe 
Fig. 1. Assumed reference systems, coordinates, linear and angular velocities

Składowe wektorów chwilowej prędkości liniowej V0 i kątowej Cl w układzie odniesienia 
Oxyz związanym z rakietą (rys.l) są następujące:
- wektor chwilowej prędkości liniowej VQ:

V0 = U7 + V} + Wk, HI
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gdzie:
U  - prędkość podłużna,
V  - prędkość boczna,
W - prędkość pionowa,

- wektor chwilowej prędkości kątowej:
Ci = PT + Q j + R k , (2)

gdzie:
P - prędkość kątowa przechylania,
Q - prędkość kątowa pochylania,

displacaments

Rys.3. Naprowadzanie rakiety na cel 
Fig. 3. Aiming o f the rocket at a target

3. PRAWA STEROWANIA

Rakieta jest automatycznie sterowana przez autopilota, który jest zamontowany w głowicy 
rakiety. Sterowanie automatyczne odbywa się w dwóch kanałach (rys.2):

- pochylania 0  -przez wychylenie steru wysokości SH,
-  odchylania ¥  -przez wychylenie steru kierunku SK,

zaś w kanale przechylania <I> stabilizacja zapewniona jest dzięki wychylaniu samoczynnym 
girolotek 5 L.

Prawa sterowania w postaci ogólnej [1,2,3,5,6]:
- w  kanale pochylania 0  (rys.2):
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7iS* + THbH = *"(0 - 0,) + K ?  {Q - &) + A" ( W - W z)
(3)

+ JCf (* , -  xgz) + X" (z , -  z ,J  + ( £ / -£ / ,)  + 5 „ 0

- w kanale odchylania *P:
T15V+TV5V =K̂ ('?-'I'2)+K^(R-Rz) +

(4 )
+ K-w (W -  Wz) + Ky (y, -y ^ )  + K^(V -  Vz) + 5vo ,

gdzie :
t\ J i J h J v - stałe czasowe,
y H  y H  y H  y H  y H  y ł i  
^6 >A x >A z >A u
„ r „ „ ,, ,, } - współczynniki wzmocnienia.

4. OGÓLNE RÓWNANIA RUCHU RAKIETY STEROWANEJ WYPROWADZONE 
PRZY ZASTOSOWANIU RÓWNAŃ BOLTZMANNA-HAMELA DLA UKŁADÓW 
MECHANICZNYCH O WIĘZACH NIEHOLONOMICZNYCH

Stosując równania Boltzmanna-Hamela dla układów mechanicznych o więzach 
nieholonomicznych w postaci [2,3,5,6]:

d &T cT > 'r-i r ćT • /

gdzie:
a , |i, r = 1 , 2 ,  . ..k, k - liczba stopni swobody,
OĄt - quasi-prędkości,
T  - energia kinetyczna w ąuasi-prędkościach,

- quasi-współrzędne,
Q \  - siły uogólnione,
/o*! - trójwskainikowe mnożniki Boltzmanna określone następującą zależnością:

* * f  darK da, N
(6)8-o-A  oqx dcjzJ

Po przekształceniu równania (5) i obliczeniu trójwskaźnikowych mnożników
Boltzmanna oraz [2,3] i wyznaczeniu równań prawostronnych otrzymamy układ równań w 
postaci ogólnej w następującej formie [1,2,3,5,6]:

- równanie ruchów podłużnych

dtldU- W — «» ar_i_ /i ar ar k
J u / " 3y, + -Z-°I3dzt + 36„ Tx, dV dWK

-mg si n 0  + T - — cos (3 co sa  + Cy sin (3 cosa -  C, sina ),
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- równanie ruchów bocznych
ar

dt{dV) J1 dyt 22 efc, ' 06„ 7j  dU' dW
ar
asr 1 a(/ P +

mg cos0 sin<I> + — pSVf (c, sin p + Cy cos p) + YP P + Y„R + YSy8v,
2

■ równanie ruchów wznoszących
ar k“ ar *:1
56w 7; +asKdt\dWJ (a*, " 8yt “ \

<9)d u u  ̂ , 31 7; 7; Jara, lrs ' Jćto,
mg cos©cos® - p S ^ ^ c o s P  sin a  s-C^smp s in a +  C, cosa) + ZqQ +Z*„&H>

równanie ruchów przechylających
'arJl+^-i,a®J air

V - £ . w + « L Q - « L r +
dV 8R 8Q4 — 1 - idt KdP) l

* K > * < * K ł - ‘ • « ■ • « C -  ( io )

4 cos p cosa - Cv  sin p cosa + Cm sina) +
+Lf P + LpR + L6l&l , 

równanie ruchów pochylających
d ( d r4  far .  e r ' ^  ar sin® , ar- , ar ,

+ ? E .R _ f L  p _ i?L ¡7 + ik'HW - k HU -  k" cos<t> + ̂-j —  +a/> a« en' L “ . ?; J as>,
+ i- k rU - kvr P - k v Sin<t>)-^- = ~mgxc cos©cos® + (11)\ cos©/ dra,
+ypó'I/0![xe(C, cosp sina + Cy sin p sina + C, cosa) +

+L(Cm sinp + Cm> cosp)]+MeQ + M Sh 5w,
- równanie mchów odchylających

ar*v +ar;
<7 f ar) i ar' . . _ ar . . ar sin® ar* 'j
3 l a - j - l » i"'I,',9łae“ ’® ł w S 8 * J i r T r

BP 8Q 8V ' 'dra,

+ (<£(/+— — = mgx, cos© sin® + (12)( T2 cos©J ara,
— pSroJ [xe (c, sin p + Cr cos p) - cos p sin a + sin p cosa ++
2

+Q1Jcosa)] + NfP+ NhR + Nty§r .
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Układ równań 7-5-12 oraz równania (3), (4) stanowią ogólny model matematyczny lotu 
rakiety sterowanej. W układzie równań widać wyraźnie sprzężenia pochodzące od praw 
sterowania i od związków kinematycznych.

5. SYMULACJA NUMERYCZNA I WYNIKI

Program symulacji numerycznej ruchu rakiety napisano w  języku Fortran dla rakiety klasy 
“ Sidewinder” . Po dobraniu współczynników wzmocnienia w prawach sterowania wykonano 
wiele obliczeń symulacyjnych przy różnych warunkach początkowych startu rakiety i dla 
rożnych ruchomych celów, w  różnych konfiguracjach.

Przedstawiono wyniki symulacji numerycznej (rys. 4^-8) naprowadzania rakiety na 
manewrujący cel (rys.3), gdzie prędkość celu wynosi Ma = 1.4 na wysokości 4000m. Na rys.4 
pokazano przebieg liczby Macha w czasie - po 3 [s] liczba Ma maleje, ponieważ rakieta klasy 
“ Sidewinder” ma jeden silnik, którego praca trwa 3 [s].

Pokazano przebiegi kąta natarcia i ślizgu rakiety w czasie (rys. 5), a na rys.6 prędkości 
kątowe; pochylania 0  i odchylania ¥  oraz kąty wychylenia sterów: wysokości 8h i kierunku 
8v w  czasie.

Rysunek 8 przestawia przebiegi zmian w czasie; wysokości lotu rakiety i celu, odległości 
rakieta-cel w osiach X, Y, Z, odległość zbliżania R« rakiety do celu i strefy rażenia.
Rakieta osiąga strefę rażenia celu w czasie 8.5 [s]. Takie wyniki symulacji oceniono bardzo 
wysoko.

Rys. 4. Liczba Macha Ma = f(t) Rys. 5. Kąty natarcia i ślizgu a, P = f(t)
Fig. 4. Maach number Ma=f(t) Fig. 5. Anglc of atach and slip angle a, p = f(t)

Rys. 6. Kąt pochylenia 0 i kąt odchylenia*? =f(t) Rys. 7. Kąty wychylenia sterów wysokości 
Fig . 6. Angle of pitch © and angle yaw T =f(t) i kierunku 8», 8V = f(t)

Fig. 7. Elevator angle and rudder angle 8h , 8V = f(t)
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Rys. 8. Położenia w przestrzeni rakiety i celu - Rrc,X, Y, Z = f(t)
Fig. 8. In space position of a rocket and o f a target
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