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MODELOWANIE DYNAMIKI PLASKICH UKLADOW
WIELOCZLONOWYCH Z TARCIEM

Streszczenie. Praca dotyczy generowania réwnan ruchu uktadéw wieloczto-
nowych z uwzglednieniem efektow tarcia. Potaczenia czton6w traktuje sie jako
wiezy nieideahie, demonstrujac przyktady modelowania ich reakcji. Rownania
ruchu otrzymuje sie w formie nieliniowo sprzezonych réwnan rézniczkowo-
algebraicznych; typu réwnan Lagrange’a 1rodzaju, wzgledem absolutnych pred-
kosci i potozeh cztondw oraz reakcji w przegubach. Dyskutowana jest specy-
ficzna struktura tych rownan.

MODELLING OF DYNAMICS OF FRICTION-AFFECTED PLANAR
MULTIBODY SYSTEMS

Summary. The problem of obtaining equations of motion for friction-
affected multibody systems is considered. The joints are treated as nonideal
constraints, and some examples of modelling of reactions of the constraints are
demonstrated. Nonlinearly coupled differential-algebraic equations of motion
in the absolute state variables and the joint reactions, referenced to as
Lagrange’s equations of type |, are obtained. A specific structure of the
equations is discussed.

MOUEJIKPOBAHHE HHHAMHKH UJIOCfCHX MHOTrogjIEHHHX CHCTEM
C TPEHHEM

PO3BMO. Pa6oTa xacaeTCH retiepHpoBaHM vpaBHeHHt! abh*ghhh uHoOro-
unenHux CHCTeu C yueTov a”"eKTOB rpeHHSi. Coguhhghhh uneHOB cHCTeim
npHHSTH 3a HeaneanbHHe cbsi3h . ripencTaBneHH npHuepa uonenHpoBaHnsi hx

peaKHHB . ypaBHGHHsi nBHKGHHH nonyneHH $opue ni—l/‘gepeHUHaanO—anreo—
paHuecKHX ypaBHeHHft, -rana ypaBHeHHfTI arpanxa nopsinxa.
1. WSTEP

Wiezy naktadane na uktad mechaniczny modelowane sg zwykle jako idealne (= bez tar-
cia). Postulatywnie, reakcje wiezow idealnych sa ortogonalne do powierzchni wiezow i nie
maja wptywu na ruch wirtualny ("wzdtuz" wiezéw) uktadu. Nie wystepujg tym samym w
réwnaniach ruchu w zmiennych niezaleznych, co wykorzystuje wiekszo$¢ metod mechaniki



28 W. Blajer, A. Markiewicz

analitycznej. Stosowanie tych metod przy generowaniu réwnan ruchu uktadéw z tarciem
jest wiec czesto niemozliwe lub co najmniej trudne. Wymusza to tez naturalng tendencje
do pomijania efektéw tarcia, podwazajgc wiarygodno$¢ analiz matematycznych i
poprawnos$¢ budowanych praw sterowania dla rzeczywistych mechanizmoéw i maszyn.

Ztozono$¢ opisu matematycznego oraz sprzezenia ruchu uktadu z (nieidealnymi)
reakcjamiw przegubach powodujg, ze problemy modelowania i analizy uktadéw z tarciem
sg rzadko podejmowane w literaturze. Nieliczne opracowania w tym zakresie, m.in. [1-4],
ktada zaledwie podwaliny dla budowy efektywnych metod badania tych zagadnien.
Niniejsza praca jest kolejng préba wypracowania takiej metody.

Uktad "rozbija" sie na swobodne cztony i krepuje wiezami potgczen miedzy nimi i z
otoczeniem. Uwzgledniajac efekty tarcia, nieidealne reakcje tych wiez6w modeluje sie w
bazach lokalnych poszczegdlnych potgczen, a nastepnie rzutuje do przestrzeni konfiguracji
uktadu uwolnionego od wiezéw. Otrzymuje sie rézniczkowo-algebraiczne réwnania ruchu,
typu rownan Lagrange’a | rodzaju, wzgledem absolutnych predkosci i potozen uktadu oraz
reakcji w przegubach. Nietrywialnym spostrzezeniem pracy jest fakt, ze sktadowa
nieidealna (wywotana tarciem) uog6lnionej reakcji wiezéw nie musi by¢ styczna do
powierzchni wiezéw (co obowigzuje dla prostego modelu tarcia coulombowskiego).
Sktadowa nieidealna moze by¢ reprezentowana nie tylko w podprzestrzeni stycznej do
wiezéw (efekt podstawowy), ale i ortogonalnej. Wywotuje to dodatkowe sprzezenia
pomiedzy ruchem uktadu ireakcjamiw przegubach, zasadniczo utrudniajac formutowanie
réwnan ruchu w zmiennych niezaleznych oraz analize numeryczng tych réwnan.

Rys.l. Przyktady reakcji w potagczeniach mechanizméw ptaskich
Fig.l. Examples of reactions in some joints of plane mechanisms

2. WIEZY POLACZEN | ICH REAKCIJE

Ruch cztonéw uktadu krepowany jest wiezami potgczen. Wiezy te oraz ich reakcje
wygodnie jest zamodelowac¢ przy uzyciu wspo6trzednych lokalnych danego potgczenia,
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definiujacych: z - kierunki skrepowania oraz s - kierunki ruchu. Kierunkom skrepowania
odpowiadajg sktadowe idealne reakcji wiezéw f, kierunkom ruchu - sktadowe nieidealne

wywotane efektami tarcia. W przypadku uktadow ptaskich sumaryczna ilos¢ sktadowych
zis (oraz fi V) dla danego potaczeniajest réwna 3. Gdy wiezy potaczen sg dwustronne,
ich rGwnaniami sg z = 0. Momenty tarcia f w przegubach walcowych (s = w) oraz sity
tarcia fA, w suwakach (s = v) modeluje sie zwykle w funkcji reakcji idealnych fi predkosci
s [1-4]:

/,, = sign(u) prO>) d yiyf + fvt = -sign(\) prv)[fj, il)

gdzie d jest Srednicg czopa, /xri ¢t sg wspbétczynnikami tarcia odpowiednio obrotowego i
§lizgowego, ” i fy oraz fn sg reakcjami idealnymi, a znak oznacza, ze f(ri M maja
zwroty przeciwne do odpowiadajacych wspdtrzednych s. W uproszczonych modelach
wspotczynniki /x, i /xr przyjmowane sg czesto jako state. Dla matych predkosci wzglednych,
a szczeg6lnie dla przegub6ow walcowych, wspdtczynniki tarcia zalezg jednak istotnie od
[1-6]. Dla potaczen z rys.l sity i momenty tarcia zamodelowano nastepujgco:

A = -sign(y) p,0>) d +fi, (2a)

A = -signfyj Hrfy) \f\, (2b)

A = ~sign(y) \ir(y) \x\, (2¢)

/,,! = -‘Sg'Qd) \f\, /,,Z ="'»> W I*W ¢« R Ifl. (2CD

Komentarza wymaga rowniez zagadnienie tarcia spoczynkowego, zwigzanego z
chwilowym "zacieraniem" sie przegubow przy zmianie kierunku ruchu wzglednego lub
wystepujacego podczas uruchamiania mechanizmu (chwilowo). Wigze sie to z powszechnie
znanym zjawiskiem skokowego wzrostu wspdétczynnika tarcia, co nie jest jednak tatwe do
zalgorytmizowania numerycznego. Jednym ze sposobdw rozwigzania problemu jest
wigczenie chwilowo do z tych wspdétrzenych sposréd s, ktérych pochodne sg réowne
(bliskie) zeru. Bedzie to rdwnoznaczne z natozeniem dodatkowych wiezéw na uktad,
ktérych reakcje wyznaczane bedg jak dla klasycznych wiezéw kontaktowych. Wielkosci
tych reakcji nie moga jednak przekroczy¢ pewnych wartosci granicznych, odpowiadajacych
maksymalnym sitom tarcia spoczynkowego (okreslonym przez bezwzgledne wartosci
wyrazef z réwnan (1) i (2) po zastgpieniu /zr(ta) i/ut(u) odpowiednimi wspdtczynnikami
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tarcia spoczynkowego). Po osiggnieciu przez sity tarcia wartosci granicznych wiezy
"puszczg" i odpowiadajacy kierunek znéw bedzie kierunkiem ruchu. Zauwazmy na koniec,
ze opisany proces naktadania wiezow zatarcia i ich zanikania w wyniku wzrostu wartosci
ich reakcji powyzej poziomu maksymalnych sit tarcia statycznego, mozna fatwo
zatgorytmizowac¢ numerycznie. W wyniku skokowych zmian wartosci wspo6tczynnika tarcia
przebiegi symulowanego ruchu cechowac sie bedg pewnymi nieciggtosciamj.

3. ROWNANIA RUCHU

Z racji nieidealnosci wiezéw, wyjsciowe rownania ruchu najwygodniej jest sformutowaé
we wpoétrzednych absolutnych x = [xlyi,41jéryN4N]T, gdzie x* i yl oraz <5 sg
wspotrzednymi potozenia dowolnego punktu (najczesciej Srodka masy) oraz wspotrzedng
katows i-tego cztonu (i - 1,//) wzgledem jednego inercjalnego uktadu odniesienia, a N
jest liczbg cztonéw. Réwnania te zapisa¢ mozna w nastepujacy zwarty sposob:

M(X)E = +r ?3)

0 = i>(n), (4>

gdzie M = d/flg(M',.-,Mw), h = [hIT, hNT]Tsg ztozeniami macierzy mas i prawych stron
réwnar ruchu dla poszczeg6lnych cztonéw swobodnych (0gdlng postaé rownan %< _ jji
przytoczono w Dodatku), *(x) = 0 jest kolumnowa reprezentacjg m réwnan wiezéw
potaczen cztonéw, m < n = 3N, natomiast r oznacza uog6lniong site reakcji wiezéw w
n-wymarowej przestrzeni konfiguracji X , w ktérej uktad reprezentowany jest jako punkt,
a rownania wiezéw (4) jako uogodlniona powierzchnia [7,8].

Dla danego potaczenia wspétrzedne lokalne z i s wyrazi¢ mozna za pomocg
wspoétrzenych absolutnych kontaktujacych sie ciat. Zalezno$ci te mozna zapisaé ogdlnie
jako:

z = *(x) =0, )

s = Y(x), (6)

gdzie oraz z = [zj,..."]7 oraz s = [s],..., Sj1sg wspotrzednymi skrepowania i ruchu dla
catego uktadu. Dla uktadéw otwartych (o strukturze drzewa) k jest rowne liczbie stopni
swobody uktadu, k = n - m, a dla uktadéw zamknietych (mechanizméw) k > n - m.
Mozliwe jest stworzenie biblioteki zaleznosci (5) i (6) dla typowych potgczen ptaskich
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uktadow wielocztonowych. Przyktady takich zaleznosci pokazane zostang podczas
prezentacji referatu.

kierunek
ortogonalny

(skrepowania)

Rys.2. ldeowa ilustracja sktadowej idealnej i nieidealnej reakcji wiezéw
Fig.2. Notional illustration of ideal and nonideal components of constraint reaction

Réwnania (5) i (6) pozwalajg na utworzenie macierzy wiezéw C, specyfikujacej w X
kierunki z (gradienty wiezéw), oraz macierzy CM definiujacej w X kierunki s,

CM - CM -
dx M dx

o wymiarach odpowiednio nxm inxk. Macierze C i transformuja fizyczne sity reakcji

wiezéw, foraz f , do przestrzeni X . Umozliwia to sformutowanie uogélnionej sity reakcji
wiezéw w X,

r(xjcd) =r, + =Cf+ CJV, (8)

gdzie rO0 = C fi sg odpowiednio sktadowg idealng i nieidealng (wywotang
tarciem) uogolnionej reakcji wiezow r.
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4. DYSKUSJA

Uwzgledniajgc powyzsze zalezno$ci, réwnania ruchu (3) i (4) zapisa¢ mozna w formie:

i =v 9)
M(x)y = fc(w) & C(x]f +CIW fi/), (1«)
Cr(x)v = *(v,x), dD

gdzie g = -CTv, Réwnanie (11) jest dwukrotnie zrézniczkowang formg rownan wiezéw (4).
Rownania powyzsze stanowig uktad 2n+m réwnan rézniczkowo-algebraicznych (RRA)
wzgledem v, X i f, typu réwnan Lagrange’a | rodzaju. Nieidealna sktadowa reakcji wiezdw
powoduje, ze réwnan tych nie mozna przeksztatci¢c do postaci uwolnionej od reakcji
wiezéw (typu réwnan Lagrange’a Il rodzaju), co jest zawsze mozliwe dla uktadéw z
wiezami idealnymi (fM2 0) [7,8], Sa dwie tego przyczyny. Pierwsza jest oczywista i wynika
z nieliniowej, w ogdlnym przypadku, zaleznosci fMod f. Gdyby zalezno$¢ ta byta liniowa,
co obowigzuje tylko dla prostych modeli tarcia $lizgowego, reakcje wiezdw mozna by
zapisa¢jako r = (C + fiC Jtiuzy¢ zmodyfikowanej techniki projekcyjnej celem eliminacji
tej reakcji zréwnan ruchu. Technike takg opisano w pracy [9]. Nie stosuje sie ona jednak
do przypadku ogdlnego rozwazanego w tej pracy. Druga przyczyna nieliniowych sprzezen
RRA (9)(11) ma charakter "geometryczny". Mianowicie, sktadowe r0i rMnie sg do siebie
ortogonalne w X , cho¢ sg wzajemnie ortogonalne sity/momenty reakcji wiezéw fi w
klasycznym rozumieniu przestrzeni fizycznych poszczegélnych punktow skrepowania.
Poniewaz X jest przestrzenig metryczng [8], warunek nieortogonalnos$ci rOi rMzapisac
mozna nastepujaco:

rM~\*0 ~ CTM ICr *0 (12>

Geometryczna ilustracja powyzszego stwierdzenia prezentowana jest na rys.2, a o jego
stusznosci mozna sie przekonac¢ analizujac szereg prostych przyktadéw. Nieortogonalnos¢
roi ma daleko idgce konsekwencje w sposobach analizy numerycznej RRA (9)(11), o
czym bedzie mowa bardziej szczeg6towo podczas prezentacji referatu.
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DODATEK

Réwnania ruchu swobodnego ciata sztywnego we wspotrzednych absolutnych x, y i
gdzie x i y sa wspoOtrzednymi potozenia dowolnego punktu A ciata w kartezjanskim
uktadzie inercjalnym Oxy, a 4>jest katem miedzy osig Ox i odcinkiem tgczagcym punkt A
ze $Srodkiem masy C, majg nastepujacag postac¢ [8]:

m 0 mpsin<t> x &y +  mdpoos>

M(x)x = 0 m mpcos<k> | = Fy + m&Dsing) h(xpc,t) (DI)
-mpsinfy mpcosfy JA

gdzie m jest masg ciata, JAjego momentem bezwtadnos$ci wzgledem A, p jest odlegtoscia
pomiedzy punktami A i C, Fxi Fyoraz MA sg sktadowymi (w uktadzie Oxy) sumy sit
dziatajgcych na ciato oraz momentem tych sit wzgledem A. Dopuszcza sie zalezno$¢ sity
F i momentu MAod czasu t. Réwnania te upraszczajg sie, gdy punkt A pokrywa sie z
C(p *0).
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