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WSPOLPRACA BELKI BERNOULLIEGO Z OSRODKIEM SPREZYSTYM
O NIEJEDNORODNYCH PARAMETRACH

Streszczenie. W pracy przedstawiono problem wzajemnego zginania, skrecania i
Sciskania belki Bemouliego w niejednorodnym osrodku sprezystym. W tym osrodku
wystepuje odp6r normalny do konturu przekroju poprzecznego belki, odpér styczny do
tego konturu i wzdtuzny odpér styczny miedzy osrodkiem i belkg. Model
matematyczny opisano uktadem sprzezonych czterech réwnan rozniczkowych.

MATING OF BERNOULLI’'S BEAM WITH THE NON-HOMOGENEOUS
ELASTIC MEDIUM

Summary. In this paper a mutal of a influence of a bending, a torsion and an axial
compression od Bernoulli beam diped in the non-homogeneous elastic medium is
preseted. In this medium occuring uie normal interaction to the contour of a cross -
section of the beam, the tangebal interaction to this contour of the beam, the
longitudinal tangetial interaction between this medium and the beam. The mathematical
model of the system of coupled four differential equations are described.

COTPyaHHUECTBO EAJIKH BEPIIUYIErO C YIIPYrOH CPEACH
C HEQZIHOPQZHOIVH RAPAMETPAMM

PeagiMe. B pa6oTe upezLCTamreHO 3adu<iy B3aHMHoro crH6anhH,
cjcpyuHBaHHNn h c*HMaHHfl 6aliKH Bepiioyuero cpeita. B 3toK cpeae
BHCTyiraeT oTiiop HopMauHHfl u KacaTenbHHft k xoHT/py iionepeuHoro
ceueHHH Cujikh a tbkxo npoziojibHiift oTnop Kacarenbiiirii k oBoumte
6anKH. MaTeMaTHuecjiHii MOiicjib ouwcaHO cmctomoR cbh3h ueThipex

zib<{)ii>epeHii,HOHHHX ypaBHeHHt.
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1. WSTEP

W roznych urzadzeniach technicznych, maszynach, budowlach poszczeg6lne elementy
wspotpracuje ze soba. Najprostszym przypadkiem zanurzania konstrukcji w o$rodku
sprezystym jest utwierdzenie czesci belki np. w murze, fundamencie lub korpusie maszyn.
Wierice stropowe mozna rozpatrywac jako belki zanurzone catkowicie w o$rodku
sprezystym.

W pracy J. Obrebskiego [3] zajeto sie dynamikg belki zanurzonej w tréjkierunkowym
sprezystym osrodku typu Winklera. W pracy Z. Wasiutyftskiego, S. Zagrodzkiego, W.
Marksa [4] dokonano analizy zginania pali. Natomiast w pracy K. Cabanskiej [1] rozwigzano
problem wzajemnego wptywu zginania i skrecania belki zanurzonej w jednorodnym,
dwuparametrowym o$rodku sprezystym.

W pracy przedstawiono belke Bemoulliego otoczong na calej jej pobocznicy
niejednorodnym, tréjparametrowym osrodkiem sprezystym. Celem pracy jest wprowadzenie
réwnan rézniczkowych opisujagcych wzajemny wptyw zginania, skrecania i $ciskania belki
zanurzonej w tym osrodku.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Fizycznym modelem jest belka Bemoulliego zanurzona w tréjparametrowym,
niejednorodnym os$rodku sprezystym (rys. 1). Belke o dtugosci 1 obcigzono sitami
dziatajagcymi w plaszczyznach gtéwnych belki p,(x), pyx), momentami dziatajagcymi w
ptaszczyznach gtéwnych belki m,(x), my(x), momentem mO(x) dziatajgcym dookota osi
geometiycznej belki i sitg dziatajacg wzdtuz osi belki pO(x).
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Rys. 1. Schemat obcigzenia belki w o$rodku sprezystym
Fig. 1. The scheme of a load of the beam in the elastic medium



Wspotpraca belki Bemoulliego z osrodkiem sprezystym

Zatozono, ze belka jest w statym kontakcie z o$rodkiem, tzn., ze oprdcz tego, ze nie
wystepuje szczelina miedzy belke o o$rodkiem, to réwniez nie wystepuje miedzy nimi
poslizg. Belka zanurzona w o$rodku sprezystym i znajdujeca sie pod wptywem obciezenia
ulega odksztatceniu, a to odksztatcenie powoduje oddziatywanie tego osrodka na belke.
Oddziatywanie to przejawia sie odporem poprzecznym rt(x), ry(x) oraz wzdtuznym odporem
stycznym t(x) do powierzchni belki i jednoczesnie réwnolegtym do jej osi (rys. 2). Odpor
poprzeczny jest wypadkowe odporu normalnego r,, do tego konturu przekroju poprzecznego
belki i odporu stycznego r, do tego konturu (rys. 1). W efekcie obciezen zewnetrznych i
odporéw wystepuje zginanie w ptaszczyznach gtownych belki, skrecanie i $ciskanie belki.

3. MODEL MATEMATYCZNY PROBLEMU

Zjawisko zginania [2], skrecania i $ciskania belki o niejednorodnych parametrach w dwoch
kierunkach zanurzonej w sprezystym os$rodku opisano nastepujecym uktadem roéwnan
rézniczkowych:
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gdzie: w(x), v(x) - przemieszczenie belki w ptaszczyznach gtownych 1, Jy - momenty
bezwtadnosci powierzchni przekroju poprzecznego wzgledem odpowiednich gtéwnych osi
centralnych, r,(x), ryx) - odpory poprzeczne w plaszczyznach gtéwnych p,(z), fid(x) -
momenty odporowe dziatajece w ptaszczyznach gtéwnych belki, <p(X) - ket skrecenia belki,
I, - zastepczy moment bezwitadnosci powierzchni przekroju belki na skrecanie, /iQ(x) -
moment odporowy wzgledem osi geometrycznej x, F - pole przekroju poprzecznego belki,
r,(x) - odpor osiowy w kierunku osi x, E - modut Younga, G - modut Kirchoffa.

Po wprowadzeniu wzoréw na ~i(x), n,(x), r,(x), ryx), t0(x), r,(x) i wstawieniu do ukfadu
réwnan (1) otrzymano uktad czterech liniowych, sprzezonych, niejednorodnych réwnan
rézniczkowych w formie:
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L,

L, - momenty bezwtadnosci niejednorodnego konturu przekroju belki odpowiednio wzgledem
gtéwnych osi centralnych;
Lyl - moment dewiacji niejednorodnego konturu przekroju belki wzgledem gtéwnych osi
centralnych, S,, S*- momenty statyczne niejednorodnego konturu przekroju belki odpowiednio
wzgledem gtdwnych osi centralnych x,, = X»(y>z) “ zmienny modut sztywno$ci normalny

osroaka sprezystego x, = X,

Cy,2) - zmienny modut stycznosci osrodka sprezystego.
Niejednorodny kontur przekroju spowodowany jest zmienne "gestoscie"



WspOtpraca belki Bemoulliego z o$rodkiem sprezystym

Rys. 2. Schemat sktadowych odporu poprzecznego oraz
sktadowych odporu normalnego i stycznego
Fig. 2. The scheme of components of the transversal interaction
as well as the normal and tangetial interaction
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4. PODSUMOWANIE

W pracy wyprowadzono sprzezony uktad czterech réwnan rézniczkowych, ktory opisuje
zjawisko zachowania sie belki w tréjparametrowym, niejednorodnym os$rodku sprezystym.
Ze sprzezenia rownan rézniczkowych (2) parametrami w, v, u, pwynika wzajemny wplyw
zginania, skrecania i $ciskania belki zanurzonej w tym osrodku. Sprzezenie to wystepuje w
przekrojach o dowolnym ksztaicie.
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