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WIDMOWE CHARAKTERYSTYKI STRATYFIKOWANYCH PRZEPHYWOW
TURBULENTNYCH Z GRADIENTEM PREDKOSCI

Streszczenie. W pracy rozwazono pétempiryczne, spektralne réwnanie bilansu energii
kinetycznej turbulencji E(K) w stratyfikowanym termicznie i zasoleniowo przeptywie
turbulentnym z gradientem predkosci. W celu opisu bezwtadnosciowego mechanizmu
przenoszenia energii przez Kaskade wiréw wykorzystano hipotezy Pao i Kovasznay’a.
Otrzymano analityczne wyrazenia dla widma energii E(K) przy zatozeniu stabego
odziatywania pomiedzy polami $rednim i pulsacyjnym.

SPECTRAL CHARACTERISTICS OF STRATIFIED TURBULENT FLOWS
WITH SHEAR

Summary. In this paper a semi-empirical model is proposed to solve the spectral
equation for the balance of turbulent kinetic energy E(k) in a thermally and salt-
stratified turbulent shear flow. For the terms representing inertial transfer of turbulent
energy through the hierarchy of eddies, Pao s and Kovasznay’s formulations are
employed. Tne analytical expressions for E(k) are obtained for the case when
interaction between tne mean and turbulent fields is weak.

CnEKTPAJTHHE XAPAKTEPHCTHKH TYPBYjIEHTHHX
CTPATHSHII.HPOBAHH(iX TE4EHMH GO MBHCOM

PeuioMo. B pa6oTC iipencTaBJieHo nojiyoMnHpHuecKOO cnoKTpanbiioe
ypaBHHOHHe 6ananca khhothuockoh BHeprHH TypfiyneHTHOcTH E(K) h
cTpaTH(JliHuHpoBaHHUM no TeMitepaType h cobphocth noToice co cahhi'om.
Ansi  ortHcaHHH BHepu,HaabHoro nepepacnpe~reaeHHH  TypfiyjreHTHoft
OHeprHH no nepapxHH BHxpcil, HcnotiBOBaHo rHnoTO3H Ilao h XoBasaioro.
nojiyueno auaiHTHuecKHe BupaxtOHHH ;ua cneKTpa OHopmtH E(K) b
cnyuae cnaboro B3anmoaphctbhb UEMNY ochobhum h Typ6ynOHTHHM
NOIHMH CKOpPOCTH.
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1. WSTEP

W wielu problemach geofizycznych zasadnicze znaczenie posiadajg stratyfikowane
przeptywy turbulentne, tzn. niejednorodne gestosciowo przeptywy zachodzace w polu sity
ciezkosci |1], [2]. W przypadku atmosfery stratyfikacja osrodka jest uwarunkowana gtownie
niejednorodnosci? pola temperatury T(X,t), natomiast w przypadku przeptyw6w oceanicznych
poréwnywalny wktad do stratyfikacji gestosciowej wnosz? pola - temperatury T(X.t) oraz
zasolenia s(x,t). Szczegdlnie interesujace i wazne z praktycznego punktu widzenia s?
przypadki, w ktorych przeptyw turbulentny ma miejsce w warstwie $cinajacej i w ktorej
lepkie i turbulentne naprezenia styczne wspdtistniej? z duzym poziomym gradientem
predkosci $redniej dn/dz (np. w strefie oddziatywania morza i atmosfery).

W dalszym ci?gu ograniczymy sie do sytuacji, w ktorej dany osrodek (woda morska)
charakteryzuje sie stabilnym rozktadem gestosci p - p(T,s) i rozpatrzymy przypadek
statystycznie stacjonarnego i horyzontalnie jednorodnego przeptywu turbulentnego z
poziomym gradientem predkosci dn/dz - const. Wiadomo, ze wystepowanie gradientu
predkosci sredniej w przeptywie zwieksza jego niestabilnos$¢ i odgrywa role '‘generatora™
turbulencji. Z kolei, stabilna stratyfikacja o$rodka powoduje, ze cze$¢ energii Kinetycznej
turbulencji pod wptywem pracy sity wyporu przechodzi w energie potencjatu? przeptywu.
Uwzglednienie tych mechanizméw wymaga sformutowania teorii stratyfikowanych
przeptywow turbulentnych z gradientem predkosci.

W niniejszej pracy rozwazymy jeden z mozliwych wariantéw realizacji tego zadania w
ramach tzw. spektralnej (widmowej) teorii turbulencji. Celem pracy jest otrzymanie nowych
analitycznych rozwi?zan dla widma energii kinetycznej turbulencji E(k), przy wykorzystaniu
hipotez zamykania Pao |3] oraz Kovasznay’a [4] (zob. takze [5]).

2. PODSTAWOWE ROWNANIA

Rozwazymy réwnanie bilansu energii kinetycznej przeptywu turbulentnego w przedziale
liczb falowych k *L 0', gdzie 1" - jest zewnetrzn? skal? turbulencji zwi?zan? z geometri?
rozpatrywanego przeptywu i w ktorym przeptyw moze byé traktowany jako lokalnie
jednorodny. Po raz pierwszy takie rownanie dla osrodka jednorodnego zostato sformutowane
w pracy [6]. W rozpatrywanym przez nas ogolniejszym przypadku dla stratyfikowanego
termicznie i zasoleniowo przeptywu turbulentnego z gradientem predkosci odpowiednie
réwnanie ma postac:
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Wyraz po iewej stronie réwnania (2.1) opisuje catkowity dyssypacje e energii kinetycznej
turbulencji w przeptywie'. Pierwszy wyraz po prawej stronie réwnania (2.1) opisuje
bezwiadno$ciowe przenoszenie energii turbulencji w przedziale liczb falowych od k do <» w
kierunku mniejszych liczb falowych, drugi wyraz opisuje generacje energii turbulencji w
przedziale (k; °0) w polu gradientu predkosci $redniej, trzeci i czwarty wyraz opisuje
energetyczny wkiad sity wyporu uwarunkowanej stratyfikacje termiczne i zasoleniowe do
catkowitej energii turbulencji, piety wyraz opisuje lepko$ciowe dyssypacje energii turbulencji
w przedziale liczb falowych (0;k)\ g, aT, fi, i v oznaczaje - odpowiednio - przyspieszenie
ziemskie, wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej, wspétczynnik $cisliwosci zasoleniowej oraz
wspotczynnik lepkosci kinematycznej. Gestosci widmowe - pionowego strumienia ciepta
Ej(k), pionowego strumienia soli E,(k), pionowego strumienia pedu r(k) [=Eunk)l oraz
kinetycznej energii turbulencji E(K) spelniaje, z definicji, zaleznosci:

w'T = Ej(kydk; W's'" = JESQc)dkN\ u'w'=Jx (k) dkl,
0 0 )

(Av W ) S E(tw (2.2)

W dalszym ciegu rozwazymy réwnanie (2.1) w przedziale liczb falowych k > kb, gdzie
kb = (fllg>),n jest wypomosciowe liczbe falowe, N = (g aTdTldz - gfi , dsldz)I2 jest
czesto$cie Vaisala-Brunta i ktéry obejmuje podprzedzialy bezwiadnosciowy oraz
lepkosciowy. W celu uzyskania zamknigetego réwnania (2.1) dla widma E(k) konieczne jest
przyjecie pewnych hipotez dotyczecych postaci czterech wyrazéw po prawej stronie tego
rownania. Sposrod wielu mozliwych hipotez wybierzemy dwie - hipoteze Pao oraz

Kovasznay’a (zob. |3], [4], [5], [7]), ktére umozliwiaje uzyskanie analitycznych rozwiezan
rozpatrywanego problemu.
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2.1. Rozwigzanie problemu (2.1) przy wykorzystaniu hipotezy Pao

Zgodnie z hipotezy Pao bezwtadnosciowe przenoszenie kinetycznej energii turbulencji
mozna wyrazi¢ nastepujaco:

(2.3)

gdzie P jest pewng bezwymiarowg stala, vT jest efektywnym (turbulentnym)
wspotczynnikom lepkosci, <arjest wirowoscig pulsacyjnego pola predkosci.

Znajdziemy wyrazenie dla lepkosci efektywnej v T, wykorzystujgc nastepujace rozwazania
[8]. W ujeciu Boussinesga, lepkos¢ turbulentna jest iloczynem dtugosci charakterystycznej
oraz charakterystycznej  predkosci pulsacji turbulentnych,  tzn.vt ~ 1t w,
Nastepnie predko$¢ charakterystyczna moze byé oszacowanajako vt - [KE(K)fn. Z kolei,
4 ~V* - fkE(K)],nep'/Km. W rezultacie, Ik ~1k*3e 23 E(k)]'n. Zatem otrzymamy:

(2.4)

W celu uzyskania wyrazen dla strumieni turbulentnych wykorzystamy przyblizenie stabego

oddziatlywania pomiedzy ruchem $rednim i pulsacyjnym [9]. Oznacza to, ze
charakterystyczna skala zmian predkosci $redniej L, ~ |dzida \) jest wieksza od
charakterystycznej skali przeptywu turbulentnego L, - na>7 i zatem strumien pedu

przenoszony jest od ruchu $redniego do ruchu turbulentnego w rezultacie pracy gradientu
predkodci $redniej. Mozliwe sa inne, bardziej ztozone przypadki, ktérych jednak nie
bedziemy rozpatrywac (zob. np. [7], [10]).

Zgodnie z hipotezg stabego oddzialywania przyjmiemy nastepujace wyrazenie dla
strumieni:

(2.5)

(2.6)
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przy czym przyjmujemy, ze wspoOtczynniki turbulentnej wymiany ciepta i soli sa
proporcjonalne do wspotczynnika turbulentnej wymiany pedu, tzn. vT = a vT, v/ =fi vT,
gdzie a ifi s? pewnymi statymi (zob. |5]).

Uwzgledniajac wyrazenia (2.3), (2.5)-(2.6) w réwnaniu (2.1) otrzymamy:

e = 2vJk2E(k/)dk/+ P xt'pk5pE(k) + bP "t K E ik), 27)
0
gdzie
dT ds -
1dz 1 «S« T~d£‘ + PSP,d—Z @-8)

Przepiszemy zalezno$¢ (2.7) w postaci:

k
t =2\fk 2E(k)dk'+ P It Ip[kfpE(K)] + bP-le Nk~ [k S/iE m (29>
[0}

Rozniczkujac powyzsze wyrazenie, otrzymamy:

-bt-}p *'73 - 2vP 3
dtk* Em m 3 t

a3 E(K) el3 + h'13*43

A (2 »0)

Catkujac réwnanie (2.10), otrzymamy:

iI?7*m =eczp/~-lhel3 73 - 2v/>/tl3le w3(I+hE 23 \3)-Idfc, (2-H)

gdzie Q jest stat?. Poniewaz rozpatrujemy przedziat liczb falowych kblk < 1, mozemy
roztozy¢ mianownik w wyrazeniu podcatkowym (2.11) w szereg potegowy i ograniczy¢ sie
do pierwszych wyrazéw tego rozwiniecia. Mamy
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(1 + bt-™ - bz'W k-*» (2.12)

tatwo zauwazy¢, ze wyrazenie dla b moze by¢ napisane w postaci:

(2.13)

gdzie R, = ft (du/dz)'2jest liczby Richardsona, a N2 — gaT dTldz opisuje wktad pola
temperatury do czestosci Vaisala - Brunta.
Calkujec rownanie (2.1) przy zatozeniu (2.12), otrzymamy ostatecznie:

m =Qk™+A8% _he ANALlvPe VI o+ U 2 4k 83, (2-14)

gdzie b jest okreslona zaleznosci? (2.8) lub (2.13), a 0 ’jest stat?.

2.2. Rozwi?zanie problemu (2.1) przy wykorzystaniu hipotezy Kovasznay’a

Zgodnie z hipotez? Kovasznay’a [4] bezwtadnos$ciowe przenoszenie kinetycznej energii
turbulencji mozna wyrazi¢ zaleznos$ci?

(2.15)

gdzie y jest stat?. Wykorzystuj?c tak jak poprzednio hipoteze stabego oddziatywania,
rozwazymy posta¢ widma energii kinetycznej turbulencji w przedziale liczb falowych, w
ktorym mozna pomin?¢ efekty lepkosSciowe, tzn. przyjmiemy, ze k < I/k,,, gdzie

= (v3tp)l/4 jest skal? Kotmogorowa. Przy takim zatozeniu w réwnaniu (2.1) mozemy
pomin?¢ wyraz opisuj?cy lepkosciow? dyssypacje energii turbulencji w przedziale (0;k) i w
rezultacie dla widma E(k) otrzymamy nastepuj?ce réwnanie:

e = Yksp[E£(K)]32 + by k {ri[E{K)]m, (2.16)

gdzie wielko$¢ b wyraza sie wzorem (2.8) (lub (2.13)].
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Réwnanie (2.16) po podstawieniu x = kl/2 y = (E(k)f'2, ely = c¢ sprowadza sie do
réwnania trzeciego stopnia o postaci - yV + by ~cx = 0 [11], W przypadku stabilnej
stratyfikacji (b > 0) sens fizyczny posiada jedynie dodatni pierwiastek tego rownania. tatwo
zobaczy¢, ze w takim przypadku widmo energii E(k) bedzie miato postac:

(2.17)

3. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono potempiryczny model stratyfikowanego przeptywu turbulentnego
z gradientem predkosci przy wykorzystaniu klasycznych koncepcji zamykania opartych na
hipotezach Boussinesq’a, Kovasznay’a i Pao. Wyboér tych hipotez umozliwit otrzymanie
Scistych analitycznych rozwiazan rozpatrywanego problemu. Jednakze w ramach spektralnej
teorii turbulencji nie mozna, jak sie wydaje, rozszerzy¢ uzyskanych rezultatow poza
rozwazane przedziaty widmowe oraz uwzgledni¢ intermittentnej struktury przeptywu
turbulentnego. Taka mozliwos$¢, przynajmniej w zasadzie, istnieje w podejsciu funkcjonalnym
do problemu turbulencji, poniewaz funkcjonat charakterystyczny pola [u, T. s] opisuje
réowniez, zalezace od liczby Reynoldsa przeptywu, statystyczne wiasnosci drobnoskalowych
pulsacji tego pola [2], Poza tym, nie wida¢ mozliwosci dokonania na drodze teoretycznej
jednoznacznego wyboru jednej z wielu mozliwych hipotez przenoszenia energii przez kaskade
wirdw. Wykorzystujac rezultaty pracy (12] naszkicujemy mozliwy schemat postepowania w
tym zakresie:
1 Nalezy przeformutowa¢ problem (2.1) przy wykorzystaniu funkcjonatéw

charakterystycznych pél termohydrodynamicznych;

2. Nalezy okresli¢ grupe przeksztatcen skalowania, wzgledem ktérej przeformutowany
problem (2.1) jest niezmienniczy;
3. Wykorzystujac metody teorii grup, nalezy okresli¢ posta¢ widma turbulencji w
poszczeg6lnych przedziatach liczb falowych.
Naszkicowany program, jako zagadnienie o wyjgtkowym stopniu ztozonosci, nie byt do
tej pory rozpatrywany i bedzie przedmiotem odrebnej, pogtebionej i wyczerpujacej analizy.
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