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METODA CHARAKTERYSTYK W ZASTOSOWANIU DO ANALIZY PLASKIEGO
STANU NAPREZENIA W MODELU KONSTRUKCIJI Z MATERIALU
NIELINIOWEGO, OPTYCZNIE CZYNNEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono algorytm zastosowania metody charakterystyk do
analizy btonowego stanu naprezenia w modelu ustroju cienko$ciennego, wykonanego z
materiatlu optycznie czynnego, ktérego deformacja natychmiastowa odpowiada nieliniowo-
-sprezystej charakterystyce materiatu. Praca stanowi rozszerzenie metody charakterystyk,
umozliwiajacej okreslanie stanu naprezenia na podstawie wytgcznie pola izochrom, na
przypadek nieliniowej charakterystyki materiatu opisanej prawem potegowym.

CHARACTERISTICS METHOD IN APPLICATION TO ANALYSIS OF THE PLANE
STRESS STATE IN MODEL STRUCTURE FROM NONLINEAR, OPTICAL ACTIVE
MATERIAL

Summary. An algorithm of characteristic method applied to analysis of membrane state of
thin-walled model structures executed from optical active material is considered in the paper.
The instantaneous structure deformation corresponds to nonlinear elastic characteristic of the
material The paper represents enlargement of the characteristic method determining the
stress state on tne basis only ofthe isochromatics on the case, when nonlinear characteristic
ofthe material is described by power law.

CHARAKTERISTIKENMETHODE ANGEWENDET AUF DIE ANALYSIS DES
EBENEN SPANNUNGSZUSTANDES IN EINEM AUS DEM NICHTLINEAREN
OPTISCH AKTIVEN MATERIAL HERGESTELLTEN STRUKTUR-MODELL

Zusammenfassung. In der Abhandlung hat man den Algorithmus zur Anwendung der
charakteristiken-methode fiir die Analysis des Membranspannungs-zustandes in einem Modell
der dinnwandigen Struktur, welches aus optisch aktiven Material hergestellt ist und wo
sofortige Formanderung einer nichtlinear-elastischen Charakteristik des Materials entspricht,
dargestellt. Das ist eine Erweiterung der Charakteristiken-methode, die es mdglich macht im
Falle einer nichtlinearen durch das Potenzprinzip beschriebenen Charakteristik des Materials
den Spannungszustand nur aufgrund des Feldes von Isochromen zu bestimmen.

1 WPROWADZENIE

Stosowanie metody doswiadczalnej analizy naprezen, opartej na znajomosci wytacznie pola
izochrom (zngjduje uzasadnienie w tym, ze o ile pomiar izochrom zardwno wysokich,jak i niskich
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rzedow nie przedstawia trudnosci z technicznego punktu widzenia, o tyle pomiar parametru izokliny
jest niekiedy bardzo ktopotliwy. Odnosi sie to szczeg6lnie do tego rodzaju obszaréw badan, w
ktorych gradienty parametru izokliny sa mate, same za$ izokliny pojawiajg sie w polu widzenia
polaryskopu jako ciemne, rozmyte strefy o niewielkim zréznicowaniu stopnia przyciemnienia
obserwowanego obrazu. Utrudnione, niekiedy wrecz niemozliwe stajg sie¢ pomiary izoklin
dokonywane w trakcie badan ustroju, w szczegdlnosci badai dynamicznych.

W roku 1964 W.Szczepinski [1] opublikowat metode okreslania sktadowych dwuwumiarowego
stanu naprezenia na podstawie wigcznie pola izochrom. Metoda ta zwana metoda charakterystyk,
znalazta szerokie zastosowanie do rozwigzywania zagadnien brzegowych w teorii sprezystosci i
plastycznosci, w tym roéwniez do rozwigzywania probleméw analizowanych metodg warstwy
optycznie czynnej [2], [3].

W niniejszej pracy wskazemy na mozliwosci rozszerzenia zastosowania metody charakterystyk do
analizy btonowego stanu naprezenia w modelach cienkosciennych ustrojéw nosnych wykonanych z
materiatu optycznie czynnego, ktdrego reakcja natychmiastowa odpowiada nieliniowo-sprezystej
charakterystyce materiatu.

2. ROWNANIA PODSTAWOWE

Wyznaczone w wyniku pomiaréw pole izochrom okreSla réznice gtéwnych odksztatcen
analizowanego, ptaskiego stanu naprezenia

6,-e2=fN @
Oznaczajac przez e0potowe sumy réznicy odksztatcer gtownych
e0="(e, +e2)s ]

a nastepnie podstawiajac ja do wyrazen dla sktadowych odksztatcen w doowolnym ukladzie
wspotrzednych oraz uwzgledniajac réwnanie () otrzymujemy:

ex=e0+2fMNlcos2a0, ex=e0-~4Ncos2a0, y=-fNsin2a0 (€)]

W powyzszych zwigzkach a0 oznacza kat okreslajacy kierunki odksztatcen gtownych
(parametr izokliny), y za$jest katem odksztatcenia postaciowego.
Przyjmujemy, ze wiasciwosci fizyczne materiatu opisuje réwnanie konstytutywne o charakterze
potegowym

e, =-3Aor1Is], @
lub wyrazone w formie odwroconej
S r72'lg 7 6ii gdzie m=n ' ®)
3'Am°Y
z ktdrego wynikaja wyrazenia dla sktadowych stanu naprezenia
2er'/. \ 2e"“1/. \ le!

<» = A K + 4 @y = » K + 4 t= 3 A~ (6)
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gle ee oznacza intensywnos¢ odksztatcenia, ktorg na podstawie zwiazku (1) i (3) wyrazamy w
fomie:

ec=-"(ef+e,e2+Ej)" =-"j(*3e,+—F2NZ , @

Okredlong réwnaniem (7) intensywno$¢ odksztatcenia podstawiamy do zwigzkéw (6).

Uwzgledniajac ponadto formuty (3) otrzymujemy ostatecznie wzory okres$lajace sktadowe stanu

naprezeniajako funkcje sumy odksztatcen €0, rzedu izochromy N oraz parametru izokliny a

1
-B"3e2+ "N X3 ~3e0+"fNcos2a0

a*=3&
<+
V)
= " j'B(3e0+"N2i]  ("30-"fNcos2adl, ®)
_2m |/ j
X= ———-—-H3eJ+—NI2 fNsin2a0,
Mma) V4T

gdzie B=A~m

Zwiazki (8) uwzglednimy w réwnaniach rownowagi elementu

oX oy m dy

anastepnie wykonujac przepisane operacje rdzniczkowania z nich wynikajace otrzymujemy uktad
dwach réwnan rézniczkowych czastkowych o nastepujacej postaci:

Ale0,a0,x,y )" +BLe0,a0x,y)"+ C 1(e0,a0,x,y)" -+

+D1(e0,a0,x ,y)-" =Fl(e0,a0,x,y),
(10)

Al(e0,a0,x,y)*+B J(e0a0x,y)*+ C 1(e0,alx,y) -+

+D2(e0,a0,x ,y )= F 2e0,a0,x,y),
gdzie oznaczono:

A, (e0,a0x,y) =3e0(m- 1)"3e0+” fNcos2aQj «
(3eD+if 2N2)2U'3,+3(3e2” f N2
B((e0,a0,x,y) =-fNsin2a0"3e2+" fIN:

C,(e0,a0,x,y) =- 1 e0(m- I)fNsin2a0(3e2)"3e2+" f2N:
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D,(e0,a0,x,y) =-mcos2a(3e2+ |f 2N2J , 1)

N

1 ~ 1 1 /N
F,(e0,a0,x,y) =- - (m- I)"3e0+- Ncos2all3e@+- fN2J fON— -

"mj
- —f cos20"3e,, +j N2 AN fN2(m- Dsin2a0e

oraz
A2(e0a0x,y)=-1e0(m- )fNsin2a0"3e2+" fiIN2
Bj(e0,a0,x,y) =-fN cos2cJ 3e2+j f N2

( 1 ]
C2(e0,a0,x,y) = 3"3e@+- fN2J +3e0(m - I)23e0- - Nfcos2a,

1
3eJ+-fN2Y ,
D2(eCa O>x,y)=-fNsin2ac 3e, +-f2N2 , 12
F2(e0,a0,x,y) =j fAN2(m- Dsin2a0"3e2+" f2NJ +
in 1 m j / j

+2 fl 3e® + 4 f2N2J S,n2a® & -4 (m~A3*0~2" CS200

Z postaci ukfadu rownan rézniczkowych czastkowych rzedu pierwszego (10) wynika, z
rozwazany problem sprowadza si¢ do zagadnienia brzegowego Cauchy'ego [4], Jego rozwiazanie
polega na wyznaczeniu wielkosci e, i a, w kazdym punkcie rozpatrywanego obszaru na podstawie

wyznaczonych wartoéci e0 i a0 wzdluz charakterystyki o réwnaniu y = y(x). Na charakterystyce
funkcje eOi ctO sg ciggte i maja ciggle rozniczki.

d607 (bn ’ ’ flou (hﬂ
o="aT at y> da°=" rdx+V vy 13
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Wystepujace w zwigzkach (13) pochodne czastkowe wyznaczamy rozwigzujac wzgledem nich
udad czterech réwnan (10) i (13). W tym celu przyrébwnujemy do zera wyznacznik
charakterystyczny utworzony ze wspétczynnikéw wspomnianego uktadu réwnan

A, B, C, D,
Aj i Cj Dj
J Bi ] ] -0, (14)
dx 0 dy O
0 dx 0 dy

z ktérego po rozwigzaniu otrzymujemy réwnanie algebraiczne drugiego stopnia ze wzgledu na

d
pochodng d

(a,B:-A ,a (j) +(a:D,-AiDi +B,C!+ C,B)(JJ+(CD1-CjD,) =0 (15)

Znak wyroznika rownania (15) przesadza o tym, do jakiego typu zaliczamy uktad réwnan (10).
Ze wzgledu na praktyczne znaczenie w dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadkow,
gdy wyrdznik ten jest dodatni, a wiec uktad réwnar (10) jest hiperboliczny i ma dwie rodziny
charakterystyk rzeczywistych. Zatem warunek istnienia dwoch rodzin charakterystyk rzeczywistych
mozemy wyrazi¢ nierownoscig

(AJD, - A,Dj +B,Cj - C,Bj)>4(ABj - A2B,)+(c,D2- CD,) (16)

Zrownania (15) otrzymujemy dwa rozwigzania dla pochodnej

N =§e0alxy), £ =r(e0a,xy). (A7)
gdzie funkcje i, i t| sa pierwiastkami réwnania (15):
£(e0,a0,x,y) = 2|§ie_+ V_hi-4ac))rre0,a0x,y) ="-(b-V b2-4ac) (18)

Wroéwnaniu (19) oznaczaja:
a=AB2-A2B, b= AjD,k-A,D2+B,C2-C,Bj, ¢=C,D2-CD,. (19)

Linie , ktdrych wspétczynniki kierunkowe okresla jedno z réwnan (18), s charakterystykami uktadu

rownan (10). Krzywe te spetniajg ponadto warunek
A B C F
a2 B2 C2 R2
dx 0 dy de0 -
0 dx 0 da,

0, (20)

na mocy ktorego zachodzg wzdluz nich zaleznosci rdzniczkowe wynikajace z réwnania
otrzymanego z wyznacznika charakterystycznego (14) przez zastgpienie w nim dowolnej kolumny
(w rozwazanym przypadku czwartej) kolumng wyrazéw wolnych. Z rozwinigcia wyznacznika (20)
wynika rownanie:

501060+ TdaO+ Udk+ Vdy = 0, @D
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w ktérym
R=D,A2-A,D2 U=F,D2-D,F2,
S=A,B2-A 2B, V=B,F2-F,B2, (7))
T=D,B2-D 2B, "23)

Podstawiajac prawe strony zwigzkéw (17) do réwnania (21) otrzymujemy kolejno réwnania
rézniczkowe dwu rodzin charakterystyk

A =§(e0,a0,x,y), (249)
(R +Se)de0+Tda0+ Udx +Vdy =0, (24b)
m; ='n(e,,a0x>)) (258)
(R +Sr|)de0+Tda0+ Udx + Vdy =0 (25h)

3. METODA ROZWIAZANIA

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego Cauchy'ego dla réwnan charakterystyk (24), (25) oparto
na procedurze numerycznej polegajacej na wprowadzeniu réznic skoficzonych w miejsce rozniczek
Za punkt wyjscia przyjmuje sie zwykle brzeg swobodny lub obcigzony, lecz o znanych wartosciach
funkcji e0i a 0oraz okre$lonych pierwszych pochodnych.

Fig. 1
Linia brzegu przecina kazda z charakterystyk tylko w jednym punkcie (rys. 1). Charakterystyki
nalezace do dwu rodzin, wyprowadzone z punktéw 1 i 2, przecinajg sie w punkcie M (xy)
Wspédtrzedne punktu M okreslane sg z rozwigzania uktadu réwnan (24a) i (25a) sprowadzajac je
uprzednio do réwnan roznicowych. W réwnaniach tych podstawiamy £=(, oraz r|=t|2, j,
wartosci funkcji £ i r| ,jakie przyjmujg one odpowiednio w punktach 1i 2. Rozwigzujac nastepnie
uktad réwnan wzgledem xM, yM otrzymujemy:

=7"“— X,-ti2x2+y2-y 1), M=r~fex, + 2-y,)-"X,+y, 20
xm=1 nz(e y2-y ), vy ot y y.) y (9]
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Majac okreslone wspotrzedne xMy Mwyznaczamy wartosci poszukiwanych funkcji e0,a0 w
punkcie M(XMyM. W tym celu réwnania (24b) oraz (25b) zapisujemy réwniez w formie
réznicowej, zastepujac rdzniczki réznicami skofczonymi:

de0=e(M- e, daOsal|,M-a( w réwnaniu (24b)
de0=eM- e@> da0=aM-ay w réwnaniu (25b)

W powyzszych zwiagzkach eGM),a(M sa poszukiwanymi wartosciami funkcji w punkcie M, za$
ej*aj,ll oraz e;/l,a\f oznaczajg wartosci tychze funkcji w punktach 1 i 2. Po rozwigzaniu
wzgledem eJM i a M ukfadu réwnan (24b) i (25b) otrzymujemy ostatecznie:

«iM="rAp-|T ,aft~(R|+SnA)ej,0- U,(xM- x,)- V,(yM- yJ-Tjctf’+(R, +SP2e(l +
1% 27

+ U2(XM-x 1)-VIJ(yM-y )| ,
eM= 4" R| #s* [T (a0-a*,I) +U,(xM-x,)v,(y, - yM] ' (28)

W punktach 1 i 2, od ktorych rozpoczyna sie rozwigzanie, wielkosci €0,a0 winny by¢
okreslone. Jezeli punkty te nalezg do brzegu swobodnego, to parametry izokliny w tych punktach
wynikaja z geometrii linii brzegowej obszaru, €0 za$ okre$lamy z warunku wynikajacego z zerowej
wartosci sktadowej naprezenia normalnej do brzegu.

Gdy zachodzi konieczno$¢ okreslania rozwigzania w obszarze nie zawierajacym brzegu
swobodnego, woéwczas mozna lokalnie zastosowa¢ inne techniki pomiarowe (np. tensometrie
oporowa), doprowadzajac do zaistnienia warunkow determinujacych rozpoczecie procedury.

Przedstawiony algorytm rozwigzania pozwala na stosunkowo prosty spos6b jego ujecia w
program komputerowy. Jedyna trudnos¢, jaka napotykamy, stanowi wyznaczanie pochodnych rzedu
izochromy Zr':—%\/l w dowolnym punkcie M. W przypadku wystepowania wysokich rzedow
izochromy mozna powierzchnie N(x,y) zastgpi¢ zbiorem ptaskich elementow tréjkatnych, ktorych
wierzchotki umieszczone sg na liniach obrazujacych petne rzedy izochromy, traktujac linie te jako
warstwice powierzchni N(x,y). Doktadnos¢ obliczen uzalezniona jest od liczby i wielkosci
elementéw trojkatnych [ 2 ].

W przypadku badan elementéw cienko$ciennych rzedy izochrom nie osiggaja znacznych wartosci
mimo pojawiania si¢ wzglednie wysokich gradientéw izochrom. Pomiaru rzedu izochromy dokonuje
sie zazwyczaj w weztach siatki pomocniczej, naniesionej na badany model. Najczesciej siatka ta
zorientowana jest w przyjmowanym prostokatnym ukiadzie wspotrzednych (xy). W takim
przypadku powierzchnie N(x,y) mozemy aproksymowac bikubicznymi funkcjami sklejanymi,
zapewniajac ciggtos¢ opisu powierzchni orazjej pierwszych pochodnych [5],

4. PRZYKLAD

W celu zilustrowania praktycznej strony zagadnienia, tj. stosowania metody charakterystyk [ 1]
do problemu fizycznie nieliniowego, zaprezentowany algorytm ujeto w program dla maszyny
cyfronej PC oraz przeprowadzono obliczenia tarczy, ktorej geometrie przedstawiono na rys. 2.
Materiat tarczy stanowit modyfikowany Epidian 53. W wyniku modyfikacji otrzymano
charakterystyke nieliniowo-sprezysta, kt6ra przyblizono réwnaniem:
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e = Acr",
gdzie state A oraz n wynosity:

A=232 10* (M2/MN)U, n=1.2, v= 0.46= 05

Procedure wyznaczania punktéw siatki charakterystyk rozpoczynano od brzegu swobodnego,
wykorzystujac nalezace do brzegu punkty siatki uktadu prostokatnego jako punkty startowe,
naniesione na konstrukcje ze wzgledu na zastosowanie funkcji sklejanych do okreSlania pda
izochrom. Wyniki obliczen przedstawiono narys. 3 i 4.

tHttim
w
to
N A
§
u N\
nNTTTT
Rys. 2
Fig. 2
Rys. 3 Rys. 4
Fig. 3 Fig. 4

Na rys. 3 przedstawiono w formie warstwie komputerowych rozktad izochrom aproksymowanj
bikubicznymi funkcjami sklejanymi. Pomiaréw uzochrom dokonywano w weztach siatki o oczku G
cm x 0.5 cm, za$ do programu w celu sporzadzenia warstwie przyjmowano wartosci interpolowane
dwukrotnie zageszczajac dyskretne pole pomiarowe. Rys. 4 przedstawia rozklad wytezenia wedtj
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hipotezy Hubera-Misesa, réwniez przedstawiony w formie warstwie komputerowych obrazujacych
poziomy naprezenia zredukowanego.

5 WNIOSKI

Przedstawiony algorytm stanowi ilustracje mozliwosci rozszerzenia zakresu zastosowan metody
charakterystyk na obszar zagadnien fizycznie nieliniowych. Z zachowaniem identycznej procedury
mozlinejest analiza stanéw btonowych ustrojéw wykonywanych z materiatéw, ktorych wiasciwosci
mechaniczne opisuje bardziej og6lna posta¢ nieliniowego réwnania konstytutywnego.

Zwroémy uwage, ze metoda charakterystyk jest metoda przyblizong w tym sensie, ze korzystajac
zréwnan rézniczkowych Naviera wprowadza sie do nich roznice skoficzone, co moze stanowic
zrédlo btedéw poréwnywalnych z bledami obrazu izoklin. Dlatego zalecane wydaje sie jej
stosowanie woweczas, gdy trajektorie naprezen gtdwnych nie wykazujg silnych zakrzywien oraz gdy
niewysteujg punkty osobliwe w obrazie izochrom.
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