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DRGANIA CHAOTYCZNE PRZEKŁADNI ZĘBATEJ

Streszczenie. W  pracy zbadano drgania przekładni zębatej na podstawie modelu Sato
[1]. Stosując wykładniki Lapunowa określono zbiór parametrów układu prowadzących 
do ruchu chaotycznego. Przeprowadzono analizę wpływu luzu międzyzębnego i 
wymuszenia zewnętrznego na charakter ruchu przekładni. Dla parametrów 
determinujących regularny i chaotyczny ruch układu porównano mapy Poincarćgo, 
portrety fazowe i przebiegi czasowe obciążenia dynamicznego.

CHAOTIC VIBRATION OF A GEAR SYSTEM

Summary. In this paper vibration of a gear system in Sato model [1] were examined. 
Using Lyapunov exponents the set o f system parameters which lead to the chaotic 
motion were determinated. An analysis of the influence of backlash and force input on 
the gear system were caried out. For parameters that determine regular and chaotic 
motion Poincare maps, phase planes and time series of dynamic load were compared.

XAOTHMECKHE KOJIEBAHHfl 3Yb4AT0H 11EPEÜAMH
Pe3DM e . B p'dGo're HccnenoBüHU KOJipfiaHHii 3y6uaTOH n e p e n a u n  

Ha ochobg Monejin CaTO [1] . C nouombio noi<a3aTHeneH J lanynoB a 
o n p e n e j ie i i  co c T aB  napaM eupuB c n c re M u  iipMBonsnuHx k 
xaoTMueCKOMy n6n*RHHio. DHnonHPH aHanH3 BnnitHHfl 3 a 3 o p a  uexay 
3y6bnMH h 6BHeuiHero ÓHiiyxneHHft Ha x ap a K T ep  nBH*eHHH 
n e p e n a m t .  Hit h uapaM eTpoB 1 neTppMHHnnynmnx p e r v n p H o e  u 
x a o T H ttecx n e  CHCTeMH cpaBHeHO OTobpaxeHHe u y a n i c a p c ,
<jia30BHe AHarpaMU, a  T3K*e mbmehshhh no BpeMeHH flHHawmiecKOH 
H a rp y 3 K n .

1. WSTEP

W ostatnich latach ukazało się wiele prac poświęconych badaniu chaosu w układach 
mechanicznych [2], Zwrócono przy tym uwagę na modele drgań skrętnych przekładni 
zębatych, stwierdzając występowanie ruchu chaotycznego [1,3,4], Jednym z wyróżników
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określających przejście układu do ruchu chaotycznego jest wykładnik Lapunowa [5], 
Wyznaczenie wartości wykładników Lapunowa, w zależności od parametrów układu, pozwala 
na określenie ich wartości krytycznych, przy których pojawia się chaos. W pracy zbadano 
wykładniki Lapunowa w funkcji luzu między zębnego i amplitudy zewnętrznego wymuszenia 
drgań. Celem badań jest ustalenie wpływu wybranych parametrów przekładni zebatej na 
występowanie stanów ruchu chaotycznego.

2. MODEL PRZEKŁADNI

W pracy przyjęto model matematyczny drgań przekładni zebatej przedstawiony w [1] 
w postaci:

d 2W cPf T, i 3I , ...
~ + 2 ^ +k(t)g (V +er( tU )  = - V — 4  W
dt2 dt 1 +i 1+f2

W powyższym równaniu różniczkowym przyjęto następujące wielkości bezwymiarowe:
Y - kąt obrotu,
f  - współczynnik tłumienia,
k(t) - sztywność zazębiania,
er(t) - błąd kształtu zęba,
i] - luz międzyzębny,
i - przełożenie przekładni,
g(H  +er(t),Ti)- nieliniowa funkcja zazębienia,
T2, T2 - wejściowy i wyjściowy moment obrotowy.

Podstawiając w równaniu (1) x = Y  +  er oraz przyjmując założenie dotyczące częstości 
obciążeń zewnętrznych i błędów kształtu zazębienia, otrzymano [1]:

d 2x  2 (  dx lc(r) . . B ,  n *
— +— — +̂ rg (.x ,i) )  = — cos(/-+0)+-4 , (2)
dr w dr u 2

gdzie:
u  - częstość,
B - amplituda wymuszenia harmonicznego, 
B0 - składowa statyczna wymuszenia,
0  - kąt fazowy, 
r  =  u t - czas bezwymiarowy.
Funkcję g(x, rj) przyjęto w postaci:

X, x ^ 0

0 , —T|<X <0

jc + p , x s - p .
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Sztywność zazębienia k(r) dana jest wyrażeniem [1]:

0.6+r/0.03rc 0$r60,12n

K r) =
1

0.6-r/0 .03n

0,6

0 .12sr^ l.08 it 

1.08n irs:1 .2n 

1 .2 n śtś2 n .

3. WYNIKI BADAN

W celu rozwiązania równania różniczkowego (2) napisano program numeryczny, w 
podwójnej precyzji, na podstawie pracy [7], Obliczono wykładniki Lapunowa w funkcji 
wybranych parametrów układu.

Rys.l. W ykładnik Lapunowa (a) w funkcji czasu (n oznacza liczbę cykli wymuszenia), 
oi = 1.5, X -  0 08, B0 -  7, 0  =  0); w funkcji amplitudy B  (tj =  10) (b) oraz
ri =  7 (c) (d) funkcji luzu t\ (B =  4)
Fig. 1. Lyapunov exponent \ 1 (a) as a function of time, (n denotes number of drive cycles), 
u = 1.5, f  =  0.08, B0 =  7, 9  =  0); as a function of amplitude B  (rj =  10) (b) and r\ =  7
fc) (d) as a function of backlash i; (B =  4)
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Na rys. la  przedstawiono wykładnik \ lt wykreślony w funkcji czasu (n oznacza liczbę 
cykli wymuszenia zewnętrznego). Wyniki dotyczą następujących parametrów: u  =  1,5, f  = 
0.08, B0 =  1, p = 7, 0  =  0 oraz dwóch wartości amplitud B  =  1.5 oraz B  =  4.0 . Z badań 
wynika, że po 600 cyklach wymuszeń zewnętrznych otrzymujemy ustalony stan drgań układu. 
Dla B = 4 .0  wykładnik Lapunowa ma wartość dodatnią, co świadczy o ruchu chaotycznym.

Na rys.lń . i c przedstawiono wykładniki Lapunowa przy dwóch wartościach luzu 
międzyzębnego p =  10 (rys. Ib) i p =  7 (rys. lc). Początkowo, w miarę wzrostu amplitudy 
wymuszającej B  wykresy (lb  i lc)  są podobne. W otoczeniu 5  =  2 występują oscylacje 
wykładnika \ .  Jest to związane ze zjawiskiem podwajania okresu. Ruch chaotyczny 
rozpoczyna się, gdy wykładnik Lapunowa osiąga wartość dodatnią. Dla p = 1 0 , w otoczeniu 
wartości 5  =  8 pojawia się strefa ruchu regularnego (rys. lb ), która nie występuje w 
przypadku mniejszego luzu p =  7) (rys. lc). Jeden z punków na wykresie l c  (B = 3.5) 
odpowiada przypadkowi ruchu chaotycznego, zbadanego w pracy [4], Rys. Id  przedstawia 
wykres wykładnika w funkcji luzu międzyzębnego.

Rys.2. Mapy Poincarego (parametry jak na ry s .la ),
(a) - ruch regularny (B=1.5) i (b) - ruch chaotyczny (5 =4); 

(c) - podobszar A zaznaczony na rys. 2b.
Fig.2. Poincare maps (parameters according to Fig. la ),

(a) - regular motion (B=1.5) and (b) - chaotic motion (B = 4); 
(c) - subregion/I marked in Fig.21?.
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Okazuje się, że jest to istotny czynnik powodujący przejście układu z ruchu regularnego 
do chaotycznego. Po przekroczeniu wartości krytycznej luzu (tjc =  4,0) przy B =  4 .0  układ 
zachowuje się chaotycznie.

Na rys.2a i 2b przedstawiono wyniki odwzorowań Poincarćgo dla ruchu regularnego i 
chaotycznego, przyjmując parametry układu jak na rys.la. Rys. 2c, przedstawiający 
podobszar A .zaznaczony na rys.2b, obrazuje strukturę fraktalną dziwnego atraktora [6].

2.00

3.00

Rys.3. Portrety fazowe (parametry na rys.2, (a) - ruch regularny,
(b) - ruch chaotyczny.

Fig.3. Phase planes (parameters according to Fig.2), (a) - regular motion,
(b) - chaotic motion.

Na rys.3a i 3b przedstawiono portrety fazowe ruchu regularnego i chaotycznego dla 
parametrów z rys.2a i 2b. Podobne struktury dziwnych atraktorów (rys. 2a i 3b) otrzymano 
w pracy [4] dla B =  3.5.

a) i b) i

Rys.4. Obciążenie dynamiczne P  w funkcji czasu r (parametry jak na rys.2,
(a) - ruch regularny, (b) - ruch chaotyczny 

Fig.4. Dynamie load P" as a function of time r (parameters according to Fig.2,
(a) - regular motion, (b) - chaotic motion
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Na rys.4a i 4b przedstawiono wykresy obciążenia dynamicznego P" =  k(r) g(x, r\) 
w funkcji czasu dla ruchu regularnego (rys. 4a) i chaotycznego (rys. 4b).

4. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wyniki symulacji numerycznej drgań modelu Sato przekładni 
zębatej [1], Znaleziono obszar występowania rozwiązań chaotycznych stosując metodę 
wykładników Lapunowa. Rozpatrując różne warianty wartości parametrów przekładni 
porównano drgania regularne i chaotyczne na podstawie oceny wykładnika Lapunowa (rys. 
la ), map Poincarego (rys.2), portretów fazowych (rys.3) i przebiegów czasowych obciążeń 
dynamicznych (rys.4). W zakresie badanych wartości parametrów stwierdzono strefy 
występowania chaosu, zależne od wartości amplitud wymuszeń zewnętrznych, oraz wpływ 
luzu międzyzębnego na istnienie drgań chaotycznych. Przeprowadzone badania stanowią 
poszerzenie analizy drgań przekładni zębatych zawartej w pracach [1, 4].
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