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NUMERYCZNA ANALIZA KONSTRUKCJI ZELBETOWYCH METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

Streszczenie. W referacie opisano algorytm nieliniowych obliczen konstrukcji zelbetowych
z rysami z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych. Przedstawiono wyniki obliczen
dla przypadku zelbetowej tarczy. Dla przyrostowo narastajacego obcigzenia wyznaczono
propagaqe zarysowania i szeroko$ci rozwarcia rys. Obliczono pole przemieszczen i rozktady
naprezen w zbrojeniu i betonie. Uzyskane wyniki porownano z wynikami badan
doswiadczalnych i wynikami obliczen autoréw. Przeprowadzona analiza pozwolita na
weryfikacje zaproponowanej metody.

THE NUMERICAL ANALYSIS OF REINFORCED CONCRETE
USING FINITE ELEMENTS METHOD

Summary. The present report shows the results of calculations on a reinforced concrete
disk with cracks. The nonlinear, numerical model of calculations of reinforced concrete is
describe. Using finite elements method some calculations were made. The results of
calculations like displacements stresses and cracking are shown on diagrams. They were
compared with experimental result and other finding. Some conclusions about the described
model and results of calculations are shown.
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1. WSTEP

Wieloletnie badania konstrukcji zelbetowych, prowadzone pod kierunkiem prof. A. Borcza
pokazuja, ze elementy betonowe i zelbetowe przy obcigzeniach cyklicznych zachowujg sie
sprezyscie. Te obserwacje byty podstawg zatozenia, ze catkowite odksztatcenia sa surg
odksztatcen sprezystych i odksztatcen resztkowych [1]. Sprezyste zachowanie si¢ elementéw
pod obcigzeniem cyklicznym wyjasni¢ mozna samonaprezeniami wywotanymi nieliniowymi
odksztatceniami resztkowymi W procesie monofonicznego obcigzania powstajg deformacje
niesprezyste betonu. Sa one nieliniowe wzgledem naprezenia, nie spetniaja warunku
nierozdzielnosdci. Przy zatozeniu warunku ptaskiego przekroju musza utworzy¢ sie dodatkowe
odksztatcenia sprezyste, ktore tgcznie z odksztatceniami niesprezystymi dopetniajg warunku
nierozdzielnosci. Samonaprezenia sg wynikiem tych odksztatcen sprezystych i stanowia udad
samozréwnowazony. Pojecie samonaprezen w powyzszym rozumieniu jak i model betonu byty
zaproponowane i rozwijane przez wiele lat przez prof. A. Borcza. Autorzy referatu, jako
uczniowie profesora, podjeli probe numerycznego modelowania konstrukcji wykorzystujac
my$l swojego mistrza. Pominigto bardziej szczegétowy opis samego modelu zawarty w
pracach [1, 2] ograniczajac sie do analizy obliczen.

2. ITERACYJINA NIELINIOWA ANALIZA MES

W procesie analiazy nieliniowej zastosowano metode elementéw skoriczonych. Jest ona
tyle znana, ze pominieto jej szczegdtowy opis. Wszelkie oznaczenia przyjeto z
Zienkiewiczem [3], Do dyskretyzacji konstrukcji uzyto elementéw prostokatnych z
powszechnie stosowanymi funkcjami ksztattu. Wykorzystano gotowe rozwigzania na macierz
sztywnosci elementu opisane miedzy innymi przez Rockey’a [4]. W opracowanym algorytmie
obliczern numerycznych ograniczono si¢ do ptaskiego stanu, jakkkolwiek zaproponowana
metoda nieliniowej analizy konstrukcji ma charakter ogélny i moze by¢ rozszerzona ra
elementy przestrzenne.

W liniowych zagadnieniach teorii sprezystosci dotyczacych matych odksztatcen, w
sformutowaniu przemieszczeniowym, dochodzimy zawsze do ostatecznego réwnania MES

K{6)-{R) = 0 ®

w ktorym wektor {R} obejmuje wszystkie sity od obcigzen zewnetrznych, naprezen,
odksztatcen poczatkowych itd. W powyzszym réwnaniu zaktada sie dodatkowo waznos$¢
liniowego prawa Teologicznego

(@) = [D]({el - iej) + (a0 @

z dodatkowymi wymaganiami liniowej zaleznosci pomiedzy przemieszczeniami i
odksztatceniam, ciggtosci przemieszczen i przyblizonego zachowania réwnowagi.
W zadaniach, w ktérych stosowane sg nieliniowe zwiazki Teologiczne, w przypadku matych
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odksztalcert muszg by¢ zachowane warunki ciggtosci przemieszczen i rownowagi, zmianie
dapjedynie zalezno$¢ (2). Zamiast niej mozna og6lnie zapisa¢ zwigzek reologiczny

F<i}{e)) = 0 ©)

Oczywiscie, w takim przypadku, niezbedne jest postepowanie iteracyjne. Jezeli iteracje
pronedzi sie¢ zmieniajgc macierz [D], to sposdb taki nazwano sposobem zmiennej sztywnosci.
JAi zmieniane sa wartodci {ea} lub {0}, to mamy odpowiednio sposéb poczatkowego
odksztatcenia lub poczatkowego naprezenia.

Wopracowanym algorytmie obliczert numerycznych do opisu nieliniowego zwiazku a - e
dabetonu wykorzystano metode odksztatceri poczatkowych. W kolejnych krokach iteracji
wyrGwnane wiec sg odksztatcenia. Przyjeto, ze charakter funkcji a - e jako parabole
madrycka, zalecang przez CEB.

Do modelowania zarysowania elementu betonowegozastosowano metode  naprezen
poczatkowych. Zatozono warunek, ze naprezenia normalne do rysy sg rowne zeru. Kierunek
lys zdeterminowany jest gtéwnym kierunkiem naprezen rozciggajacych z rozwigzania
nieliniowo sprezystego. Wyjatek stanowig wezty, przez ktére przechodzg prety zbrojeniowe.
Witym przypadku, w zaleznosci od kierunku preta zbrojeniowego, cato$é lub czes¢ naprezen
przenoszona jest przez zbrojenie. Oczywiscie rozwigzanie prowadzone jest iteracyjnie.

Zbrojenie w metodzie uwzgledniono jako liniowe elementy stalowe taczace wezty.
Sztywno$¢ tych elementéw sumowana jest do globalnej macierzy sztywnosci uktadu. W fazie
przed zarysowaniem zbrojenia "widoczne™ jest wiasnie jako ta dodatkowa sztywnos$¢. Po
zarysowaniu konstrukcji zelbetowej prety przecinajace ryse przejmujg uwolnione przez
pekniecie naprezenia. W omawianej metodzie zastosowano zwiazki zaproponowane przez
Dorra [5] do okre$lenia wartosci naprezen stycznych w elementach pretowych. Te naprezenia
styczne scatkowane po poszczeg6lnych pretach przytozono do weztéw wzdiuz pretéw jako
zewnetrzne obciazenie. Obcigzenie to wymusza dodatkowe odksztatcenia preta wynikajace z
jego poslizgu w betonie. Obliczenia prowadzone sg iteracyjnie. Zatozono, ze wptyw naprezen
stycznych ujawnia sie dopiero po zarysowaniu elementu. W fazie pracy bez rys przyjeto wiec
réwnos¢ odksztatcen betonu i stali e,, = £b.

ALGORYTM ROZWIAZANIA LINIOWO SPREZYSTEGO |

Rys. 1. Schemat procesu obliczen
Fig. 1. The calculation scheme
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Na rysunku 1 przedstawiono schemat procesu obliczeni. Podstawe stanowi agorytm
rozwigzania liniowo-sprezystego. W opracowanym programie zastosowano metode elementéw
skonczonych. Mozliwe jest jednak wykonanie dowolnej metody, np. réznic skofczonych
Rozwigzanie liniowo sprezyste stanowi podstawe uzyskiwania rozwigzan prébnych w
kolejnych krokach iteracji. Wykorzystany w obliczeniach algorytm MES ogranicza si¢ ¢
zadania przestrzennego. Wydaje sie, ze proponowana metoda moze by¢ stosowana réwnia
do zadarn przestrzennych. Takie rozszerzenie w znacznym stopniu powiekszy zkes
mozliwych analiz numerycznych. Oczywiscie mozliwe i pozadane jest rozszerzenie pama
konsytutywnego dla betonu do zadania dwuosiowego czy nawet trzyosiowego.

3. ANALIZA TARCZY BADANEJ PRZEZ LEONHARDTA | WALTHERA

Przeprowadzono analize numeryczng tarczy zelbetowej o symbolu WT3, badanej pzz
Leonhardta i Walthera [6], Tarcza ta byta réwniez analizowana numerycznie przez Hoegla
[7], Buyukozturka [8] i Lewinskiego. Istnieje zatem materiat doswiadczalny i teoretyczny cb
analizy poréwnawczej i weryfikacji proponowanej metody.

Rysunek 2 przedstawia schemat analizowanej tarczy. Przeprowadzono obliczenia da
réznych pozioméw obcigzenia $ledzgc za procesem powstawania rys i rozktadem naprezen
w konstrukcji. Wyniki obliczen przedstawiono na rysunkach 3 do 4.

Eb =25000 Mpa

P=pxl

f Rbzk =2.94 MPa

n nin
2 $5co 26 cm
160 m stal A-l
X 2()8co 6cm
stal A-111

1.60 m

Rys. 2. Schemat analizowanej tarczy
Fig. 2. The scheme of calculated disk



Numeryczna analiza konstrukcji zelbetowych 183

Rysunek 3 przedstawia proces rozwijania sie rys przy wzrastajagcym obcigzeniu.
Zaznaczono obliczone szeroko$ci rozwarcia rys. Pierwsze rysy pojawiajg si¢ dla poziomu
obcigzenia P = 400 kN.

Rys. 3. Propagacja zarysowania
Fig. 3. The cracks under different load

Rys. 4. Zalezno$¢ ugiecia od obcigzenia
Fig. 4. Relationship beetwen load and displacement
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Rysunek 4 obrazuje zalezno$¢ pomiedzy catkowitym obcigzeniem tarczy P a ugieciem w
srodku rozpietosci. Zestawiono wykresy uzyskane przez Leonhardta i Walthera [6] w
badaniach doswiadczalnych oraz wykresy uzyskane na podstawie nieliniowej analizy MBS
przez Buyukozturka [8] (90 elementéw tréjkatnych), Floegla i Manga [7] (72 elementy
trojkatne), Lewinskiego [9] (45 elementéw prostokatnych i wg analizy autora programem
ALTRMES (169 elementéw prostokatnych).

4. PODSUMOWANIE

W metodach poczatkowego naprezenia lub poczatkowego odksztatcenia postuluje sie sea
macierz sztywnosci. Ogolnie moze to wymaga¢ wiekszej liczby krokdéw iteracyjnych, jednak
moze by¢ to korzystniejsze z uwagi na brak koniecznosci wielokrotnego rozwigzywania
podstawowego uktadu réwnan. Rozwigzanie sprezysto liniowe uzyte jest jedynie jako $rodk
do przyspieszania zbiezno$ci rozwigzan "'prébnych™. Mozna tez stosowaé wszelkie inne $rodkd
przyspieszajgce zbiezno$¢. Istotnym jest by ostatecznie rozwigzanie spetniato nieliniowe
zwigzki prawa Teologicznego. Korzystne moze okazac sie stosowanie metody kombinowanej
polegajacej na réwnoczesnym modyfikowaniu sztywnosci i poprawianiu naprezen cy
odksztatcen.
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