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Streszczenie. W pracy zagadnienia dynamiki stochastycznych układów mechanicznych 
rozpatrywane są z punktu widzenia teorii systemów jako uporządkowany zbiór 
elementów. Zbiór czasowy jest określony jako lokalnie zwarta, uporządkowana grupa 
abelowa. Relację wejście-wyjście układu dynamicznego modeluje się za pomocą 
abstrakcyjnych losowych równań całkowych typu Yolterry.

MODELLING OF DYNAMIC SYSTEMS BY ABSTRACT INTEGRAL
EQUATIONS

Summary In the paper dynamic problems o f stochastic mechanical systems are 
considered as control systems, as an ordered set o f some elements. Time set is defined 
as a locally compact, orderea Abelian group. Input-output relations are modelled by 
abstract random integral Volterra equations.
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1. WSTĘP

Na początku zastanówmy się, co oznaczać będzie podstawowe pojęcie "układ 
dynamiczny"? Z punktu widzenia mechaniki dynamika rozwiązuje dwa podstawowe 
zagadnienia: zagadnienie proste polega na tym, że znając ruch należy znaleźć siły; 
zagadnienie odwrotne zajmuje się wyznaczaniem ruchu, jeżeli znane są siły i tzw. warunki 
początkowe, tj. położenia i prędkości punktów w pewnej chwili. Praktycznie, zakres 
dynamiki obejmuje od dawna również wiele klasycznych zagadnień pokrewnych, np.: 
stabilność ruchu, bifurkacje, drgania okresowe, ich stabilność i wiele innych. Do najnowszych 
problemów należą zagadnienia związane z ogólnie pojętym sterowaniem: identyfikacja 
obiektów mechanicznych, sterowanie optymalne, synteza układów sterowania itp. Metody 
analizy, charakterystyczne dla zagadnień mechaniki analitycznej, np. równania Hamiltona i 
Lagrange’a, zastosowano w wielu innych dziedzinach nauki, np. w elektrotechnice. Z drugiej 
strony należy odnotować fakt ogromnego wpływu np. teorii sterowania na mechanikę, co 
spowodowało, że wiele problemów z tego zakresu zapisuje się i analizuje w postaci układu 
równań 1. rzędu, tzw. równań stanu, a nie w postaci układu równań 2. rzędu, które są tak 
charakterystyczne dla zagadnień mechaniki.

Odnotujmy również fakt, że wiele zagadnień z zupełnie różnych od mechaniki dziedzin 
nauki, takich jak np. telekomunikacja, biologia, obsługa masowa, chemia czy genetyka, 
opisywanych jest za pomocą modeli matematycznych, które pod względem formalnym nie 
różnią się niczym od modeli typowych dla mechaniki teoretycznej.

Wspomniane argumenty powodują, że rozpatrywanie układów mechanicznych z punktu 
widzenia teorii systemów pozwala na daleko posunięte uogólnienia. W związku z powyższym 
określenie "układ dynamiczny’ jest traktowane w pracy jako uporządkowany zbiór pewnych 
pojęć, którego najważniejszymi elementami są: zbiory sygnałów wejściowych i wyjściowych 
oraz relacja wejście-wyjście układu.

Drugim elementem charakterystycznym dla pracy jest przyjęcie założenia, że czas jest 
elementem pewnej lokalnie zwartej grupy abelowej G. Przyjęto, że wspomniana grupa jest 
częściowo lub całkowicie liniowo uporządkowana.

Dlaczego zdecydowano się na wprowadzenie do rozważań, ściśle związanych z techniką, 
tak wyrafinowanego aparatu matematycznego, jakim jest niewątpliwie teoria grup?

Zanim podjęta będzie próba odpowiedzi na to pytanie, zauważmy, że ostatnie 30 lat, to 
burzliwy rozwój najróżnorodniejszych metod analizy układów dynamicznych związanych z 
dokładnością, wrażliwością, stabilnością, sterowaniem itp. Rozwój tych wszystkich dziedzin 
odbywał się w zasadzie niezależnie dla układów z tzw. czasem ciągłym (zwanych w pracy 
układami ciągłymi) i układów impulsowych z tzw. czasem dyskretnym (zwanych w pracy 
układami dyskretnymi). Pomijając prace, w których analizy dokonuje się na poziomie równań 
operatorowych, niewiele jest publikacji, których wyniki można zastosować jednocześnie do 
układów ciągłych i dyskretnych. Z drugiej strony łatwo zauważyć daleko idące analogie 
między wynikami osiągniętymi dla obu wspomnianych rodzajów układów dynamicznych.

Dlatego zdecydowano się na przyjęcie założenia, że czas jest elementem częściowo 
uporządkowanej grupy abelowej, co pozwala na jednolite traktowanie np. wspomnianych już 
układów ciągłych i dyskretnych. Przyjęte założenie pozwala na podobne traktowanie 
również układów bardziej wyrafinowanych, np. określonych na torusie.
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Charakterystyczną cechą rozważań jest zastosowanie do opisu zjawisk zachodzących w 
układach dynamicznych losowych równań całkowych. Przyjęcie powyższych założeń w 
konstrukcji pracy spowodowało konieczność zastosowania niewątpliwie trudnego aparatu 
matematycznego, pozwoliło jednak na jednolite sformułowanie wielu ważnych zagadnień 
analizy układów dynamicznych i na liczne uogólnienia.

Przy zastosowaniu wspomnianej metodologii abstrahuje się od charakteru rozpatrywanych 
układów, tzn. nie ma większego znaczenia, czy mamy do czynienia z badaniem mchu 
układu punktów materialnych pod wpływem działających na nie sił, czy też np. z 
badaniem zachowania się populacji, analizą układu elektro mechanicznego lub też z 
zagadnieniem telekomunikacji, pod jednym warunkiem, że modele matematyczne 
rozpatrywanych układów mechanicznych będą takie same. Ogromne zróżnicowanie badanych 
współcześnie zagadnień z różnych dziedzin nauki, ich wzajemne przenikanie się, wymuszają 
takie w łaśnie uniwersalne podejście do spraw dynamiki.

2. POJĘCIE UKŁADU DYNAMICZNEGO

Pojęcie "układ dynamiczny" nie jest w literaturze określone jednoznacznie [2-3,5,7-16].
1,109,123,134,138,225,250,270,297,374],

Będziemy mówić, że określony jest układ dynamiczny, jeżeli są zdefiniowane jego
następujące elementy:
A l) Zbiór chwil czasowych T, o którym zakładamy, że jest częściowo uporządkowaną

(ze względu na relację " < " ) ,  lokalnie zwartą, addytywną grupą abelową (G, <,), 
T = G ,

A2) Zbiór stanów układu jest przestrzenią liczb rzeczywistych X = R \
A3) Zbiór chwilowych wartości wielkości wejściowych (sygnałów wejściowych) jest

przestrzenią liczb rzeczywistych X„ =  Rp.
A4) Zbiór dopuszczalnych oddziaływań wejściowych ueU  (sygnałów wejściowych)

u:T -* Xu w przypadku deterministycznym lub u:ilxT -* Xu, jeżeli mamy do czynienia 
z układem z sygnałem wejściowym stochastycznym, zakłada się, że U jest 
przestrzenią topologiczną, na ogół przestrzenią Banacha.

A5) Zbiór chwilowych wartości wielkości wyjściowych (sygnałów wyjściowych) jest
przestrzenią X, = R m.

A6) Zbiór sygnałów wyjściowych yeY ,y:T  -* Xy w przypadku deterministycznym lub
y:QxT -* X^ jeżeli mamy do czynienia z układem deterministycznym z wejściem 
stochastycznym, układem o parametrach losowych lub układem, który łączy obie 
te cechy, zakłada się, że Y jest przestrzenią topologiczną, na ogół przestrzenią 
Banacha.

A l)  Odwzorowanie zwane operatorem (operacją, transmitancją) przejścia układu
dynamicznego

<]> : U-Y.
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które w przypadku probabilistycznym może być operatorem o parametrach losowych. 
Będziemy zakładać, że warunek ten jest spełniony, jeżeli znana jest relacja (równanie), 
która w ijże sygnały wejściowe i wyjściowe w zależność funkcyjnj.

W całej pracy zakłada się, że relacja wejście - wyjście przyjmuje postać 
wielowymiarowego, nieliniowego, losowego równania całkowego typu Volterry-Stieltjesa 2. 
rodzaju postaci

y(f,u) = u(r,w) + Jh(ds,u)fl,t-sy(t-s,u>),o), teQ ,aeQ  
Q

gdzie Q<=G jest pew nj półgrupj, h jest miary wektorowy o wahaniu ograniczonym, 
heV (Q ;L“ (Q,3,P;SE(R",R°))) lub w postaci losowego równania całkowego typu Volterry 2. 
rodzaju

x (t,u ) = u(t,u>) + o>V(x^(x,oj),a>)|i(dt), feQ ,ue<?
Q

gdzie losowe jydro k(t,r,ci>) jest określone na AxO

A: = {(i,T):t,re<?,rsi}

k(t, tĄ =  0 dla (t, r ,)  i  A, mod (P) oraz

*(i>v)eLie(G^,-(Q,S,P;ę£(R-,R"))), V teQM

A8) Zadana jest funkcja (operator) wyjścia v|r:TxX -» Y lub \łr:TxXxO -» Y określająca w 
przypadku losowym sygnał wyjściowy ijr(t,<»») =  tjr(t,x(t,o)),

Jeżeli T = R ‘, będziemy mówić o układzie dynamicznym z czasem cijgłym  lub po prostu 
o układzie ciygłym. W przypadku gdy T = Z ‘ (lub T « Z ') , mówimy o układzie dynamicznym 
z czasem dyskretnym lub po prostu o układzie dyskretnym.

W licznych rozważaniach teoretycznych, jak również w zastosowaniach zbiór T występuje 
jako obiekt o bardziej złożonej strukturze algebraicznej, niż dzieje się to w przypadkach 
klasycznych, tzn. gdy T = R ' lub T = Z ' (w ogólności T«*R' lub T «Z '). Interesujące s j  prace 
[2-3,9-lOj dotyczjce analizy układów dynamicznych z czasem, który jest elementem 
pierścienia abelowego. Bardzo interesującą jest analiza drgań okresowych w dynamicznym 
układzie mechanicznym przy wykorzystaniu odwzorowań Poincarego i pojawienie się w tym 
kontekście "czasu” jako elementu jednowymiarowego torusa T = T ‘ [16].

Koncepcja analizy układów dynamicznych, w których czas jest elementem grupy abelowej, 
nie jest nowa. W  różnym stopniu założenie to było wykorzystywane w pracach 
[4-6,8,11-16].
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Konsekwencję przyjęcia założenia (A l) jest fakt.że opis układu dynamicznego za pomocę 
równań różniczkowych nie jest najlepszym pomysłem z prostego powodu: grupa, bez 
dodatkowych założeń, nie jest zbiorem liniowym i zdefiniowanie zwykłej operacji 
różniczkowania (operacji różnicowej) nie jest w ogólnym przypadku możliwe. Ponadto 
okazuje się, że wiele ważnych własności układów dynamicznych,takich jak: cięgłości, 
przyczynowość, stacjonam ość itp ., odnosi się do dużo szerszej klasy operacji niż wspomniane 
operacje różniczkowe lub różnicowe. Dotychczasowa praktyka wynika zatem raczej z 
decydującej roli, jaką w teorii układów mechanicznych odgrywaję do chwili obecnej 
równania różniczkowe (różnicowe).

DEFINICJA. Układ dynamiczny określony na częściowo uporządkowanej lzga. (G, < )  
rozpatrywany w pracy definiujemy jako uporządkowany zbiór, czyli ósemkę, wprowadzonych 
w (B1-B8) wielkości ( (G ,< ) ,  X, X„, U, X,, Y, <t>, f ) .
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