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MODELOWANIE UKEADOW DYNAMICZNYCH ZA POMOCA
ABSTRAKCYJNYCH ROWNAN CALKOWYCH

Streszczenie. W pracy zagadnienia dynamiki stochastycznych uktadéw mechanicznych
rozpatrywane sg z punktu widzenia teorii systemdw jako uporzadkowany zbior
elementéw. Zbidr czasowy jest okreslony jako lokalnie zwarta, uporzagdkowana grupa
abelowa. Relacje wejscie-wyjscie uktadu dynamicznego modeluje sie za pomoca
abstrakcyjnych losowych réwnan catkowych typu Yolterry.

MODELLING OF DYNAMIC SYSTEMS BY ABSTRACT INTEGRAL
EQUATIONS

Summary In the paper dynamic problems of stochastic mechanical systems are
considered as control systems, as an ordered set of some elements. Time set is defined
as a locally compact, orderea Abelian group. Input-output relations are modelled by
abstract random integral Volterra equations.

MOAEJtfPOBAHHE /WHAMVPIECKHX CHCTEM AECTPAKTIIHMH
HHTErPAJT bIIHMH YPABHEHSIMH

Ppiomp. B paboTC ¢(miaMHuecKHe npo6jieMU u cTOxacTHuecKHX
MexaHHuecKHx cHCTevtax paccMoxpHBaeTCba icaic chctpmh ynpaBneHHH,
Kax ynopaaoueHHiie MHOxecTha HeKOTopHX eieweHTofl. BpeMeHHoe
MHoatocThbo onpeitejieHO kbk jioKanbHO KOMnaKTHan, yiTopRAoneHHaii
a6e3ieBa rpynna. PenauHH BXO/i-BLixoii MOAejiHpoBami uepe3 a6cTpaKTHe
cjryuaftHHP HTrrcrpajibHne ypaBHeHHR Tuna BojibTeppH.



278 J. Skrzypczyk

1. WSTEP

Na poczatku zastanéwmy sie, co oznacza¢ bedzie podstawowe pojecie "uklad
dynamiczny"? Z punktu widzenia mechaniki dynamika rozwigzuje dwa podstawowe
zagadnienia: zagadnienie proste polega na tym, ze znajac ruch nalezy znalez¢ sity;
zagadnienie odwrotne zajmuje sie wyznaczaniem ruchu, jezeli znane sg sity i tzw. warunki
poczatkowe, tj. potozenia i predkosci punktow w pewnej chwili. Praktycznie, zakres
dynamiki obejmuje od dawna rédwniez wiele klasycznych zagadnien pokrewnych, np.:
stabilno$¢ ruchu, bifurkacje, drgania okresowe, ich stabilno$¢ i wiele innych. Do najnowszych
probleméw nalezg zagadnienia zwiazane z ogo6lnie pojetym sterowaniem: identyfikacja
obiektow mechanicznych, sterowanie optymalne, synteza uktaddw sterowania itp. Metody
analizy, charakterystyczne dla zagadnieri mechaniki analitycznej, np. réwnania Hamiltona i
Lagrange’a, zastosowano w wielu innych dziedzinach nauki, np. w elektrotechnice. Z drugiej
strony nalezy odnotowac fakt ogromnego wptywu np. teorii sterowania na mechanike, co
spowodowato, ze wiele problemoéw z tego zakresu zapisuje sie i analizuje w postaci uktadu
réownan 1 rzedu, tzw. réwnan stanu, a nie w postaci uktadu rownan 2. rzedu, ktére sg tak
charakterystyczne dla zagadnieri mechaniki.

Odnotujmy réwniez fakt, ze wiele zagadnien z zupetnie réznych od mechaniki dziedzin
nauki, takich jak np. telekomunikacja, biologia, obstuga masowa, chemia czy genetyka,
opisywanych jest za pomocg modeli matematycznych, ktére pod wzgledem formalnym nie
réznig sie niczym od modeli typowych dla mechaniki teoretycznej.

Wspomniane argumenty powodujg, ze rozpatrywanie uktadéw mechanicznych z punktu
widzenia teorii systemow pozwala na daleko posuniete uogo6lnienia. W zwigzku z powyzszym
okreslenie "uktad dynamiczny’ jest traktowane w pracy jako uporzadkowany zbiér pewnych
pojeé, ktdrego najwazniejszymi elementami sg: zbiory sygnatéw wejsciowych i wyjsciowych
oraz relacja wejscie-wyjscie uktadu.

Drugim elementem charakterystycznym dla pracy jest przyjecie zatozenia, ze czas jest
elementem pewnej lokalnie zwartej grupy abelowej G. Przyjeto, ze wspomniana grupa jest
czesciowo lub catkowicie liniowo uporzadkowana.

Dlaczego zdecydowano si¢ na wprowadzenie do rozwazan, $cisle zwigzanych z technika,
tak wyrafinowanego aparatu matematycznego, jakim jest niewatpliwie teoria grup?

Zanim podjeta bedzie proba odpowiedzi na to pytanie, zauwazmy, ze ostatnie 30 lat, to
burzliwy rozw6j najréznorodniejszych metod analizy uktadéw dynamicznych zwigzanych z
doktadnoscig, wrazliwoscia, stabilno$cia, sterowaniem itp. Rozwdj tych wszystkich dziedzin
odbywat sie w zasadzie niezaleznie dla uktadéw z tzw. czasem ciggtym (zwanych w pracy
uktadami ciagtymi) i uktadéw impulsowych z tzw. czasem dyskretnym (zwanych w pracy
uktadami dyskretnymi). Pomijajac prace, w ktérych analizy dokonuje sie na poziomie réwnan
operatorowych, niewiele jest publikacji, ktorych wyniki mozna zastosowac jednoczes$nie do
uktadow ciggtych i dyskretnych. Z drugiej strony fatwo zauwazyé daleko idace analogie
miedzy wynikami osiggnietymi dla obu wspomnianych rodzajow uktadéw dynamicznych.

Dlatego zdecydowano sie na przyjecie zatozenia, ze czas jest elementem cze$ciowo
uporzadkowanej grupy abelowej, co pozwala najednolite traktowanie np. wspomnianych juz
uktadéw ciggtych i dyskretnych. Przyjete zatlozenie pozwala na podobne traktowanie
réwniez uktadéw bardziej wyrafinowanych, np. okreslonych na torusie.
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Charakterystyczng cechg rozwazan jest zastosowanie do opisu zjawisk zachodzacych w
ukfadach dynamicznych losowych rownan catkowych. Przyjecie powyzszych zatozen w
konstrukcji pracy spowodowato konieczno$¢ zastosowania niewatpliwie trudnego aparatu
matematycznego, pozwolito jednak na jednolite sformutowanie wielu waznych zagadnien
analizy uktadéw dynamicznych i na liczne uogélnienia.

Przy zastosowaniu wspomnianej metodologii abstrahuje sie od charakteru rozpatrywanych
uktadéw, tzn. nie ma wiekszego znaczenia, czy mamy do czynienia z badaniem mchu
uktadu punktéw materialnych pod wplywem dziatajagcych na nie sit, czy tez np. z
badaniem zachowania sie populacji, analiza uktadu elektro mechanicznego lub tez z
zagadnieniem telekomunikacji, pod jednym warunkiem, ze modele matematyczne
rozpatrywanych uktadow mechanicznych bedg takie same. Ogromne zrdznicowanie badanych
wspoéitczes$nie zagadnien z réznych dziedzin nauki, ich wzajemne przenikanie sige, wymuszaja
takie wtasnie uniwersalne podejscie do spraw dynamiki.

2. POJECIE UKLADU DYNAMICZNEGO

Pojecie "uktad dynamiczny" nie jest w literaturze okreslone jednoznacznie [2-3,5,7-16].
1,109,123,134,138,225,250,270,297,374],
Bedziemy mowié, ze okre$lony jest uktad dynamiczny, jezeli sg zdefiniowane jego

nastepujace elementy:

Al)  Zbi6r chwil czasowych T, o ktérym zaktadamy, ze jest czeSciowo uporzadkowang
(ze wzgledu na relacje "<"), lokalnie zwarta, addytywng grupg abelowa (G, <)),
T=G,

A2) Zbi6r stanéw uktadu jest przestrzenig liczb rzeczywistych X =R\

A3)  Zbiér chwilowych wartosci wielkosci wejsciowych (sygnatéw wejsciowych) jest
przestrzenig liczb rzeczywistych X,, = Rp.

A4)  Zbiér dopuszczalnych oddziatywan wejsciowych ueU (sygnatéw wejsciowych)
u:T -* Xuw przypadku deterministycznym lub u:ilxT -* Xu, jezeli mamy do czynienia
z uktadem z sygnatlem wejsciowym stochastycznym, zaktada sie, ze U jest
przestrzenig topologiczng, na og6t przestrzeniag Banacha.

A5)  Zbidér chwilowych wartosci wielkosSci wyjsciowych (sygnatéw wyjsciowych) jest
przestrzenig X, =Rm

A6)  Zbidr sygnatéw wyjsciowych yeY,y:T -* Xy w przypadku deterministycznym lub
y:QXT -* X~jezeli mamy do czynienia z ukladem deterministycznym z wejSciem
stochastycznym, uktadem o parametrach losowych lub uktadem, ktéry taczy obie
te cechy, zaktada sie, ze Y jest przestrzenig topologiczng, na ogo6t przestrzenig
Banacha.

Al) Odwzorowanie zwane operatorem (operacjg, transmitancjg) przejscia uktadu
dynamicznego

$: U-Y.
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ktére w przypadku probabilistycznym moze by¢ operatorem o parametrach losowych.
Bedziemy zaktada¢, ze warunek ten jest spetniony, jezeli znana jest relacja (réwnanie),
ktora wijze sygnaty wejsciowe i wyjsciowe w zalezno$¢ funkcyjnj.

W catej pracy zaktada sie, ze relacja wejscie - wyjscie przyjmuje postac
wielowymiarowego, nieliniowego, losowego réwnania catkowego typu Volterry-Stieltjesa 2
rodzaju postaci

y(f,u) = u(r,w) + Jh(ds,u)fl,t-sy(t-s,u>),0), teQ,aeQ
Q

gdzie Q<=G jest pewnj poigrupj, h jest miary wektorowy o wahaniu ograniczonym,
heV(Q;L* (Q,3,P;SE(R",R®))) lub w postaci losowego réwnania catkowego typu Volterry 2,
rodzaju

x(t,u) = ut,u>) + 0>V (x(x,0j),a>)|i(dt), feQ,ue<?
Q

gdzie losowe jydro k(tr,ci>) jest okreSlone na AxO

A: = {(i,T):t,re<?rsi}
k(t, tA = 0dla(t, r,) i A, mod (P) oraz
*(i>v)eLig(GN,-(Q,S,P;eE(R-,R™))), V teQM

A8)  Zadana jest funkcja (operator) wyjscia v|[r:TxX -» Y lub Mr:TxXxO -» Y okreslajgca w
przypadku losowym sygnat wyjsciowy ijrt,<m) = tjr(t,x(t,0)),

Jezeli T=R*, bedziemy méwi¢ o uktadzie dynamicznym z czasem cijgtym lub po prostu
o uktadzie ciygtym. W przypadku gdy T=Z"* (lub T«Z"), méwimy o uktadzie dynamicznym
z czasem dyskretnym lub po prostu o uktadzie dyskretnym.

W licznych rozwazaniach teoretycznych, jak réwniez w zastosowaniach zbior T wystepuje
jako obiekt o bardziej ztozonej strukturze algebraicznej, niz dzieje sie to w przypadkach
klasycznych, tzn. gdy T=R"' lub T=Z" (w ogdlnosci T«*R' lub T«Z"). Interesujace sj prace
[2-3,9-10j dotyczjce analizy uktadow dynamicznych z czasem, ktory jest elementem
pierscienia abelowego. Bardzo interesujaca jest analiza drgan okresowych w dynamicznym
uktadzie mechanicznym przy wykorzystaniu odwzorowan Poincarego i pojawienie sie w tym
kontekscie "czasu” jako elementu jednowymiarowego torusa T=T * [16].

Koncepcja analizy uktadéw dynamicznych, w ktérych czasjest elementem grupy abelowej,

nie jest nowa. W r6znym stopniu zatozenie to byto wykorzystywane w pracach
[4-6,8,11-16].
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Konsekwencje przyjecia zatozenia (Al) jest fakt.ze opis uktadu dynamicznego za pomoce
réwnan rozniczkowych nie jest najlepszym pomystem z prostego powodu: grupa, bez
dodatkowych zatozen, nie jest zbiorem liniowym i zdefiniowanie zwyklej operacji
rézniczkowania (operacji réznicowej) nie jest w ogolnym przypadku mozliwe. Ponadto
okazuje sie, ze wiele waznych wtiasnosci uktadéw dynamicznych,takich jak: ciegtosci,
przyczynowos$¢, stacjonamos¢ itp., odnosi sie do duzo szerszej klasy operacji niz wspomniane
operacje rézniczkowe lub réznicowe. Dotychczasowa praktyka wynika zatem raczej z
decydujacej roli, jaka w teorii uktadéw mechanicznych odgrywaje do chwili obecnej
réwnania rézniczkowe (réznicowe).

DEFINICJA. Uktad dynamiczny okre$lony na cze$ciowo uporzadkowanej lzga. (G, <)
rozpatrywany w pracy definiujemy jako uporzadkowany zbior, czyli 6semke, wprowadzonych
w (B1-B8) wielkosci ((G,<), X, X,,, U, X,, Y, & f).
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