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ZAGADNIENIA ODWROTNE PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO - 
PRZEGLĄD LITERATURY LAT 1989-1995*

Streszczenie. Przedstawiono przegląd prac z dziedziny zagadnień odwrotnych przewod
nictwa cieplnego, opublikowanych w  latach 1989-1995. Omówiono:
- zagadnienia identyfikacji temperatury brzegu (jedno- i wielowymiarowe, liniowe i nielinio
we),
- liniowe i nieliniowe zagadnienia identyfikacji współczynników,
- zagadnienia ustalone,
- zagadnienia identyfikacji położenia lub/i intensywności źródeł ciepła,
- zagadnienia odwrotne dotyczące wymiany ciepła przez promieniowanie.

THE INVERSE HEAT CONDUCTION PROBLEMS - A REVIEW OF 
PAPERS PUBLISHED IN 1989-1995

S um m ary . A review o f  papers (published in 1989-1995) that concern the inverse heat 
conduction problem s is presented. The following topics are mentioned:
- boundary temperature identification problems (one- and multidimensional, linear and non
linear)
- linear and non-linear problems o f  coefficients identification
- steady state problems
- problems o f  identification o f  the source intensity and/or location
- inverse problem s in heat conduction with radiation
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WSTĘP

Ostatnie lata przyniosły - na skutek szybkiego rozwoju elektronicznych technik oblicze

niowych - olbrzymi postęp w dziedzinie rozwiązywania zagadnień odwrotnych przewodnic

twa cieplnego. Zagadnienia te, należące do klasy źle postawionych zagadnień matematyki, ze 

względu na swoją trudność i problemy wyznaczenia stabilnych rozwiązań, dopiero od około

30.-40. lat goszczą częściej na łamach literatury fachowej.

Przedmiotem rozważań w pracach dotyczących tej tematyki są metody wyznaczania tem 

peratur i strumieni ciepła na brzegu rozważanego obszaru na podstawie pomiarów temperatu

ry w  jego punktach wewnętrznych oraz zagadnienia określenia lokalnych własności termicz

nych lub term omechanicznych ciała.

Problematyka, od której rozpoczął się rozwój metod rozwiązywania zagadnień odwrot

nych przewodnictwa cieplnego ponad 50 lat temu, czyli problematyka związana z badaniami 

klimatu, pojawia się obecnie niezbyt często na łamach czasopism, publikujących prace doty

czące zagadnień odwrotnych. W ostatnich latach prac takich było niewiele (np. [92]).

W latach wcześniejszych, których dorobek doczekał się opracowań przeglądowych lub 

cytujących obszerną literaturę ([1], [2], [15], [14], [32], [42], [48], [52], [65], [95],[51]), roz

wijane były głównie metody analityczne, dotyczące zagadnień liniowych, szczególnie zależ

nych od jednej zmiennej przestrzennej i czasu. Także metody regularyzacji były szeroko roz

wijane i doczekały się swoich opracowań podsumowujących dorobek w tej dziedzinie (cho

ciażby znana m onografia [96]) oraz przeglądowych ([3]). W ostatnich latach zaczęły pojawiać 

się prace przeglądowe, omawiające zagadnienia odwrotne, dotyczące poszczególnych działów 

teorii przewodnictwa cieplnego (np. praca [17], w której przedstawiono dorobek z zakresie 

zagadnień odwrotnych wymiany ciepła przez promieniowanie, czy [55], gdzie omówiono 

zagadnienia odwrotne dotyczące wymiany ciepła i masy w  ciałach dyspersyjnych). Dopiero 

lata osiemdziesiąte i dziewięćdziesiąte przyniosły znaczniejszy rozwój technik rozwiązywania 

zagadnień nieliniowych oraz dwu- i trójwymiarowych.

Coraz więcej pojawia się prac, w których rozwijane są metody rozwiązywania zagadnień 

odwrotnych promieniowania ciał doskonale czarnych oraz nagrzewania poprzez promienio

wanie.

W niniejszym przeglądzie uwagę skupiono głównie na pracach lat 1989-1995. Główny 

podział omawianych prac dokonany został ze względu na zagadnienia identyfikacji tempera



Zagadnienia odwrotne przewodnictwa. 19

tury lub strumienia ciepła na brzegu, zagadnienia identyfikacji współczynników oraz identyfi

kacji położenia lub/i intensywności źródeł ciepła. Wewnątrz tych grup prac omówiono pod

grupy liniowość - nieliniowość oraz jednowym iarowość - wielowymiarowość. Osobno omó

wiono prace dotyczące zagadnień ustalonych, w których identyfikowane są źródła ciepła oraz 

zagadnień odwrotnych, związanych z promieniowaniem.

ZAGADNIENIA IDENTYFIKACJI TEMPERATURY BRZEGU

Zagadnienia jednowym iarowe liniowe

Jedną z bardziej popularnych w latach siedemdziesiątych metod rozwiązywania liniowych 

jednowym iarowych zagadnień odwrotnych było wykorzystywanie transformacji Laplace'a. W  

pracy [21] metoda ta jest wykorzystana w połączeniu z m etodą elementów skończonych. Po 

przetransformowaniu równania przewodnictwa (z niezerowym członem źródłowym) i warun

ków (w tym  także związku określającego wewnętrzną odpowiedź temperaturową) autorzy 

formułują postać funkcjonałową zagadnienia, dzielą odcinek (0 , 1) na elementy skończone i 

w ykorzystują aparat MES przy założeniu, że w każdym elemencie temperatura zmienia się 

liniowo. W efekcie zagadnienie sprowadzone jest w dziedzinie obrazów do układu równań 

algebraicznych, po rozwiązaniu którego numerycznie odwracana jest transformata temperatu

ry. Przedstawione trzy przykłady zastosowania tego podejścia ilustrują jego wysoką efektyw

ność dla przypadków  identyfikowania stałej temperatury lub strumienia ciepła na brzegu. Je

den z przykładów dotyczy materiału dwuwarstwowego.

Zbliżone podejście zaprezentowano w  pracy [19]. Względem zmiennych przestrzennych 

zastosowano metodę elementów skończonych, zaś względem zmiennej czasowej - metodę 

dyskretnej transformacji Fouriera. Otrzymana postać zagadnienia nie wymaga dalszej stabili

zacji, a dokładność wyznaczanych strumieni ciepła poprawia się, gdy krok czasowy jest 

zmniejszany.

W ykorzystanie transformacji Laplace'a stało się podstawą wyznaczenia strumienia ciepła 

na brzegu warstwy płaskiej w pracy [90]. Przy odwracaniu transformat wykorzystuje się roz

winięcie w ystępujących tam funkcji hiperbolicznych w szereg potęgowy względem parametru
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transformacji i obcięcie tych szeregów na trzecim wyrazie. Prezentowany jest przykład, z któ

rego wynika, że błąd metody nie przekracza 3%.

W pracy [6 ] rozważane zagadnienie sprowadzono do równań całkowych typu splotowego. 

Autorzy założyli tutaj zależność warunków wymiany ciepła od czasu. Algorytm rozwiązywa

nia zagadnienia przedstawiony jest opisowo, przy minimalnej ilości wzorów. Podano przykład 

możliwości zastosowania prezentowanej metody.

Całkowe równania typu splotowego były także rozważane w pracy [35]. Sprzężone z 

transformacją Laplace'a pozwoliły skonstruować pewne rozwiązania dla ciał o prostej geo

metrii. W pracy tej przedstawiono także rozwiązania przybliżone, uzyskane przez zastąpienie 

pochodnej po czasie różnicą wsteczną i wykorzystanie stowarzyszonych równań całkowych 

dla równania Helmholtza.

Stabilność rozwiązań badana była w  pracy [25] przy wykorzystaniu metody różnic skoń

czonych. Rozważane zagadnienie sprowadzono do równania macierzowego. Przedstawiono 

tam zależność dokładności rozwiązania od promienia spektralnego macierzy, odgrywającej 

kluczową rolę przy budowaniu rozwiązania.

W pracy [6 6 ] poprzez przedstawienie temperatury w  węzłach jako iloczynu funkcji zależ

nej od czasu i pewnej zależnej od czasu przestrzennej funkcji kształtu sprowadzono równanie 

przewodnictwa cieplnego do postaci, w której pojawiają się temperatury węzłów siatki, zależ

ne od czasu. Stosując następnie procedurę Galerkina sprowadza się równanie przewodnictwa 

do układu równań różniczkowych na temperatury węzłowe, sformułowanych przy wykorzy

staniu metody elementów skończonych. Dyskretyzacja odcinka pomiędzy brzegami warstwy 

płaskiej przebiega zgodnie z pewną strategią, nazwaną strategią deformującą siatkę. Przed

stawiony jest przykład identyfikacji strumienia ciepła na wewnętrznej powierzchni dyszy sil

nika rakietowego przy wykorzystaniu omówionej techniki. Wprowadzenie strategii deformu

jącej siatkę pozwala w sposób istotny zmniejszyć liczbę iteracji prowadzącą do rozwiązania 

zagadnienia z w ym aganą dokładnością.

Sprzężenie metod regularyzacji Lavrentieva i odpowiedzi częstości urojonych było pod

stawą do wyznaczenia niestacjonarnego pola temperatury w przewodzącej ciepło ściance na 

podstawie wyników pomiarów temperatury w  jej wewnętrznym punkcie, [102]. Otrzymano 

wyniki w postaci wygodnej do obliczeń numerycznych.

Poszukiwanie temperatur brzegu przy wykorzystaniu danych generowanych przez rozwią

zania odpowiednich zagadnień prostych i regularyzacji było przedmiotem rozważań w pracy



Zagadnienia odwrotne przewodnictwa.. 21

[87]. Rozważano dane dokładne i obarczone błędem. Metoda ta nazwana jest algorytmem 

genetycznym (genetic algorithm). Autorzy są zdania, że metoda ta może okazać się niezwykle 

efektywna przy rozwiązywaniu wielowym iarowych zagadnień odwrotnych przewodnictwa 

ciepła.

Zagadnienia jednowym iarowe nieliniowe

Efektywne metody rozwiązywania nieliniowych zagadnień pojawiły się dopiero wraz z 

rozwojem zastosowań komputerów.

W pracy [7] rozważa się nieliniowe zagadnienie w warstwie płaskiej, w którym ciepło 

właściwe i współczynnik przewodzenia ciepła zależą od temperatury. Zakłada się znajomość 

wewnętrznej odpowiedzi temperaturowej i formułuje się funkcjonał, opisujący błąd średnio- 

kwadratowy. Autorzy prezentują metodę rozwiązania tego zagadnienia za pom ocą aproksy

macji poszukiwanej funkcji w postaci kombinacji liniowej B-splajnów, a następnie zastoso

wania iteracyjnej metody regularyzacji z wykorzystaniem metody gradientów sprzężonych. 

W arunkiem zakończenia iteracji jest osiągniecie przez minimalizowany funkcjonał wartości 

zgodnej z dokładnością pomiaru wewnętrznych odpowiedzi temperaturowych. Znaczne po

lepszenie dokładności rozwiązania uzyskuje się przyjmując a priori informację dotyczącą 

gładkości poszukiwanej funkcji. Przedstawione przykłady numeryczne dobrze ilustrują efek

tywność metody.

W pracy [5] rozważa się ciało złożone z wielu warstw płaskich, dla którego poszukiwane 

są charakterystyki wymiany ciepła na brzegu. W równaniu nieliniowym przewodnictwa ciepl

nego uwzględnione są efekty związane z w ym ianą masy. Zastosowano podejście podobne jak 

w omówionej wyżej pracy [7], tzn. aproksymację poszukiwanej funkcji w postaci kombinacji 

liniowej B-splajnów, a następnie zastosowanie iteracyjnej metody regularyzacji z wykorzy

staniem metody gradientów sprzężonych. W  pracy podany jest przykład numeryczny. We 

wnioskach autorzy podkreślają zależność dokładności wyników od położenia termopar w 

ciele i od ich ilości. W podobny sposób wyznaczono stałe w  jednowym iarowym  zagadnieniu 

wyznaczenia charakterystyk term icznych w przepływie dwufazowym, [9].

Problem dokładności rozwiązania ciekawie był rozważany w  pracy [16]. Do rozwiązania 

zagadnienia wykorzystano tam - podobnie jak  w [7] i [5] - metodę gradientów sprzężonych. 

Aby poprawić wyniki iteracji, proponuje się przerwanie ich w celu dokonania wykorzystania
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dodatkowego pomiaru temperatury, który - wprowadzony do obliczeń - poprawia dokładność 

wyników. Uwzględnia się przy tym  zaburzenie pola temperatury przez wprowadzoną termo- 

parę.

Także w  pracy [30] do wyznaczenia przybliżonej postaci współczynników zależnych od 

temperatury wykorzystano B-splajny, ale tu zastosowano adaptacyjną metodę sekwencyjną. 

Rozwiązanie konstruuje się tu w następujących czterech etapach: (1) Rozwiązanie odpowia

dającego zagadnienia prostego m etodą różnic skończonych; (2) Zapis poszukiwanych funkcji 

opisujących temperaturę i strumień ciepła na brzegu z wykorzystaniem B-splajnów (nazwano 

to parametryzacją); (3) W yznaczenie parametrów związanych z tym opisem poprzez minima

lizację ważonej normy średniokwadratowej. Występujący tu nieliniowy układ równań alge

braicznych rozwiązano stosując algorytm Levenberga-Marquardta; (4) Podano warunki jed

noznaczności rozwiązania; (5) W ygładzono i ustabilizowano rozwiązanie wykorzystując 

nadmiarowe dane z pomiarów wewnętrznych odpowiedzi; (6 ) Powyższe kroki stosowano w 

sposób sekwencyjny w obszarze czasowym. Przedstawione przykłady dobrze ilustrują efek

tywność obliczeń.

Często stosowana jest metoda różnic skończonych. Tą metodą w  pracy [45] rozwiązano 

zagadnienie identyfikacji termicznych warunków na ogrzewanym brzegu skończonej warstwy 

płaskiej. N a podstawie pomiarów temperatury i strumienia ciepła na brzegu nieaktywnym (co 

analitycznie znajduje swój wyraz przez opis temperatury na tym brzegu) wyznaczono tempe

raturę i strumień ciepła na brzegu ogrzewanym. Nieliniowe są tu warunki wymiany ciepła na 

brzegu ogrzewanym, przy czym współczynnik wymiany ciepła zależy od czasu. Do uzyskania 

stabilnych rozwiązań wykorzystano wygładzanie (mollification method) z zastosowaniem 

funkcji:

- t J1
8 7 rceXP

Po wykonaniu splotu tej funkcji z funkcjami występującymi w rozważanym zagadnieniu 

formułuje się zagadnienie stowarzyszone dla tak otrzymanych funkcji. Dowodzi się, że meto

da jest bezwarunkowo stabilna, po czym wyznacza się metodą różnic skończonych rozwiąza

nia. Przedstawiono przykład ilustrujący zastosowanie tej metody.

Przykład zastosowania innego schematu różnicowego ("slowly divergent"), sprzężonego z 

m etodą regularyzacji Tichonowa, przedstawiony jest w  pracy [24]. Do przedstawienia różnic
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w zachowaniu się błędu przy zastosowaniu rożnych innych algorytmów do tego samego pro

blemu i przy tej samej siatce wykorzystano analizę Lax-Richtmyera.

Odmienne podejście przedstawiono w  pracy [71], Wykorzystano tu metodę przedstawioną 

w pracy [19] (omówionej wyżej), którą rozszerzono na przypadek zależności charakterystyk 

cieplnych ciała od temperatury. Zagadnienie rozwiązywane jest iteracyjnie.

W pracy [6 8 ] przedstawiona jest oryginalna metoda rozwiązywania nieliniowych zagad

nień odwrotnych przy wykorzystaniu idei obserwatora stanu i zaburzeń, wprowadzonej w 

latach siedemdziesiątych do teorii układów dynamicznych. Wprowadza się schemat obser

watora na prostym  przykładzie liniowego zagadnienia odwrotnego. Równania obserwatora są 

tworzone przez dodanie odpowiednich poprawek do równań opisujących wymianę ciepła. Tc 

poprawki to błędy pomiaru temperatury w punktach wewnętrznych, przemnożone przez pew

ne wagi (stałe). Jako przykład rozważa się identyfikację historii zmian strumienia ciepła na 

powierzchni przy wymuszonej konwekcji podczas wrzenia na podstawie pomiarów tempera

tury wewnątrz ścianki parownika. Zdaniem autorów najistotniejszą zaletą tego podejścia jest 

niewrażliwość rozwiązania na błędy pomiarowe, łatwa implementacja przez zmodyfikowanie 

istniejących programów komputerowych, służących do rozwiązywania zagadnień prostych i 

systemowe traktowanie zwykle nieznanego rozkładu temperatury początkowej w chwili uru

chamiania algorytmu. Nie ma ograniczeń co do liczby czujników czy obserwacji, wielkości 

kroku czasowego czy przestrzennego, typu układu współrzędnych czy rodzaju ciała. Dopusz

czalne są własności termiczne ciała zależne od temperatury, jak również materiały kompozy

towe. Jedynie przy dużej dynam ice zmian metoda jest mniej skuteczna ze względu na nie

uniknione opóźnienia w fazie.

Zagadnienie odwrotne, rozważane jako dwupunktowe zagadnienie początkowo-brzegowe 

z warunkiem brzegowym postawionym poprawnie tylko na jednym  brzegu i zastąpieniem 

warunku na drugim brzegu przez wewnętrzną odpowiedź tem peraturow ą rozważane było w 

pracy [8 6 ]. Jest ono rozwiązane różniczkowo-całkową zm odyfikowaną m etodą Bellmana. 

zaadaptowaną do techniki dekompozycji obszaru. Autor podaje poszczególne kroki na drodze 

do uzyskania rozwiązania. Przykład ilustruje zastosowanie tego podejścia w praktyce.

Problem zagadnienia odwrotnego w  przypadku wysokich temperatur rozważany był w 

pracy [26], Omówiono w  niej problem wyznaczenia temperatury brzegu pręta grafitowego, 

stanowiącego źródło ciepła w  elektrycznym piecu oporowym do wyżarzania grafityzującego. 

Ponieważ w temperaturach rzędu 2300-2800 nie ma mowy o stosowaniu tradycyjnych termo-
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par, a ponadto wszelkie charakterystyki termiczne są silnie zależne od temperatury, więc w 

celu wyznaczenia nieznanej temperatury brzegu pręta (rozumianej jako temperatura w piecu) 

próbowano wykorzystać różne metody rozwiązywania zagadnień odwrotnych.

Zagadnienia wielowym iarowe liniowe

W ielowymiarowość często oznaczała kształt sferyczny, kulisty lub taki, w którym łatwo 

wprowadza się układy współrzędnych, pozwalające rozwiązywać zagadnienie zależne od jed

nej zmiennej przestrzennej i czasu. Dopiero użycie komputerów pozwoliło na efektywne roz

wiązywanie zagadnień zależnych od dwóch i trzech zmiennych przestrzennych.

W pracy [8 ] rozważa się wielowarstwowe ciało o geometrii sferycznej, w którym wyzna

cza się temperaturę powierzchni zewnętrznej na podstawie wewnętrznej odpowiedzi tempe

raturowej. Prezentowany algorytm rozwiązywania zagadnienia bazuje na minimalizacji błędu 

średniokwadratowego m etodą gradientów sprzężonych. W pracy brak jest przykładów nume

rycznych, ale podane są szczegółowo wzory opisujące poszczególne etapy rozwiązania.

W pracy [23] zagadnienie sprowadzono do minimalizacjo błędu średniokwadratowego 

(tzw. funkcjonał jakości), a następnie zdyskretyzowano, formułując je  w języku elementów 

skończonych. Zastosowana metoda funkcji kary pozwoliła zbudować układ równań, z którego 

wyznaczono stabilne przybliżone rozwiązania. Jako przykład wyznaczono dla dwóch różnych 

siatek temperaturę brzegu obszaru płaskiego o kształcie kwadratu.

Oparte na przedstawieniu poszukiwanego rozwiązania w postaci szeregu zawierającego 

jego pochodne w punktach, w których zmierzono wewnętrzne odpowiedzi temperaturowe 

oraz na metodzie regularyzacji podejście do zagadnień odwrotnych przedstawiono w pracy 

[58]. Równanie przewodnictwa cieplnego sformułowano dla obszaru dwuwymiarowego o 

dowolnych kształtach. Autor bazuje na pewnych wynikach wcześniejszych swoich prac, [54], 

otrzymując rozwiązanie w postaci szeregu, w którym należy wyznaczyć wspomniane pochod

ne (z założenia ograniczone). Pochodne te liczone są z wykorzystaniem metody regularyzacji. 

Przedstawiono jednowym iarowe przykłady, korespondujące między innymi z wynikami 

przedstawionymi w [14].

Zagadnienie dokładności rozwiązania interesująco rozważano w pracy [18]. Aby 

uwzględnić wpływ źródła ciepła, będącego elementem obcym w ogrzewanym ciele, zbudo

wano dwa modele matematyczne procesu - ścisły i przybliżony. Następnie metodą iteracyjną.
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przy wykorzystaniu gradientów sprzężonych, wyznaczono strumień ciepła na brzegu obszaru. 

Jako przykład omówiono zagadnienie ogrzewania cylindrycznego ciała o skończonych wy

miarach z grzałką w osi.

W pracy [44] do wyznaczenia temperatury tak punktów brzegowych, jak i wewnętrznych 

rozważanego obszaru zastosowano metodę Monte Carlo. Jak piszą autorzy, jest to idealna do 

zastosowania metoda, gdy dysponujemy komputerem z współbieżnymi procesorami, gdyż nie 

wymaga kom unikacji pomiędzy nimi, dopóki nie zakończy się poszczególnych kroków tej 

procedury. M etoda opisana jest szczegółowo w pracy [40]. Jest ona bardzo efektywna w roz

wiązywaniu zagadnień odwrotnych w  ciałach o skomplikowanych kształtach. Dokładność 

metody jest porównywalna z dokładnością innych metod, natomiast czas pracy komputera jest 

krótszy. M etoda polega na przechodzeniu krok po kroku od punktu ze zm ierzoną wewnętrzną 

odpowiedzią tem peraturową do punktu brzegowego z wyznaczaniem po drodze temperatury 

w przypadkowo w ybranych punktach leżących na kierunku "do brzegu". Podane są trzy przy

kłady, w szystkie dotyczące wyznaczania temperatury na powierzchni cylindrycznej na pod

stawie wewnętrznych odpowiedzi temperaturowych, otrzymanych z termopar, umieszczonych 

we wnętrzu obszaru.

W  pracy [10] poszukiwany jest strumień ciepła na brzegu trójwymiarowego obszaru na 

podstawie pom iarów temperatury na tym  brzegu. Praca wykazuje w samym sformułowaniu 

tematu pewne podobieństwo do szerzej, ujmującej podobny problem (lecz w obszarze jedno

wymiarowym), pracy [20]. Przykład szczegółowy (symulacja) dotyczy identyfikacji strumie

nia ciepła rozłożonego w  jednolity sposób na powierzchni.

M etodę elem entów brzegowych do wyznaczenia warunków termicznych na brzegu obsza

ru zastosowano w  pracach [57],[59] i [60], W [57] zagadnienie zdyskretyzowano po czasie, a 

następnie wyznaczono w  pierwszym etapie współczynniki wrażliwości, które wykorzystano w 

drugim etapie rozważań w procedurze nazwanej metodą specyfikacji funkcji (będącej odmia

ną  metody Gaussa-Newtona). W obu etapach wykorzystano MEB, w  której usunięto całkę po 

obszarze dzięki zastosowaniu wielokrotnej zasady wzajemności, [74], Przedstawione przykła

dy dotyczą obszaru prostokątnego. Ilustrują one stabilność metody i dokładność wyników 

oraz ich słabą wrażliwość na błędy pomiarów wewnętrznych odpowiedzi. W pracy [59], aby 

otrzym ać stabilne wyniki, zastosowano kombinowaną metodę specyfikacji funkcji i regulary- 

zacji. W pracy [60] natomiast do tego celu posłużono się kombinowaną m etodą "kroków w 

przyszłość" i regularyzacji.
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MEB wykorzystano także w  pracy [81] do wyznaczenia temperatur i strumienia ciepła w 

pobliżu kątowego załamania brzegu na podstawie wewnętrznych odpowiedzi temperaturo

wych w  ciele dwuwymiarowym. W ykorzystano schemat różnicowy ze względu na czas z 

"krokiem w przyszłość" i regularyzacją, podobnie jak w [60], Okazało się, że dokładność 

rozwiązania w  dużym  stopniu zależy od kąta: im mniejszy kąt, tym większe problemy z do

kładnością. Procedura zlokalizowanej regularyzacji pozwoliła obejść ten problem.

Podobnie jak  w  pracy [45] dla zagadnienia jednowymiarowego w pracy [73] zastosowano 

do zagadnienia trójwymiarowego metodę różnic skończonych, zaś do uzyskania stabilnych 

rozwiązań wykorzystano wygładzanie (mollification method). Analiza stabilności przedsta

wiona jest razem z przykładem numerycznym.

Natomiast w  pracy [8 8 ] przedstawiono technikę rekonstrukcji tomograficznej rozkładu 

defektów w trójwymiarowym obszarze na podstawie niekompletnych i zakłóconych danych. 

Stowarzyszony problem prosty rozwiązano numerycznie, a następnie, aby rozwiązać zagad

nienie odwrotne, wykorzystano algorytm ograniczonej optymizacji z wykorzystaniem techni

ki regularyzacyjnej, dotyczącej maksimum entropii. Przykłady numeryczne obrazują dobrą 

zgodność modelowej rzeczywistości z wynikami otrzymanymi proponowaną metodą.

Zagadnienia wielowym iarowe nieliniowe

W pracy [75] rozważane są  dwa zagadnienia: stacjonarne i niestacjonarne. Do otrzymania 

rozwiązań w obu przypadkach wykorzystano metodę elementów brzegowych. W obu zagad

nieniach współczynnik przewodnictwa cieplnego jest funkcją temperatury. Powoduje to ko

nieczność posłużenia się transformacją Kirchhoffa. Wielkościami poszukiwanymi są trans

formaty Kirchhoffa funkcji opisujących warunki wymiany ciepła na brzegu obszaru. Formu

łowane są reprezentacje całkowe rozwiązań. Dyskretyzacja obszaru prowadzi do sformułowa

nia problemu z wykorzystaniem MEB. Przedstawiono przykład zastosowania metody w przy

padku zagadnienia stacjonarnego.

Podobne podejście, oparte na MEB, zaprezentowano w pracy [79]. Także i tu rozważane 

są zagadnienia stacjonarne i niestacjonarne, dla których formułowane są reprezentacje całko

we rozwiązań, a wielkościami poszukiwanymi są transformaty Kirchhoffa funkcji opisujących 

warunki wymiany ciepła na brzegu obszaru. Obszernie omówiono problem regularyzacji za



Zagadnienia odwrotne przewodnictwa. 27

gadnienia po zm iennych przestrzennych i po czasie. Liczne przykłady dwuwymiarowych za

gadnień odwrotnych ilustrują przedstawione podejścia.

Zagadnienie regularyzacji, odgrywające bardzo ważną rolę przy rozwiązywaniu zagadnień 

odwrotnych (źle postawionych), było przedmiotem rozważań w pracy [98]. Równanie prze

wodnictwa cieplnego sformułowano dla obszaru dwuwymiarowego o dowolnych kształtach, 

podobnie jak  w  pracy [58], jednak tutaj parametry fizyczne m ogą być funkcjami zmiennych 

przestrzennych. Rozważano tam oszacowanie optymalnego parametru regularyzacji przy wy

korzystaniu metody GCV (generalized cross-validation), dla zastosowania której jedynymi 

wymaganymi informacjami są dane pomiarowe oraz model matematyczny. Parametr ten po

jaw ia się w wyrażeniu opisującym błąd średniokwadratowy. Metoda ta wraz z dynamicznym 

programowaniem stoi u podstaw wyznaczenia rozwiązania zagadnienia odwrotnego (strumie

nia ciepła na brzegu na podstawie wewnętrznych odpowiedzi temperaturowych). Przedsta

wiono i przedyskutowano dwa przykłady numeryczne, na podstawie których omówiono zalety 

i ograniczenia metody.

Problem identyfikacji temperatury i strumienia ciepła na brzegu dwuwymiarowego obsza

ru był rozważany w  pracy [63]. Autor uogólnił algorytm regularyzacyjny, dotyczący jedno

wymiarowych zagadnień na przypadek dwuwymiarowy. Stwierdził on jednakże, że nielinio

we zagadnienia dwu- i trójwymiarowe niezwłocznie potrzebują skutecznych i stabilnych me

tod rozwiązywania. Autor zbadał między innymi wpływ błędu danych początkowych na roz

wiązanie zagadnienia odwrotnego.

ZAGADNIENIA IDENTYFIKACJI W SPÓŁCZYNNIKÓW

Zagadnienia jednowym iarowe nieliniowe

Metody stosowane do wyznaczania temperatury brzegu były z powodzeniem wykorzy

stywane także do wyznaczania nieznanych własności termicznych ciał.

W pracy [4], w  której nieznanymi wielkościami (zależnymi od temperatury) są ciepło wła

ściwe, w spółczynnik przewodnictwa cieplnego, gęstość, temperatura początkowa oraz cha

rakterystyki dotyczące wymiany masy i strumienia ciepła przez zm ieniającą się powierzchnię, 

wykorzystano tę sam ą metodę co w pracy [7], tzn. iteracyjną metodę regularyzacji z wykorzy
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staniem metody gradientów. Praca ta zawiera nowy element, jakim  jest uwzględnienie zależ

ności położenia powierzchni od czasu. Przedstawiono przykład numeryczny.

W pracy [11] rozważa się jednowym iarowe zagadnienie identyfikacji zmieniających w  się 

w sposób odcinkowo-liniowy (w zależności od zmiennej przestrzennej) współczynników w 

opisie procesu transportu plazmy. Zbudowana jest suma odchyleń średniokwadratowych po

szukiwanych i zm ierzonych wartości temperatur (z wagami). Sumę tę traktuje się jako funk

cjonał zależny od wektorów, opisujących wartości poszukiwanych współczynników. M ini

mum tego funkcjonału wyznacza poszukiwane współczynniki.

Problem wyznaczenia pojemności cieplnej zależnej od temperatury w ciele jednorodnym 

rozważany jest w pracy [47]. Nie zakłada się postaci pojemności cieplnej jako funkcji; dopie

ro na podstawie wyników oszacowuje się jej postać. Poszukiwaną pojemność cieplną oszaco

wuje się wykorzystując metodę gradientów sprzężonych oraz minimalizację równania stowa

rzyszonego. Badana jest dokładność metody za pomocą symulowanych dokładnych i obar

czonych przypadkowym  błędem danych, jakim i są pomiary temperatury na brzegu. Metoda 

cechuje się krótkim czasem obliczeń i dobrymi przybliżeniami pojemności cieplnej nawet 

przy niedokładnych wynikach.

Z kolei problem wyznaczenia liniowo zależnego od temperatury współczynnika przewod

nictwa cieplnego (a ściśle mówiąc - tworzących go parametrów) w ciele ortotropowym roz

ważany był w  [91]. Procedura iteracyjna bazowała tutaj na minimalizowaniu błędu średnio- 

kwadratowego. W celu rozwiązania zagadnienia posłużono się iteracyjną procedurą Leven- 

berga-Marquardta.

W  pracy [93] rozważano zagadnienie odwrotne dla jednowym iarowego równania prze

wodnictwa cieplnego z członem nieliniowym i nieznanym, zależnym od położenia współ

czynnikiem. Dane jest rozwiązanie dla pewnej chwili, nazwanej końcową. Udowodniono, że 

rozwiązanie istnieje i jest jednoznaczne. Przedstawiono także numeryczną metodę wyznacze

nia rozwiązania tego zagadnienia.

Problem wyznaczenia zależnego od temperatury współczynnika przewodnictwa cieplnego 

w nieliniowym stacjonarnym równaniu przewodnictwa, zawierającym parametr, rozważany 

był w pracy [29]. Dodatkowe informacje, niezbędne do określenia poszukiwanego współ

czynnika, dostarczone są przez funkcję zależną od parametru, otrzymaną jako rozwiązanie 

zagadnienia początkowo-brzegowego. Dla tego problemu udowodniono twierdzenie o jedno

znaczności rozwiązania.
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ZAGADNIENIA W IELOW YM IAROW E NIELINIOW E

W pracy [76] rozważano wymianę ciepła przez powierzchnię dwuwymiarowego obszaru, 

opisanego we współrzędnych biegunowych. Identyfikowanym współczynnikiem był zależny 

od miejsca i czasu współczynnik wymiany ciepła na brzegu. M etoda rozwiązania bazuje na 

wykorzystaniu informacji o temperaturze z przyszłości. Poszukiwany współczynnik jest 

aproksymowany przez pewne funkcje bazowe (liniowe lub "dachowe"). W ykorzystanie meto

dy różnic skończonych oraz współczynników wrażliwości pozwala uzyskać dobre wyniki 

nawet dla nagłych i dużych zmian współczynnika wymiany ciepła lub liczby Biota.

Zagadnienie wyznaczenia charakterystyk temperaturowych włóknistych kompozytów 

rozważano w  pracy [37]. Zagadnienie opisuje układ równań (odrębne równania dla każdego 

komponentu) zależnych od zmiennych r, z oraz czasu. Po uśrednieniu temperatur po przekroju 

włókna stosuje się transformacje Laplace’a i kosinusową Fouriera, sprowadzając zagadnienie 

do układu równań algebraicznych. Po ich rozwiązaniu odwraca się transformaty. Następnie w 

celu wyznaczenia nieznanych współczynników przewodnictwa cieplnego buduje się sumę 

kwadratów różnic zmierzonych i obliczonych średnich temperatur brzegu. Do tak otrzymane

go funkcjonału stosuje się metodę Newtona i metodę Newtona-Gaussa w  celu otrzymania 

optymalnych wartości poszukiwanych współczynników.

Do wyznaczenia zależnego od zmiennej kątowej współczynnika wymiany ciepła w  zagad

nieniu ustalonym dotyczącym  rury o przekroju kołowym wykorzystano w pracy [70] dwie 

metody. Pierwsza, analityczna, wykorzystuje pewne podstawienie, linearyzujace zagadnienie 

oraz pewne szczególnego rodzaju rozdzielenie zmiennych. Druga - to wykorzystanie metody 

elementów brzegowych przy zastosowaniu transformacji Kirchhoffa, gdy współczynnik 

przewodnictwa cieplnego zależy od temperatury. W obu metodach wprowadzone są człony 

regularyzujące w  celu zminimalizowania wpływu błędu pomiarowego na wyniki. Obie tech

niki zastosowano do obróbki danych eksperymentalnych. Otrzymane rezultaty są zgodne ze 

sobą i z wynikam i otrzym anymi przez innych autorów. Obszernie omówiono zalety i wady 

takiego podejścia w  porównaniu z m etodą bazującą na podejściu energetycznym. Praca ta jest 

rozwinięciem wcześniejszych wyników, [67].

Metodę elementów brzegowych oraz transformację Laplace'a wykorzystano do wyznacze

nia nieznanych własności term icznych oraz współczynnika wymiany ciepła w  pracy [1 0 1 ]. 

Zagadnienie odwrotne zredukowano do zagadnienia optymalizacji, w którym  szacuje się
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układ parametrów opisujących poszukiwane wielkości. Przeprowadzono eksperyment nume

ryczny, aby zbadać wpływ błędu pomiarów wewnętrznych odpowiedzi na wyniki obliczeń. 

Kilka przykładów ilustruje opisaną metodę, która jednak wykazuje dużą wrażliwość na błędy 

pomiarów.

W pracy [56] przedstawiona jest iteracyjna metoda wyznaczenia współczynnika wymiany 

ciepła dla obszaru dwuwymiarowego, charakteryzującego się tym, że jest wąski i długi. 

W spółczynnik ten zależy od zmiennych przestrzennych. Problem zdyskretyzowano względem 

zmiennych przestrzennych stosując metodę elementów skończonych. Następnie w  uzyskanym 

w ten sposób układzie równań różniczkowych pierwszego rzędu względem czasu zastąpiono 

pochodną temperatury po czasie różnicą wsteczną. Iteracyjność metody związana jest z 

wprowadzaniem korekty do wartości szukanego współczynnika w celu otrzymania zgodności 

temperatur zmierzonych i wyliczonych. Podejście to zilustrowane jest trzema przykładami.

Ogólna procedura sekwencyjna do określenia N lokalnych współczynników wymiany cie

pła na brzegu na podstawie zmiennych w czasie wewnętrznych odpowiedzi temperaturowych, 

zmierzonych w  N  punktach, przedstawiona jest w pracy [99]. Własności termiczne ciała mogą 

zależeć od temperatury, zaś współczynnik wymiany ciepła - od położenia i czasu. Autor 

przyjm uje skokow ą zmienność współczynnika wymiany ciepła w zależności od parametru i, 

mierzonego wzdłuż brzegu i czasu. Wyznaczenie tego współczynnika odbywa się metodą 

iteracyjną (przedstawioną przez autora we wcześniejszej pracy, [97]), przy wykorzystaniu 

całego szeregu innych technik. Aby uzyskać stabilne rozwiązanie, pomimo wykorzystania 

danych obarczonych przypadkowym błędem, wykorzystuje się wygładzanie danych metodą 

najmniejszych kwadratów przy wykorzystaniu splajnow trzeciego stopnia, metodę kroków z 

przyszłości lub analizę w większych przedziałach. Trzy przykłady, w  których wykorzystano 

dane eksperymentalne, ilustrują efektywność przedstawionej metody.

ZAGADNIENIA USTALONE

Zagadnienie odwrotne sprowadza się tutaj do rozważania równania eliptycznego. W pracy 

[49] rozważano rozwiązania numeryczne dwóch zagadnień odwrotnych: wyznaczenia tempe

ratury brzegu przy danych temperaturowych z wnętrza obszaru dla zagadnienia liniowego 

oraz dla zagadnienia, w którym współczynnik przewodnictwa cieplnego zależy od temperatu
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ry. Przedstawione są  trzy modele matematyczne: klasyczna metoda elementów brzegowych, 

metoda najm niejszych kwadratów oraz metoda minimum energii (w których ostatecznie także 

zagadnienie sprowadzone jest do całek po brzegu i rozwiązywane m etodą elementów brzego

wych). W metodzie elementów brzegowych wykorzystywano rożne aproksymacje zmian 

temperatury pomiędzy węzłami: oprócz podejścia klasycznego rozważano zmiany liniowe i 

kwadratowe. Podano także sformułowanie metody elementów brzegowych dla zagadnienia 

nieliniowego. Dla tego przypadku zależny od temperatury współczynnik przewodnictwa 

cieplnego przybliżany jest funkcją kwadratową na pododcinkach przedziału zmienności tem

peratury. Jak wykazano w  pracy, tylko metoda minimum energii daje rozwiązania stabilne, 

jakkolwiek rezultaty otrzymane przez zastosowanie MEB oraz metody najmniejszych kwa

dratów też są  poprawne. Jednak w tych ostatnich przypadkach zwiększanie liczby punktów 

węzłowych powoduje zmniejszanie się dokładności wyników. Rozważania dotyczące tak za

gadnień liniowych, jak  i nieliniowych są zilustrowane przykładami dotyczącymi obszarów 

dwuwymiarowych.

W  sposób podobny do opisanego wyżej (stosując MEB oraz metodę minimum energii) 

rozważano nieliniowe zagadnienie odwrotne w  pracy [50]. Natomiast w pracy [43], w której 

rozważano lam inam y przepływ  cieczy przez kanał ograniczony równoległymi ścianami, za

stosowano do wyznaczenia temperatury brzegu metodę gradientów sprzężonych. Zagadnienie 

jest nieliniowe, dwuwymiarowe, gdyż prędkość cieczy jest funkcją odległości od ścianek ka

nału oraz od jego początku. Opisano krok po kroku procedurę obliczeń numerycznych i 

przedstawiono zastosowanie metody na trzech przykładach.

M etodę elem entów brzegowych, stowarzyszoną z procedurą regularyzujacą, zastosowano 

także w  pracach [78] i [80] do wyznaczenia współczynnika wymiany ciepła z otoczeniem. 

Jako przykład pokazano w  pracy [78] wyznaczenie tego współczynnika dla obszaru cylin

drycznego. W pracy [80] podejście to zastosowano do dość złożonego obszaru, w którym 

oprócz współczynnika wymiany ciepła identyfikowano także strumień ciepła i temperaturę na 

części brzegu. Omówiono tu wpływ współczynnika regularyzacji, wpływ  podziału na ele

menty oraz wpływ błędu pomiarów wewnętrznych odpowiedzi na wyniki.

Stosowaną w  pracy [37] metodę Gaussa-Newtona wykorzystano w pracy [100] do wyzna

czenia zależnego od temperatury współczynnika wymiany ciepła przy warunkach brzegowych 

zależnych od zm iennych przestrzennych w  ustalonym zagadnieniu wymiany ciepła. Dwa wy

czerpująco opisane przykłady ilustrują skuteczność metody. Warte podkreślenia jest to, że



32 K. Grysa, M. Ciałkowski

metoda może być z powodzeniem stosowana do ciał o złożonych kształtach, a także do przy

padków zagadnień nieustalonych, jak  to miało miejsce w pracy [37].

ZAGADNIENIA IDENTYFIKACJI POŁOŻENIA LUB/I INTENSYW NOŚCI ŹRÓDEŁ 
CIEPŁA

W spomniana wcześniej, przy omawianiu pracy [98], metoda GCV, doczekała się - w po

łączeniu z m etodą regularyzacji - zastosowania w zagadnieniu identyfikacji intensywności 

źródła ciepła, rozłożonego na wewnętrznej powierzchni w warstwie płaskiej, [41]. Zagadnie

nie sformułowano w  języku równań macierzowych; wykorzystano analizę współczynników 

wrażliwości, zaprezentowaną między innymi w [14]. Poszukiwana intensywność źródła jest 

zdyskretyzowana ze względu na czas i występuje w postaci wektora. Opisany został iteracyj- 

ny sposób wyznaczania współczynnika regularyzacji. Podane przykłady obszernie ilustrują 

cechy zastosowanych metod. Pracę cechuje przejrzystość i staranność.

Dwuwymiarowe ustalone zagadnienie przewodnictwa cieplnego z nieznanymi płaskimi 

źródłami ciepła było przedmiotem rozważań w pracy [77]. Korzystając z metody elementów 

brzegowych proponuje się sposób określenia położenia źródeł, ich rozmiaru oraz intensywno

ści, przy czym jako dane wykorzystuje się temperaturę i strumień ciepła na brzegu rozważa

nego obszaru. Fakt, że zagadnienie jest źle postawione, utrudnia otrzymanie poprawnych 

rozwiązań. Stosuje się metody takie, jak  np. ekstrapolacja Richardsona, do poprawienia do

kładności rozwiązania.

Badanie źródeł ciepła o nieznanej intensywności i położeniu było przedmiotem rozważań 

pracy [46]. W ykorzystując metodę gradientów sprzężonych w dwuwymiarowym zagadnieniu 

odwrotnym zbadano przestrzenne i czasowe zmiany strumieni ciepła w otoczeniach, w któ

rych generowane było ciepło. Autorzy twierdzą, że metoda ta może posłużyć do wykrywania 

dużych zmian strumieni ciepła, np. w ściankach silników spalinowych czy w prętach, stano

wiących paliwo nuklearne, co już  ma charakter diagnostyczny. Ponadto, znając te strumienie 

ciepła, można sterować bardziej efektywnie procesem chłodzenia.
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PROMIENIOW ANIE

W ymiana ciepła poprzez promieniowanie

W pracach tych celem jest wyznaczenie temperatury powierzchni ciała nagrzewającego 

poprzez promieniowanie drugiego ciała przy zadanych temperaturze i strumieniu ciepła na 

powierzchni tego drugiego ciała i charakterystykach termicznych procesu. W pracach [83], 

[84] i [85] autorzy form ułują całkową postać tego zagadnienia. W pracy [83] wykorzystano do 

określenia rozwiązania metodę regularyzacji Tichonowa, [94], W pracy [84] posłużono się 

oprócz regularyzacji Tichonowa także tzw. funkcjami opto-geometrycznymi. W [85] zapro

ponowano algorytm, którego celem jest określenie takiego rozwiązania, otrzymanego równa

nia całkowego, aby przy zminimalizowaniu strat ciepła otrzymać na powierzchni nagrzewanej 

temperaturę i strumień ciepła możliwie bliskie żądanym. Podane są przykłady zastosowania 

tego algorytm u do zagadnienia nagrzewania jednej powierzchni przez drugą, oddaloną od niej 

o pewną odległość H, przy czym zadana jest temperatura, która ma zostać osiągnięta na po

wierzchni ciała nagrzewanego.

Liniowe równanie przewodnictwa cieplnego z warunkiem wypromieniowania na brzegu 

rozważane było w  pracy [69]. W yznaczaną wielkością jest właśnie człon, opisujący promie

niowanie na brzegu. Zagadnienie sprowadzono do równań całkowych, dla których omawia się 

jednoznaczność i stabilność rozwiązania. Ponieważ rozwiązanie tych równań całkowych jest 

bardzo trudne, zagadnienie rozwiązano w sposób przybliżony.

Problem oszacowania temperatury i strumienia ciepła brzegu półprzeźroczystej warstwy 

na podstawie pom iarów  wewnętrznych odpowiedzi temperaturowych był przedmiotem roz

ważań pracy [89], W chodziło tu w grę tak przewodnictwo, jak  i promieniowanie. Zastosowa

no technikę różnic skończonych ze względu na czas i zaproponowano algorytm iteracyjny do 

rozwiązania tego zagadnienia.

Zagadnienia odwrotne prom ieniowania ciał doskonale czarnych

Zagadnienie odwrotne dla ciała doskonale czarnego zostało sformułowane po raz pierwszy 

w pracy [12]. Chodziło w  nim o określenie temperatury powierzchni promieniującego ciepło 

doskonale czarnego ciała na podstawie pomiarów mocy spektralnej tego promieniowania.
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Ponieważ stosowane metody rozwiązań tego zagadnienia korespondują z metodami stosowa

nymi przy zagadnieniach odwrotnych, o których mowa w  innych częściach tego przeglądu, 

więc krótko przedstawiamy i te zagadnienia.

Początkowe prace z tego zakresu skupiały się na stosowaniu transformacji Laplace'a i pro

cesu iteracyjnego oraz poszukiwaniu rozwiązania w zamkniętej postaci (np. [13], [53]), [39]. 

[82]), podobnie jak  to miało miejsce w latach sześćdziesiątych i siedemdziesiątych XX wieku 

przy rozwiązywaniu innych zagadnień odwrotnych. Wszystkie jednak tak otrzymane rozwią

zania nie wytrzymywały konfrontacji z rzeczywistymi danymi (znany problem niestabilności 

rozwiązań zagadnień źle postawionych).

Ostatecznie problem ten został sformułowany w postaci całkowego równania Fredholma 

pierwszego rodzaju, charakterystycznej dla źle postawionych zagadnień. Od takiej postaci 

zagadnienia już  tylko krok do metod regularyzacji. W pracy [27] do znalezienia stabilnego 

rozwiązania tego zagadnienia zastosowano z dobrym skutkiem metodę regularyzacji Ticho- 

nowa w jej klasycznej postaci, [94].

ZAKOŃCZENIE

Jak wspomniano we wstępie, szybki rozwój metod rozwiązywania zagadnień odwrotnych 

przewodnictwa cieplnego pozostaje w ścisłym związku z rozwojem elektronicznych technik 

obliczeniowych. Duża liczba prac, w  których ostatecznie wyniki otrzymuje się przy wykorzy

staniu metody elementów brzegowych, elementów skończonych czy różnic skończonych, 

potwierdza to.

Oprócz prac idących w kierunku rozwoju technik obliczeniowych odnotować należy także 

prace rozwijające teorię. N ależą do nich takie prace, jak  [22] czy [28], gdzie rozważa się jed 

noznaczność i stabilność funkcji opisujących trójwymiarowe źródła ciepła, [38], w której 

rozważa się ciągłą zależność rozwiązań zagadnień odwrotnych od danych, [36], gdzie między 

innymi porównano metodę regularyzacji Tichonowa z metodą TSVD (truncated singular va

lue decomposition), czy zbliżoną do niej pracę [34], traktującą o metodzie SVD.

Prowadzone są też prace w kierunku rozwiązywania zagadnień odwrotnych dla pól sprzę

żonych. M ożna tu wspomnieć o pracy [20], a także o [33], [35] (w tej ostatniej podana jest 

także obszerna literatura, dotycząca zagadnień odwrotnych) czy [31].
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Interesujące są  zastosowania metod rozwiązywania zagadnień odwrotnych pól temperatur 

do takich zagadnień, jak  problem wypromieniowania ciepła przez meteory, przelatujące przez 

wyższe partie atmosfery [62], czy próba rozwiązania zagadki meteora tunguskiego [61]. Tak

że w medycznej radiometrii mikrofalowej czy w leczeniu niskimi temperaturami próbuje się 

wykorzystać m etody, stosowane przy rozwiązywaniu zagadnień odwrotnych przewodnictwa 

cieplnego, [64], [72],

M etody rozwiązywania zagadnień odwrotnych pól temperatur wykraczają coraz bardziej 

poza ramy metod analitycznych i poza ramy wytyczone przez klasyczną teorię wymiany cie

pła. Przyszłość, która związana jest z rozwojem technik numerycznych, pozwoli zapewne w 

jeszcze pełniejszy sposób potraktować sprzężenia pól temperatury z innymi polami, a to pro

wadzić będzie zapewne do nowych metod monitorowania nie tylko pól temperatur.
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Abstract

The inverse heat conduction problems (IHCP) - in the contrary to the direct (initial- 

boundary) problems - still have no general method to deal with. The initial-boundary pro

blems may be solved with use o f BEM or related methods; the IHCPs- in view o f  the com

plexity and ill-posedness - are still a challenge for reaserchers. Many different problems con

cerning identification o f the boundary temperature (heat flux), coefficient identification, 

change o f  the considered domain shape and so forth are called IHCP - and in general they are 

ill-posed. That is the main reason why so numerous approaches and methods the IHCP are 

considered. In the review 102 papers and monographs are briefly described and commentated.

Mostly papers are devoted to the linear and nonlinear problems o f  the boundary tempera

ture (heat flux) identification. One o f the most difficult problems is the solution dépendance 

on time causing instabilities in the case o f  inaccurate input date. The Laplace transform is 

used rather rarely. The BEM  and related methods are frequently applied.

Numerous papers deal with the stability problems.

In many papers nonlinear problems are considered. Such methods like Levenberg- 

Marquardt algorithm, mollification method, conjugate gradient method, Tikhonov regulari

zation m ethod are frequently used together with BEM, B-splines approximation or finite 

differences as a basic approach. Also steps in future method and some stohcastic ones are ap

plicable to the IHCP.

The coefficient identification is also a frequent subject the researches deal with.

M ost o f the papers are devoted to the transient problems However, one can meet also pa

pers devoted to the steady-state problems. In such a case for linear problems the elliptic equ

ation is dealt w ith and BEM  is the most popular basic method (together with energy balance, 

least square m ethod and others).

Some papers are devoted to the problem o f heat source intencity and/ot location identifi

cation. There are also papers that deal with radiation inverse problems being a modification of 

the temperature (heat flux) IHCP.
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The m ethods o f  solving the IHCPs are more and more based on computer methods. Ho

wever, the analytic ones still are important, especially when the basic problems are those of 

solution existence and/or uniqueness. Analitic methods are now almost always verified with 

what is called com puter experiment.

But there is not a shadow o f hope for finding a general method to deal with the IHCPs. 

However, variety o f  the inverse problems stands for a good justification o f  this situation.


