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WYZNACZANIE PRZEWODNOSCI CIEPLNEJ I CIEPLA WEASCIWE-
GO MATERIALOW STALYCH Z WYKORZYSTANIEM SZEREGOW
FOURIERA IMETOD OPTYMALIZACIJI

Streszczenie. W pracy w celu rozwiazania odwrotnego zagadnienia przewodzenia cie-
pta i wyznaczenia wtasciwosci cieplnych ciat statych potgczono metode szeregéw Fouriera
z metodami optymalizacji. Podano zatozenia modelu matematycznego oraz algorytm
rozwigzania prostego zagadnienia przewodzenia ciepta. Zagadnienie odwrotne sformu-
towano jako problem optymalizacyjny i wykorzystujac odpowiednie dane pomiarowe
rozwigzano go metodg bezgradientowg Hooka-Jeevsa oraz zmodyfikowang metodg gra-
dientowg Newtona. Podano krotkg charakterystyke zastosowanych metod optymalizacji.
Opisano skomputeryzowane stanowisko badawcze. Przedstawiono przyktadowe wyniki
badan. Wyniki poréwnano z danymi literaturowymi.

DETERMINATION OF THE THERMAL CONDUCTIVITY AND SPECIFIC
HEAT OF SOLID MATERIALS BY APPLYING THE FOURIER SERIES
AND OPTIMIZATION METHODS

Summary. In order to solve inverse heat conduction problem and to determine the
thermal properties of solids the Fourier series and optimisation methods have been
combined. The fundamentals of the mathematical model and algorithm of solving the
direct heat conduction problem have been given. The inverse problem was formulated
as an optimisation problem and, using proper measurement data, it has been solved by
applying the Hook-Jeeves non gradient method and Newton modified gradient method.
Short characteristic of both methods has been given. The computerized test stand has
been described. The sample results have been presented. The results received by apply-
ing the present method have been compared with date from literature.

1. WSTEP

Wyznaczanie wasciwosci cieplnych ciat statych z zastosowaniem metod optymalizacyj-

nych i danych pomiarowych polega na rozwigzaniu odwrotnego zagadnienia wspo6tczynniko-
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wego przewodzenia ciepta i poszukiwaniu wartosci jednego lub kilku wspotczynnikéw, ktére
opisuja wasciwosci cieplne ciata. Rozwigzywanie zagadnienia odwrotnego przewodzenia
ciepta przeprowadzane jest na ogét w dwoch etapach:

W pierwszym etapie, na podstawie odpowiednio sformutowanego modelu matematyczne-
go, rozwigzywane jest proste zagadnienie przewodzenia ciepta. Wowczas wyznaczane sg
wielkosci pomocnicze lub ich charakterystyki (np. pole temperatury ). Wielkosci te wykorzy-
stywane sg w drugim etapie rozwigzywanego problemu.

W drugim etapie, korzystajac z danych pomiarowych i wyznaczonych wczesniej wielkosci,
rozwigzywane jest zagadnienie odwrotne i wyznaczane sg wielko$ci docelowe.

W przypadku rozwigzywania zagadnienia prostego przewodzenia ciepta korzystnie jest w
miare mozliwos$ci tak sformutowa¢ model matematyczny i przeprowadzi¢ eksperyment, aby
w wyniku rozwigzania prostego zagadnienia przewodzenia ciepta wyznaczane wielkosci, np.
pole temperatury, otrzymac¢ w postaci formut analitycznych.

Uwzgledniajgc powyzsze wymogi w pracy tej tak sformutowano model matematyczny i
przeprowadzono eksperyment, ze rozwigzujgc zagadnienie proste, rozktad temperatury w
probkach otrzymano w postaci szeregéw Fouriera. Natomiast efektem koAcowym rozwiaza-
nia odwrotnego zagadnienia wspotczynnikowego byto wyznaczenie wspo6tczynnika przewo-
dzenia ciepta k i ciepta wtasciwego ¢ badanego materiatu. Problem ten sformutowano jako
zagadnienie optymalizacyjne i do jego rozwigzania zaproponowano dwie metody optymaliza-
cyjne: bezgradientowg metode Hooka-Jeevsa i gradientowg metode zmiennej metryki Davi-
dona-Fletchera-Powella (zmodyfikowang metode Newtona).

Zaproponowana metoda rozwigzania odwrotnego zagadnienia wspo6tczynnikowego prze-
wodzenia ciepta polega na potaczeniu szeregéw Fouriera z metodami optymalizacyjnymi.
Szeregi Fouriera otrzymano jako rozwigzanie prostego zagadnienia przewodzenia ciepta, na-
tomiast metody optymalizacyjne wykorzystano do sterowania rozwigzaniem zagadnienia pro-
stego i jego modyfikacji w celu wyznaczenia wartosci wspotczynnika przewodzenia ciepta i
ciepta wiasciwego badanego materiatu. Sprowadza sie to do wielokrotnego rozwigzywania
zagadnienia prostego z modyfikowanymi warto$ciami wielko$ci poszukiwanych. W wyniku
potaczenia eksperymentu i zaproponowanej metody rozwigzania otrzymano efektywny spo-

s6b wyznaczania parametrow cieplnych ciat statych. Przedstawiono przyktadowe wyniki.
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2. ZALOZENIA MODELU MATEMATYCZNEGO I ALGORYTM OBLICZEN
PROSTEGO ZAGADNIENIA PRZEWODZENIA CIEPLA

2.1. Zatlozenia modelu matematycznego

W pracy podczas analizy teoretycznej rozpatrywano proces nagrzewania nieskonczenie roz-
legtej ptyty o grubosci 26. W celu utatwienia rozwigzania zagadnienia i zapewnienia mozliwie
najlepszej zgodnosci modelu matematycznego z rzeczywistymi warunkami pomiarow przyjeto

nastepujace zatozenia:

1. Rozpatruje sie proces symetrycznego nagrzewania nieskonczenie rozleglej plyty, tzn.
ptyty, ktérej grubos$¢ jest znacznie mniejsza od rozmiaréw wzdtuznych, czyli pole tempe-
ratury w ptycie jest polem jednowymiarowym.

2. Materiat ptyty ma izotropowe wiasciwosci cieplne.

3. Zaklada sie, ze wiasciwosci cieplne materiatu nie zmieniajg si¢ podczas badan.

4. Zaklada sie, ze przed rozpoczeciem procesu nagrzewania ptyty rozktad temperatury w
catej jej objetosci jest wyréwnany i rowny temperaturze poczatkowej.

5. W chwili £ = 0 na obu powierzchniach zewnetrznych ptyty zaczyna dziata¢ staty strumien
ciepta q = idem, W/m2.

6. Zaklada sie, ze cate wygenerowane ciepto wnika do wnetrza ptyty, czyli wspotczynnik
wnikania ciepta a do otoczenia ptyty jest rowny zero, co w petni spetnione jest w warun-
kach pomiarowych, gdyz grzejnik oddaje ciepto do probek tylko przez przewodzenie.

Dla tak przyjetych zatozeri sformutowano model matematyczny i rozwigzano zagadnienie

proste wykorzystujgc metode szeregéw Fouriera.

2.2. Model matematyczny i algorytm obliczert zagadnienia prostego

Uwzgledniajagc powyzsze zatozenia rdGwnanie opisujace jednowymiarowy przeptyw ciepta
w ptycie ( dla wspdtrzednych bezwymiarowych) mozna opisa¢ nastepujagcym réwnaniem réz-

niczkowym[2]:
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gdzie:
0=T-Tp, (2)
3
kr
Fo=- Fo>0.
° c-p-S °” “)

Dla przyjetych zatozer warunki brzegowe wyrazaja nastepujace réwnania:

- dla powierzchni ptyty:

80_ - ,.0S (52)

i=t;

- dla osi ptyty:

80
- =0 (5b)

Poczatkowa temperatura w prébkach jest wyr6wnana, wiec warunek poczatkowy ma postaé:

oL =o. (5¢)
Rozwigzanie zagadnienia poczatkowo-brzegowego (I-5¢) przyjeto jako sume dwoch funkcji:
0=0t+02 (6)
przy czym:
0* ’Fo% + Ozlﬁ—o:o =0 . (7)

Funkcja @jest rozwigzaniem nastepujgcego zagadnienia brzegowego:

80x d2t
dFo  dE2 )
80, -+ %8 ©)

W e/
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Natomiast funkcja 02spetnia réwnania:

5_(9.' :(_:I_Z_Qf2 (10)
dFo dal’
=0. 11
34 (1)
Funkcje 62 zaktada sie w nastepujacej postaci:
a=A,-Fo+A+A?. (12)

Rozwigzanie rownan (10-11) przyjeto w postaci iloczynu funkcji:
92=X(t) T(Fo) . (13)

Stad rozwigzanie zagadnienia (1) z warunkami brzegowymi (5) we wspotrzednych bezwymia-

rowych ma nastepujaca postac:

-8
0(a.Fo)="" FoA-fl-yg* . (14)
n ool

Ostatecznie rozktad temperatury w probce T(x,z) opisany jest nastepujgcym réwnaniem:

A kr 1 2 *r-il .
T(X, t) = Tp +~j~ 1 - y |- y—cos(i n —)e (15)
c p-8 6
Otrzymany z rozwigzania zagadnienia prostego rozktad temperatury w probce wykorzystano

po uwzglednieniu wielko$ci pomiarowych do rozwigzania odwrotnego zagadnienia wspoétczyn-

nikowego przewodzenia ciepta.

3. ROZWIAZANIE ODWROTNEGO ZAGADNIENIA PRZEWODZENIA CIEPLA

Gtownym celem analizowanego problemu jest wyznaczenie ciepta wtasciwego i wspot-
czynnika przewodzenia ciepta badanego materiatu. Do rozwigzania zagadnienia zapropono-

wano metody optymalizacyjne, polegajgce na poszukiwaniu nieznanych sktadowych wektora
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X poprzez minimalizacje sum kwadratow roznic pomiedzy warto$ciami temperatury zmierzo-

nej i obliczonej w tych samych punktach prébki. Stad warunek ten mozna zapisa¢:

f(*)=':l_::(TpM- Tpm) =>min, (16)
gdzie:
MP - liczba punktéw, w ktérych mierzona byta temperatura (obie zewnetrzne
powierzchnie prébki),
Tp.obi, Tpzm—  odpowiednio temperatury: obliczona i zmierzona na stanowisku pomia-
rowym w p - tym punkcie prébki,
X - wektor zawierajacy poszukiwanie wielkosci: przewodno$¢ cieplng k i

ciepto wiasciwe ¢ materiatu, czyli:

X=Mr. (1?)

Dodatkowym celem pracy byto znalezienie efektywnego algorytmu rozwigzania odwrot-
nego zagadnienia wspétczynnikowego przewodzenia ciepta sformutowanego zaleznoscig
(16). Dlatego przeanalizowano mozliwo$¢ zastosowania dwéch metod optymalizacyjnych:

metody bezgradientowej Hooka-Jeevsa,

gradientowej zmodyfikowanej metody Newtona tzw. metody zmiennej metryki Davidona-

Fletchera-Powella (DFP).

Obie wymienione metody nalezg do klasy metod iteracyjnych.

Istota metody Hooka-Jeevsa [1] polega na tym, ze przystepujac do obliczen okres$la sie ba-
ze n liniowo niezaleznych wektoréw d(l), d(n (ktdére sag najczesciej wersorami karte-
zjanskiego uktadu wspdtrzednych) oraz wspdtczynnik kroku r>0. Kazda iteracja metody
sktada sie z dwdch etapow: probnego i roboczego. Etap probny stuzy do zbadania lokalnego
zachowania sie funkcji celu F(xR w niewielkim otoczeniu punktu xk poprzez wykonanie kro-
kéw probnych o dtugosci t we wszystkich kierunkach ortogonalnej bazy. Etap roboczy polega
na przejéciu do nastepnego punktu, wokét ktérego realizowany bedzie nastepny etap prébny,
lecz tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z wykonywanych krokéw daje zmniejszenie warto-
Sci funkcji celu. W przeciwnym razie etap roboczy jest pomijany, a etap probny wykonywany
jest ponownie ze zmniejszong warto$cig kroku x. Podstawowym kryterium zakonczenia obli-
czenjest x<£, gdzie e jest doktadnos$cig obliczen.

Z kolei podstawowag ideg metody zmiennej metryki [1] jest realizacja kolejnych iteracji i
poszukiwania minimum funkcji celu wyznaczajgc kierunek poszukiwan z nastepujacej zalez-

nosci:
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dk =-A-"(\(k))mVF(x,k)) , (18)

gdzie A(x(K)jest macierzg hesjanu w punkcie x(k). Stad w metodzie Newtona wymagana jest
znajomos$¢ macierzy drugich pochodnych A(x) =®F{x)ldx\dxy Ponadto musi istnie¢ macierz
odwrotna, ajej elementy sg ciagte i dodatnio okreslonymi elementami macierzy hesjanu A(x).
Kazda iteracja metody polega na tym, ze majac dany punkt xk generuje sie kierunek dA(18), a
nastepnie, w wyniku minimalizacji w tym Kkierunku, otrzymuje sie x*+I. Za warunek zakon-

czenia obliczen przyjmuje sie:
(19)

gdzie ejest doktadnoscig obliczen.

4. OPIS STANOWISKA POMIAROWEGO

Uktad pomiarowy sktadat sie z cienkiego (w postaci folii) oporowego grzejnika elektrycz-
nego, dwdéch symetrycznie rozmieszczonych wzgledem grzejnika walcowych (ptytek) probek
oraz czterech cienkich ptytek miedzianych z termoparami. Cato$¢ zaizolowana byta rozdrob-
nionym korkiem. Cienka warstwa oporowa grzejnika zapewniata wyréwnang temperature na
jej powierzchni. Do zewnetrznych powierzchni grzejnika i prébek przylegaty cienkie ptytki
miedziane z przymocowanymi termoparami.

Wszystkie termopary byty typu Ni-NiCr. Do zasilania grzejnika uzyto zasilacza stabilizowa-
nego sterowanego z mikrokomputera. Napiecie U i prad | przeptywajacy przez grzejnik mie-
rzone byly poprzez karte pomiarowa na mikrokomputerze. Ze wzgledu na bardzo mata gru-

bos¢ grzejnika przyjeto, ze strumien ciepta doptywajacy do prébek réwna sie mocy grzejnika:

Q=P=U-I. (20)
Gestos¢ strumienia ciepta doptywajgcego do kazdej z probek okre$la zaleznosc:

2P W 1)

Schemat stanowiska pomiarowego przedstawiono na rys. 1.
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Xi cr

Rys. 1. Schemat uktadu pomiarowego: t-grzejnik, 2—ptytki z termoparami, 3 -prébki, 4-izolacja cieplna
Fig. 1. Scheme of measurement system: 1- heater, 2- plates with thermocouples, 3- samples, 4- thermal insula-
tion
Stata termoelektryczna uzytych termopar s = 25 K/mV. Termopary podtgczone byty po-
przez wzmacniacz (ze wzgledu na niskg warto$¢ sygnatdw z termopar) i multiplekser ( ko-
nieczno$¢ przetgczania odczytywanych w kazdym kroku czasowym sygnatéw z termopar)
oraz karte pomiarowg do mikrokomputera. Temperatura powierzchni probek od strony grzej-
nika i powierzchni zaizolowanych mierzona byta termoparami potgczonymi szeregowo. Dla-
tego w celu dalszej obrébki danych w zbiorze wynikowym zapisywano $rednig arytmetyczng
warto$¢ wskazan odpowiednich termopar. Do sterowania cato$cig pomiardéw i rejestracji wy-
nikéw napisano program komputerowy. Program ten napisano w jezyku Pascal ze wzgledu na
posiadane przez ten jezyk wewnetrzne oprogramowanie (funkcje wewnetrzne) bardzo dobrze
nadajace sie do ww. celéw. Program ten jest dosy¢ uniwersalny i umozliwia miedzy innymi:
1. Sterowanie z klawiatury warto$ciami mocy grzejnika i odaczanie grzejnika w przypadku
korzystania z zewnetrznego zrodta ciepta.
2. Obserwowanie na monitorze warto$ci pradu i napiecia pochodzacego z grzejnika.
3. Zadawanie z klawiatury liczby uzywanych termopar (max 24).
4. Obserwowanie na monitorze zmian temperatury na wszystkich uzywanych termoparach

lub tylko wybranych.
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5. Zadawanie czesto$ci odczytu i rejestracji wartosci temperatury z termopar oraz pradu i
napiecia z grzejnika.

6. Zadawanie z klawiatury maksymalnych wartosci obserwowanych temperatur (w przypadku
gdy uktad nie dochodzi do stanu ustalonego.

7. Zadawanie z klawiatury czasu trwania eksperymentu.

8. Zapisywanie wynikdw pomiaréw do zbioru w celu dalszej ich obrébki.

Doktadniejszy opis stanowiska pomiarowego i sposobu pomiaréw podano w [2,3],

5. PRZYKLADOWE WYNIKI BADAN

Przedmiotem badan byto szkto organiczne (plexi). Na rys. 2 przedstawiono przyktadowe

przebiegi zmian temperatury powierzchni prébek w funkcji czasu.

60 — e

20 e

0 400 80
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Rys.2. Przyktadowy przebieg zmian temperatury powierzchni prébek w funkcji czasu

Fig. 2. Temperature distribution as a function of the time

Probki wykonane byty w ksztatcie ptytek walcowych o $rednicy d = 71,9 mm i wysokosci 8 =
12.45 mm. W celu wyznaczenia wspotczynnika przewodzenia ciepta k i ciepta whasciwego ¢
wykonano szereg pomiaréw dla réznych wartosci generowanej mocy cieplnej. Przyktadowa
warto$¢é mocy cieplnej grzejnika wynosita P = 4.8 W, co dawato réwnowazng gestos¢ strumienia

ciepta najedngprébke q =591.4 W/m2
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Wykorzystujgc dane pomiarowe oraz opracowany na bazie przedstawionego algorytmu obli-
czen program komputerowy, obliczono obiema metodami optymalizacyjnymi $rednie wartosci
wspoét-czynnika przewodzenia ciepta i ciepta wtasciwego. Wartosci otrzymane obiema metoda-

mi sg prawie takie same i wynoszg A=0.1839 W/(mK), ¢ = 1437.6 J/(kgK).

6. WNIOSKI | UWAGI KONCOWE

Otrzymane wyniki badan poréwnano z danymi literaturowymi [4], ktére dla badanego
materiatu podawane sg w granicach: wspétczynnik przewodzenia ciepta k = (0.174-0.20)
W/(mK) i ciepto wilasciwe ¢ = (1420-2090) J/(kgK). Jak wida¢, przedstawione wyniki
mieszczag sie w podanych granicach. Stagd podany algorytm moze byé zastosowany do
wyznaczania parametrow termofizycznych réznych materiatéw statych. Podstawowa zaletg
zaproponowanej metody, podobnie jak innych metod odwrotnych przewodzenia ciepta jest to,
ze moze by¢ stosowana do wyznaczania kilku parametrow termofizycznych: np. a, ¢, k w
czasie wykonywania jednej serii pomiaréw. Dodatkowg zaletg jej jest rdwniez do$¢ duza
szybko$¢ otrzymania wynikow. Stad w dalszych badaniach zamierza sie zmodyfikowac
algorytm obliczeniowy w ten spos6b, aby mozna byto wyznaczy¢ bezposrednio ww.
wielkosci w funkcji temperatury, podajac do algorytmu obliczen analityczne zaleznosci na k i
¢ w funkcji temperatury. Jezeli natomiast chodzi o poréwnanie metod optymalizacyjnych, to
metoda gradientowa jest szybsza pod warunkiem przyjecia startowych wartosci
niewiadomych bliskich rzeczywistym, w przeciwnym przypadku algorytm staje sie rozbiezny.
Nie zauwazono tego dla metody Hooka-Jeevsa. W przysztosci, w celu zwiekszenia
efektywnosci algorytmu obliczeniowego, zamierza sie potagczy¢ metode bezgradientowg z

gradientowa.

Prace wykonano w ramach projektu badawczego nr 8 TI OB 012 18.
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Abstract

The determination of the thermal properties of solid bodies by means of optimisation
method and measurements data is based on the solution of the inverse heat conduction coeffi-
cient problem and on searching for the value of one or more coefficients describing the ther-
mal properties of the body. The solution of the inverse heat conduction problem is generally
performed in two stages:

In the first stage, basing on a suitably formulated mathematical model, the direct heat con-
duction problem is solved. The auxiliary measures and their characteristics (for example the
temperature field) are also determined. These will be used in the second stage of the problem
of solving the algorithm.

In the second stage making use of measurement data and previously determined quantities,
the inverse problem is solved and the final quantities are determined.

In the present paper the mathematical model has been formulated and the experiment car-
ried out in the way that the temperature distribution was received in the Fourier series. The
final effect of solving the inverse heat conduction coefficient problem are the values of the
heat conduction coefficient k and specific heat c of the investigated material. This problem
was formulated as an optimisation problem and solved by means of optimisation method e.g.
Hook-Jeeves method and the modified Newton method.

In the presented paper an original method of the solving inverse heat conduction coeffi-
cient problem was proposed. This method is based on combining Fourier series with optimi-
sation method. Fourier series are obtained by solving the direct heat conduction problem,
whereas optimisation methods were used to control the calculations and to modify the prob-

lem in order to determine the values of the heat conduction coefficient and specific heat of the
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material. The proposed method is based on multiple solutions of the direct problem. As a re-
sult of combining the experiment and the proposed way of the solving problem an effective
method of determination the thermal parameters of the solid bodies has been found. The re-
search results have been presented. The results received by means of present method has been

compared with the results by means of previously used methods and data from literature.



