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ZASTOSOWANIE METODY BILANSOW ELEMENTARNYCH
IRACHUNKU WYROWNAWCZEGO DO ROZWIAZYW ANIA
ODWROTNYCH ZAGADNIEN WSPOLCZYNNIKOW YCH
PRZEWODZENIA CIEPLA

Streszczenie. W pracy zastosowano metode bilanséw elementarnych (MBE) i rachunek
wyréwnawczy, nazywany czesto uogo6lniong metoda najmniejszych kwadratow (UMNK)
do rownoczesnego wyznaczania wspdtczynnika przewodzenia ciepta X i ciepta whasciwego
c ciat statych. Podano krotko charakterystyke (UMNK), zatozenia modelu matematycz-
nego oraz algorytm obliczen numerycznych. Rozwiazanie zagadnienia wymagato po-
miaru temperatury w wybranych punktach prébki. Dlatego do tego celu wykorzystano
skomputeryzowane stanowisko badawcze, na ktéorym byta mozliwos$¢ sterowania cato-
$cig pomiaréw. Przedstawiono przyktadowe wyniki badan. Wyniki poréwnano z dany-
mi literaturowymi.

THE APPLICATION OF THE CONTROL VOLUME METHOD AND THE
GENERALSED LEAST SQUARES METHOD TO SOLVE INVERSE
PARAMETER PROBLEMS

Summary. In this paper the control volume method and generalised least squares
method for estimating simultaneously the thermal conductivity X and specific heat ¢
have been applied. A short characteristic of this method, an assumption of a mathemati-
cal model and numerical algorithm has been given. To solve this problem the tempera-
ture had to be measured in selected points of the samples. For this purpose a computer-
ized test stand was used with possibility of controlling the measurements. The sample
results of the these researches have been presented. The results obtained by this method
have been compared with previously published ones.

1. WSTEP

Doktadna znajomos¢ witasciwosci cieplnych materiatéw, tzn. wspétczynnika przewodzenia

ciepta A, ciepta wiasciwego c jest bardzo istotna z punktu widzenia:
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- wykorzystania materiatéw o wymaganych wtasciwosciach cieplnych w urza-
dzeniach, w ktdrych jednym z waznych kryteriow jest oszczedne wykorzystanie
energii cieplnej,
produkcji nowych materiatbw o wymaganych wiasciwosciach cieplnych,
matematycznego modelowania r6znego rodzaju proceséw cieplnych.

Dlatego obserwuje sie szeroki rozwdj i stosowanie coraz to bardziej doktadnych metod
wyznaczania wtasciwosci cieplnych materiatow. W klasycznym podej$ciu wyznaczanie kaz-
dego parametru cieplnego wykonywano inng metoda eksperymentalng. Na przyktad ciepto
witasciwe zwykle wyznaczano metodami kalorymetrycznymi, podczas gdy do wyznaczania
wspotczynnika przewodzenia ciepta stosowano metody ustalonego przewodzenia ciepta.
Ostatnio do wyznaczania wiasciwosci cieplnych materiatéw szeroko stosowane sg metody
nieustalone przewodzenia ciepta. Metody te polegajg na potgczeniu rozwigzywania odwrot-
nych zagadnien przewodzenia ciepta z danymi otrzymanymi z pomiaréw dla stanu nieustalo-
nego. Chociaz metody te wymagajg bardziej skomplikowanych i drozszych urzadzen to w
sumie sg one tansze, poniewaz umozliwiajg wyznaczanie réwnocze$nie wielu parametréw
cieplnych. Jednak odwrotne zagadnienia przewodzenia ciepta naleza do klasy problemoéw Zle
uwarunkowanych. Oznacza to, ze ich rozwigzanie jest zwykle bardzo czute na niedoktadnosci
danych wejsciowych, tzn. btedéw pomiarowych. W celu ustabilizowania rozwigzania i
zwiekszenia doktadnosci obliczen musza by¢ stosowane specjalne techniki matematyczne.
Dotychczas najbardziej rozpowszechnionymi metodami stabilizacji rozwigzan odwrotnych
zagadnienn w technice cieplnej byta metoda regularyzacji [6] i metoda rachunku wyréw-
nawczego, nazywana czesto uog6lniong metoda najmniejszych kwadratéw. [1,3,4]. W zagad-
nieniach cieplnych metoda rachunku wyréwnawczego byta szeroko stosowana do uzgadnia-
nia bilanséw masy i energii [3] oraz do rozwigzywania odwrotnych zagadnien brzegowych i
poczatkowych przewodzenia ciepta [1,5]. W obecnej pracy zastosowano jg do wyznaczenia
wspoétczynnika przewodzenia ciepta i ciepta whasciwego materiatéw statych. W rzeczywisto-
§ci metoda ta polega na poszukiwaniu minimum odpowiednio zdefiniowanej formy kwadra-
towej oraz uzgadnianiu wielkosci mierzonych, obarczonych btedami, ktére potgczone sg z
wielko$ciami niewiadomymi za pomocg tzw. réwnan warunkéw. W pracy tej réwnania wa-
runkéw zapisano wykorzystujac odpowiednio sformutowany model matematyczny przeptywu
ciepta w probce. Model ten sporzadzono stosujagc metode bilanséw elementarnych. Metoda ta
nalezy do klasy metod réznicowych i ma przejrzysta interpretacje fizykalng. Dlatego jest ona
bardzo przydatna do matematycznego modelowania réznych proceséw cieplnych. Otrzymane

ta metoda rdwnania opisuja pole temperatury w probce, ktérg nagrzewano na stanowisku po-
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miarowym.Poniewaz uogdlniona metoda najmniejszych kwadratéw wymaga wiekszej liczby
rownan niz niewiadomych, wiec aby spetni¢ te wymagania, rozpatrywano nieustalony proces
nagrzewania prébki i rownania warunku sformutowano dla kilku krokéw czasowych. Nastep-
nie wykorzystujagc ww. metode rozwigzano odwrotne zagadnienie wspétczynnikowe przewo-
dzenia ciepta i wyznaczono parametry cieplne badanej probki. Przedstawiono przyktadowe

wyniki badan.

2. CHARAKTERYSTYKA ZASTOSOWANEJ METODY OBLICZENIOWEJ

2.1. Istota metody rachunku wyréwnawczego i zatozenia modelu matematycznego

Istota metody polega natym [3], ze majac dany cigg wielkosci x\ (i=l,...,M), otrzymany z
pomiaru badanego procesu, oraz wstepnie oszacowane wartosci ciggu niewiadomych wyste-
pujacych w tym procesie/jj (j=I,...,NP), rownania opisujgce proces (tzw. rownania warun-
kéw) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

fk (x\-mmxm P\ 'mmP np) ~ O. dlakr\,...,.NQ . (1

Poniewaz powyzsze réwnania nie sg doktadnie spetnione z uwagi na btedy pomiaru wiel-

kosci mierzonych, wiec celem metody jest znalezienie takich poprawek wielko$ci mierzonych
5xioraz poprawionych wartosci niewiadomych /?*, aby doktadnie (w sensie przyjetego kryte-
rium) spetniony byt nastepujacy uktad réwnan:

f(ixXI " proxMd P (2)

Najbardziej wiarygodne wartosci poprawek wielkosci mierzonych wyznaczane sg z wa-

runku minimum wazonej sumy kwadratdw tych poprawek, tzn.:

Roéwnania te mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci macierzowej:

G, -Y'1 Gx=>min, (4)
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gdzie:
nij - sredni biad bezwzgledny i-tej wielkosci mierzonej,
Ga—macierz poprawek wielkosci mierzonych,
V - macierz zawierajgca wartosci m].
Aby mozna byto przeprowadzi¢ proces uzgadniania, muszgby¢ spetnione dodatkowo naste-

pujace warunki:
NP <NQ <NP+M oraz NQ<M. (5)

W klasycznej metodzie rachunku wyréwnawczego problem minimalizacji rozwigzywany jest
metoda nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a. [3]. W zwigzku z tym réwnania warunkow

musiaty by¢é wprowadzane do algorytmu obliczeniowego w postaci liniowe;j.
AX+BY+C=0, (6)

gdzie:
A,B - odpowiednio macierze wspotczynnikéw przy wielkoSciach mierzonych i niewia-
mych,
C - wektor uwzgledniajacy warunki brzegowe,
X - wektor zawierajagcy wielko$ci mierzone,
Y - wektor zawierajacy wielko$ci wyznaczane.

W prezentowanej pracy do rozwigzania zagadnienia odwrotnego zastosowano iteracyjng
procedure Levenberga-Marquardta [2], Pozwolito to uniknaé procesu linearyzacji réwnan
warunkéw, a tym samym mozliwosci wprowadzania dodatkowych btedéw oraz dzigki temu
algorytm uog6lnionej metody najmniejszych kwadratdw stal sie bardziej uniwersalny. W celu
osiggniecia odpowiedniej doktadnosci obliczen przy formutowaniu modelu matematycznego
przyjeto nastepujace zatozenia:

1. Rozpatruje sie proces nagrzewania nieskonczenie rozleglej ptyty, tzn. takiej, dla ktorej
rozmiary wzdtuzne sg znacznie wigksze od grubosci.

2. Materiat ptyty posiada izotropowe wiasciwosci cieplne.

3. Zaktada sie, ze przed rozpoczeciem procesu nagrzewania ptyty rozkiad temperatury w
catej jej objetosci jest wyrdwnany i rowny temperaturze poczatkowej.

4. W chwili r = 0 w osi ptyty zaczyna dziataé staty strumien ciepta g = idem W/m2.

5. Zaktada sig, ze obie powierzchnie zewnetrzne ptyty sg dobrze chtodzone.
Wykorzystujac powyzsze zatozenia sformutowano model matematyczny oraz algorytm

obliczen numerycznych.
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2.2. Sformutowanie modelu matematycznego oraz algorytmu obliczenn numerycznych

Dla jednowymiarowego przeptywu ciepta zagadnienie poczgtkowo-brzegowe moze byc¢

opisane znanym réwnaniem rézniczkowym:

dT d ..dT.

P~r— =~z— (k—)m (7)
0T O X' 0 X
Warunki brzegowe:
- dla powierzchni grzanej:
oK 07 o
K ix (8)
- dla powierzchni przeciwlegtej:
T\I*:ti :Tw :TP 9)
mvarunek poczatkowy:
T(x,r =0)=Tp. (10)

Dla potrzeb uog6lnionej metody najmniejszych kwadratow réwnania przewodzenia ciepta

zapisano w postaci réznicowej przeprowadzajac dyskretyzacje obszaru rozwigzania rys. 1.

Rys. 1. Geometria zagadnienia granicznego
Fig. 1. Geometry of the boundary problem
Nastepnie do budowy postaci roznicowej modelu wykorzystano metode bilanséw

elementarnych (MBE) i w rezultacie uzyskano nastepujacy nieliniowy ukfad rdéwnan

algebraicznych:
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7% = (1 +6u)-7j* + 6,2 -T2+Y,

T**' =bn w7;* + (1 + b22) @2 + b2 W}
TP =bn W™ + (1+ £83) «r3 + bu i
TtM =b,, -Ti +(l +btt)-Ti>+biST s,

Tr =b,, T:+(i+bg-T;

gdzie wyraz wolny vy, uwzglednia warunek zrédta ciepta na powierzchni prébki:

" 2w wix|

Natomiast wsp6tczynniki b\j okreslone sg zaleznosciami:

- dla wezta ,,1” bymozna zapisac:

’

bu = oo (gdy i=j)
¢ p AXT(Axl+ M)

bij = - t— (gdy i*j).
cp-Axr (Axt+-2~)

Analogicznie dla wezta ,,5” bijjest okreslone:

bo = - k-r1— (gdy'=7),
c-p-Ax5m(AXi + -"-)

i k-Ar
bJ— ------------------------ (gdy i *j).
cp-Ax5-(Axs+ ~ )

Dla pozostatych weztéw b,j ma postac:

b 2k Mt 1 1 q

1= - A (/-\>_<mt"4:_zlx AXI+ Axit, ) (gdy i=j),
. 2-k-Ar
= H(gdy 1%),

cm BAX: l(AX| AT
gdzie:
7*,7*+1 - temperatura w i-tym wezle w k i k+ 1 kroku czasowym,

Ax: - grubos$¢ i-tej warstwy w podziale r6znicowym piyty,

zIr - diugos¢ kroku czasowego.

S. Kucypera

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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3. OPIS METODY POMIAROWEJ

Schemat stanowiska pomiarowego przedstawiono na rys. 2. Uktad pomiarowy sktadat sie z
cienkiego oporowego grzejnika elektrycznego, dwoch symetrycznie rozmieszczonych wzgle-

dem grzejnika walcowych prébek oraz czterech ptytek miedzianych z termoparami. Walcowe

Rys. 2. Ogélny schemat uktadu pomiarowego

Fig. 2. Scheme of the test stand

powierzchnie probek zaizolowane byty rozdrobnionym korkiem. Zewnetrzne powierzchnie
prébek chtodzone byty (utrzymywano prawie stalg ich temperature) wodg z ultratermostatu.
Do powierzchni grzanych i chtodzonych prébek przylegaty cienkie ptytki miedziane z przy-
mocowanymi termoparami. Wszystkie termopary byty typu Ni-NiCr. Do zasilania grzejnika
uzyto zasilacza sterowanego z mikrokomputera. Napiecie U i prad | z grzejnika mierzone

byty poprzez karte pomiarowg na mikrokomputerze. Strumien ciepta doptywajacy do probek:

Q:P:U.. (’6)
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Gestos¢ strumienia ciepta doptywajacego do kazdej z probek okresla zaleznosc:

2P W
, 17

4

Termopary podtaczone byty poprzez wzmacniacz (ze wzgledu na niskag warto$¢ sygnatow
z termopar) i multiplekser (konieczno$¢ przetaczania odczytywanych w kazdym kroku cza-
sowym sygnatéw z termopar) oraz karte pomiarowg do mikrokomputera. Termopary mierzace
temperature powierzchni probek od strony grzejnika oraz powierzchni chtodzonych byty po-
taczone szeregowo. Dlatego w celu dalszej obrobki danych w zbiorze wynikowym zapisywa-
no $rednig arytmetyczng warto$¢ wskazan odpowiednich termopar. Do sterowania cato$cia
pomiaréw i rejestracji wynikéw napisano program komputerowy. Program ten napisano w

jezyku Pascal ze wzgledu na posiadane przez ten jezyk wewnetrzne oprogramowanie bardzo

dobrze nadajace sie do ww. celéw. Program ten posiada wiele mozliwosci operacyjnych.

4. PRZYKLADOWE WYNIKI BADAN

Przedmiotem badan byto szkto organiczne (plexi). Na rys. 3 przedstawiono otrzymany z

mikrokomputera przyktadowy przebieg zmian temperatury powierzchni probek w funkcji

czasu.

Czas x s-0.5

Rys. 3. Przyktadowy przebieg zmian temperatury powierzchni probki w funkcji czasu
Fig. 3. Temperature of the sample as a function of the time
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Probki wykonane byty w ksztaktcie cylindréow o $rednicy d= 40 mm i wysokos$ci 5=10 mm.
W celu wyznaczenia dyfuzyjnosci cieplnej wykonano szereg pomiaréw dla réznych wartosci
generowanej mocy cieplnej. Przyktadowa warto$¢ mocy cieplnej grzejnika wynosita P = 2.12
W, co dawato réwnowazng gesto$¢ strumienia ciepta na jedng probke q = 844 W/m2. Wyko-
rzystujgc dane pomiarowe oraz opracowany algorytm obliczed numerycznych i program ko-
puterowy, obliczono wspdtczynnik przewodzenia ciepta i ciepto wtasciwe. Wartosci te wyno-
szg X =0.1842 W/(mK), ¢ = 1490 J/(kgK). W literaturze wartosci te dla plexi podawane sg w
granicach: wspétczynnik przewodzenia ciepta A = (0.174-0.20) W/(mK) i ciepto witasciwe ¢ =

(1420-2090) J/(kgK). Stad wida¢, ze otrzymane wyniki mieszczg sie w podanych przedziale.

5. WNIOSKI KONCOWE

Uogo6lniona metoda najmniejszych kwadratow nalezy do metod stochastycznie optymalnych.
Zastosowanie jej do rozwigzywania odwrotnych wspo6tczynnikowych zagadnieh przewodzenia
ciepta umozliwia:

» jednoznacznie okre$la¢ najbardziej prawdopodobne wartosci niewiadomych,

« uscidlenie niedoktadnosci wielkosci mierzonych,

e nahiezaco kontrolowaé doktadnos¢ obliczen.

Stad moze by¢ z powodzeniem stosowana do wyznaczania wiasciwosci cieplnych réznych mate-

riatéw.

Prace wykonano w ramach projektu badawczego nr 8 T10B 012 18

LITERATURA

1. Guzik A., Styrylska T., Zastosowanie filtracji opartej na metodzie najmniejszych kwa-
dratéw do wyznaczania nieustalonych po6l temperatury, Materiaty XVII Zjazdu Termo-
dynamikéw, Zakopane-Krakow, 1999, str. 507

2. IMSL Library, User’s Manual Version 1.0, Houston, Texas 1987.

3. SzargutJiinni, Rachunek wyrdwnawczy w technice cieplnej, PAN Warszawa, 1984



82 S. Kucypera

4. SzargutJ., Styrylska T., Kolenda Z., Numeryczne modelowanie proceséw wymiany ciepta
i masy uog6lniona metoda najmniejszych kwadratéw, Materiaty IX Sympozjum wymiany
ciepta i masy, Augustow 1995, str. 301

5. Skorek J., Zastosowanie metod stochastycznych i spektralnych do rozwigzywania gra-
nicznych zadan odwrotnych przewodzenia ciepta, ZN. Pol. Sl. s. Energetyka z. 119, Gli-
wice 1994

6. Tichonov A.N., Arsenin V., Solutions of Ill-Posed Problems. Winston & Sons, Was-

hington D.C. 1977

Recenzent: Prof. dr hab. inz. Eugeniusz Kalinowski

Abstract

In this paper a combined experimental and numerical method of determining the thermal
properties, including the thermal conductivity and specific heat of the different solid bodies,
has been presented. The knowledge of the true values of the thermal properties of materials is
very important for designers and users of machines and equipment subjected to unsteady
thermal influences. It is important while mathematical modelling various thermal processes,
as well. The determination of the thermal properties of a solid body is based on the solution of
the inverse heat conduction problem in an investigated sample with given boundary condi-
tions and a given geometry. This problem belongs to the class of ill-posed problems. It means
that the solution of this problem is usually very sensitive to inaccuracies of input data, e.g.
measurements errors. To stabilize the solution, a special mathematical method has to be ap-
plied. Up to the present day the most widespread stabilization methods of solving inverse
problems in the thermal techniques are the régularisation method and the least squares ad-
justment method, often called generalised least squares method. In this paper the generalised
least squares method has been applied. This method is based on the search for the minimum
of a suitably defined quadratic function and the adjustment of measured values with errors in
connective with unknown values by the so-called constraint equation. In the standard gener-
alised least squares method the constraint equations have to be linear. But in the case of the

inverse heat conduction coefficient problem the constraint equations are nonlinear. Therefore,
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in the presented paper the modified version of the generalised least squares method was ap-
plied. This method enables us to solve nonlinear problems, whereas in order to determine
measurement values in selected points of the investigated material the computerized meas-
urement stand has been used. The stand consists of two symmetrical probes heated up by an
electrical heater which is placed between them. The temperature was measured by four ther-
mocouples. To control the measurements and to record the measurement values, an own com-
puter program was worked out. Constraint equations were formulated using a suitable
mathematical model of heat conduction in the sample. This model was formulated using the
energy elemental balance method, the so-called control volume method. This method belongs
to the class of differential methods and has an essential clear physical interpretation. There-
fore it is especially effective in mathematical modelling of various thermal problems. The
obtained equations described the temperature distribution within the samples, which a heated

up on the test stand. Because the generalised least squares method requires more equations
than unknown values, so to comply with the requirements, the unsteady heating process of the
sample was investigated and constraint equations for some time steps were formulated. Next,
using this method, the inverse heat conduction problem was solved and the thermal conduc-
tivity and specific heat of the sample were determined. A Exemplary research results have

been presented.



