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WPROWADZENIE

Niniejsze opracowanie ma na celu przystosowanie metody odwzorowan wier-
nokatnych do numerycznych obliczen naprezen w stopie zebéw két zebatych*.

Rys. 1. Liczba elementédw i punktédw obliczeniowych w metodach: MES, MEB, MOW

Fig. 1. Number of elements and computation points in the methods: MES, MEB,
Mow

Rysunek 1 przedstawia pogladowo trzy metody wyliczania naprezen w stopie

zeba.

1. Metoda elementéw skonczonych MES wymaga podziatu zeba na przynajmniej

250 elementéw i rozwigzania od 500 do 1500 réwnan liniowych.

2. Metoda elementédw brzegowych MEB wymaga wyznaczenia na obrysie zeba
przynajmniej 50 punktéw i rozwigzania 100 réwnan liniowych.

3. Opisana w dalszej czes$ci opracowania metoda odwzorowan wiernokatnych
daje zadowalajace rezultaty juz przy zatozeniu tylko 4 punktéw na zarysie
stopy zeba i rozwigzania 8 réwnan tym razem jednak nieliniowych, co stwarza

nowe problemy obliczeniowe.

“‘Prace wykonano w ramach CPBP #2.01 nr zadania 2.10 "Metody projektowania
przektadni zebatych duzych mocy".



Ze wzgledu na matg liczbe réwnan zadanie daje sie rozwigza¢ za pomoca
og6lnie rozpowszechnionych mikrokomputeréw, w tym takze za pomoca niekto-
rych programowalnych komputeréw kieszonkowych.

Ostatecznym celem obliczen jest nie tylko okreslenie maksymalnych wartos$-
ci naprezenia w stopie zeba, ale co aktualnie jest bardzo istotne ze wzgledu
na procedury optymalizacyjne, metoda daje mozno$¢ oceny wpdywu drobnych
zmian ksztattu zeba wywotanych zmianami parametréw narzedzia lub kota zeba-
tego.

Normy i liczne metody obliczen wytrzymatosciowych két zebatych bazuja
najczesciej na znajomos$ci nominalnych naprezen w okreslonym punkcie stopy
zeba i znajomos$ci wskaznika pozwalajacego okresli¢ spietrzenie naprezen wy-
wotane dziataniem karbu.

Ze wzgledu na przyjete w normach uproszczenia dotyczgce miejsca wystepo-
wania maksymalnych wartosci naprezen, sposobu wyznaczania naprezen nominal-
nych 1 sposobu wyliczania wspédczynnika koncentracji naprezen uzyskane re-
zultaty nie nadaja sie do badan optymalizacyjnych. Tak np. zalecenia 1S0,

DIN, RWPG przyjmuja do obliczen:

a) wymiary geometryczne zeba w miejscu, gdzie styczna do zarysu stopy zeba
zawiera z osia zeba kat 30°, bez wzgledu na ksztatt zeba,

b) jako naprezenia nominalne przyjmowane sa wydacznie naprezenia pochodzace
od momentu zginajacego zab, pomija sie wptyw dziatania obu sktadowych
sity miedzyzebnej,

c) wspétczynnik koncentracji oparty jest réwniez na powyzszych upraszczaja-
cych zatozeniach.

Jak wynika z badan elastooptycznych, tensometrycznych oraz numerycznych
metodami MES i MEB a takze z niektérych rozwigzan analitycznych, powyzsze
zatozenia nie moga stanowi¢ podstawy obliczen optymalizacyjnych, wymagaja-
cych duzej doktadnosci.

Ze wzgledu na objetos$¢ opracowania szczegétowe algorytmy postepowania
wydzielono w postaci osobnych zatacznikédw zawartych na koncu opracowania.



Rozdziat 1

WYZNACZENIA ZARYSU ZEBA

Podstawag wszelkich obliczen wytrzymatosciowych w kazdej metodzie jest
znajomos¢ ksztattu zeba. NajczesSciej zadaje sie go w postaci wspétrzednych
poszczeg6lnych punktéw zarysu w nastepujacym uktadzie wspédrzednych prosto-
katnych: poczatek ukdtadu pokrywa sie ze Srodkiem kota zebatego, o0$ rzednych
pokrywa sie z osia zeba, a 0$ odcietych jest do niej prostopadta. Istnieje
szereg metod obliczeniowych pozwalajacych na wyznaczenie wspédrzednych zary”
su zeba w funkcji ksztattu narzedzia i metody obrébki kota.

W omawianej metodzie odwzorowan wiernokatnych przydatna jest znajomo$¢
nie tylko wspodrzednych Xz, Yz, ale takze kata stycznej do zarysu stopy w
kazdym punkcie oraz promienia krzywizny Rz . Celowa okazata sie takze
zmiana uktadu wspdétrzednych prostokatnych polegajaca na przesunieciu poczat-
ku uktadu w miejsce przeciecia sie linii dziatania sity z osig symetrii ze-
ba oraz zmiana kierunku osi. Zamiast wsp6d#rzednej Yz wprowadzono wspot-
rzedna Hz, pozostawiajac pozostate parametry, bez zmiany.

W zataczniku 1 podano algorytm obliczania wspétrzednych zarysu zeba Xz,
Hz oraz wielkosci kata stycznej i promienia krzywizny stopy zeba Rz
przy zastosowaniu nastepujacych narzedzi do obrébki obwiedniowej:

a) zebatki-o dowolnym kacie zarysu aon, dowolnym kacie proturberancji oCpn,
dowolnej wysokosci proturberancji Kk, dowolnych dalszych parametrach ze-
batki: wysokos$ci zeba haQ i promienia zaokraglenia gtowy zeba narze-
dzia pao,

b) narzedzie Fellowsa o dowolnym kacie zarysu, dowolnej liczbie zebdéw na-
rzedzia, dowolnej wartosci wspdédczynnika przesuniecia zarysu narzedzia,
dowolnej " wartosci promienia zaokraglenia gtowy zebdéw narzedzia i dowolnej
wysokosci gtowy zebédw narzedzia.

Te dwa przypadki wyczerpuja wiekszos¢ praktycznych rozwigzan, moga tez
stanowi¢ schemat postepowania w innych przypadkach.



Rozdziat 2

WYZNACZENIE PARAMETROW FUNKCJI ODWZOROWANIA ZEBA NA POLPLASZCZYZNE

Wszyscy autorzy zajmujacy sie odwzorowaniem két zebatych sg zgodni, ze
nie jest konieczne wierne odwzorowanie catego kota zebatego, umozliwiajace
badanie wptywu sasiednich zebdéw na wysoko$¢ naprezen w zebie obcigzonym.
Okazato sie, ze nie jest tez konieczne wierne odwzorowanie gtowy zeba ogra-:
niczonej kotem wierzchotkowym. Najistotniejsze jest odwzorowanie stopy ze-
ba, gdzie wystepuja najwieksze naprezenia i najsilniejsze ich zmiany.

Rysunek 2 przedstawia schematycznie 3 sposoby odwzorowania pojedynczego
zeba. We wszystkich trzech przypadkach zrezygnowano z wiernego odwzorowania
gtowy zeba w okolicy kota wierzchotkowego, przyjeto natomiast ten sam ukdad
wspédrzednych.

Poczatek uktadu pokrywa sie z punktem przeciecia sie kierunku dziatania
sity z osia zeba. Wspéirzedna H rosnie w kierunku stopy zeba, a jej war-
tos¢ bez wzgledu na liczbe zebéw w kole nie przekracza catkowitej wysokosci
zeba, co utatwia kontrole wynikoéw obliczen. Wspodrzedna X Jjast prostopad-
+a do kierunku H i skierowana w strone obcigzonej flanki zeba. W tych wa-
runkach wspéd#rzedna H jest jednoczesdnie ramieniem dziatania sity zginaja-
cej zab, a wspétrzedna X roéwna jest potowie szerokosci zeba w rozpatrywa-
nym miejscu.

W literaturze przedmiotu spotyka sie inne uktady odniesienia, najczesciej
poczatek uktadu pokrywa sie ze Srodkiem kota zebatego, spotyka sie tez za-
miane oznaczen wspodrzednych itd.

Jak wynika z rysunku 2, wymienione sposoby odwzorowania roézniag sie wiel-
koécig odcinka e, a tym samym przebiegiem flanki poza stopa zeba.

1. W przypadku gdy celowe jest przeprowadzenie zarysu przez punkt przy-
tozenia sity miedzyzebnej o wspédrzednych Xa, Ha, otrzymuje sie po rozwig-
zaniu uktadu roéwnan dfugos¢ odcinka e > o .

2. Najczesciej mozna zadowoli¢ sie zarysem przechodzacym przez poczatek
ukfadu, w tym przypadku odpada potrzeba wyliczania dtugosci odcinka, bowiem
e = 0, to zatozenie obniza-liczbe niewiadomych, a tym samym rzad macierzy.

3. Niekiedy (wyjasnionych w przyktadach obliczeniowych zatacznika 2) ko-
nieczne jest dopuszczenie ujemnej wartosci odcinka e < 0. W tym przypadku
konieczne jest dodatkowe obciazenie zeba momentem zginajacym (para sit PM>
i wyznaczenie maksymalnych naprezen przez superpozycje.



Rys. 2. Uk#ad wspoétrzednych zarysu zeba i jego odwzorowania
Fig. 2. Coordinates system for tooth profile and its mappings
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Rysunek 3.przedstawia najistotniejsze parametry stopy zeba wyliczone dla
kata zarysu aQn = 20°, przy zatozeniu ze:

- liczba zebéw w kole z =20,
- wsp6tczynnik przesuniecia zarysu x =0,
- narzedzie - zebatka o promieniu zaokraglenia gtowy narzedzia paQ = 0,2 .

® "Oprécz wielkosci geometrycznych na rysunku przedstawiono tez przyblizone
wartosci naprezen z podziatem na cze$¢ nominalng i cze$é¢ wynikajaca z dzia-
+ania karbu.

Z rysunku .wynikajg miedzy innymi nastepujace whasnosci zeba:

a) promien krzywizny stopy zeba, bardzo istotny ze wzgledu na dziatanie
karbu, maleje monotonicznie, w miare wzrostu wysokosci zeba H,

b) grubo$¢ zeba osigga najnizszg wartos¢ w okolicy H= 1,5-1,5,

c) jednak maksymalne naprezenie wystepuje w okolicy H = 1,95 i jest funk-
cja jednoczesnego dziatania nastepujacych gtéwnych wpiywédw: ramienia
dziatania sidy H, grubosci zeba 2X, promienia krzywizny R,

d) naprezenia nominalne osiagaja maksymalng wartos¢ w okolicy H = 1,8,

e) wspoétczynnik koncentracji rosnie monotonicznie ze wzrostem wysokosSci
zeba H ze wzgledu na silne zmniejszanie sie promienia krzyw”?ny stopy
zeba.

Z rysunku wynika, ze odwzorowany zarys powinien szczeg6lnie doktadnie
przylega¢ do zarysu zeba w okolicy wystepowania maksymalnym naprezen. Jeze-
Ii wyliczone za pomoca.odwzorowan naprezenia maksymalne wypadna na skraju
lub poza strefa doktadnego odwzorowania stopy, to nalezy zmieni¢ punkty od-

wzorowan i ponownie przeprowadzi¢ obliczenia.

2.1. Odwzorowanie zeba na dfugim 4uku stopy

Odwzorowany zab opisany jest w uktadzie parametrycznym za pomocag naste-

pujacych zaleznosci:

Xm:um+2 2+bi (1)

ak akbk
- PEEATI | @

gdzie:
Xm - wspédrzedna punktu o numerze m,

Hm - wspoé4rzedna punktu o numerze m,
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an, - poszukiwane wspoétczynnikiodwzorowania,

um - parametr okreslajacy potozenie punktu m,
- liczba par wspédczynnikoéw an, bn,
-odcinek wg rysunku 2 .

Oznaczajac przez Xz; Hz rzeczywiste wspotrzedne zeba wyliczone dla
jednostkowego modudu, dobiera sie tak wartos$ci wspétczynnikéw an, b oraz
parametru um i odcinka e, aby wyliczone za pomoca réwnan Q) i @) wspod-
rzedne spedniaty w kazdym punkcie zarysu (um) zaleznos$ci:

(©)

(©)

Tak wysekie wymagania konieczne sg ze wzgledu na odwzorowanie promienia
krzywizny w okolicy wystepowania maksymalnych naprezen. Oznacza to, ze na-
wet przy module m = 10 mm, b4gd zarysu w wybranych punktach nie przekra-
cza 1 um.

FunkcfSt okreslona za pomoca réwnan (@) i1 (2 nadaje sie do wiekszosci
k6t zewnetrznie uzebionych o symetrycznym wzgledem osi zeba zarysie. Nie
udaje sie uzyska¢ dostatecznie doktadnego rozwiazania dla ké+ wewnetrznie
uzebionych ani tez zebéw asymetrycznych, tj. o réznych katach zarysu po obu
stronach osi zeba.

2.1.1. Szczeg6lne przypadki funkcji

Ze wzgledoéw obliczeniowych, zwkaszcza w przypadku matych komputeréwtcelo-
we jest ograniczenie liczby poszukiwanych wspédczynnikéw wystepujacych we
wzorach (@) i (2). Dotychczasowe badania numeryczne wykazaty, ze poszukiwa-
na funkcja powinna przechodzi¢ przez minimum 4 punkty zlokalizowane w stopie
zeba oraz przez poczatek ukdtadu wspédrzednych, dla ktérego odcinek e = o .

W tym przypadku K = 2, pozostaja wiec do rozwigzania 4 pary roéwnan typu .
@) 1 (@ zawierajace s niewiadomych: (al, a2, bl, b2, ul,u2, u™, uM).

W _przypadku gdy e > 0 oraz K = 2, trzeba rozwiagza¢ 5par réwnan o 10
niewiadomych: (@, a2, bl, b2, e, ul, u2, u3, u4, ub).

Analogicznie dla K = 3 otrzymuje sie:

- w przypadku e= 012 niewiadomych: N ..bj, u™r.. .Ug,

- w przypadku e> 014 niewiadomych: a”...a”r b~.-_.bj, e,

Juz przy K =3trudno jest uzyskacd rozwigzanie, gdy wszystkie punkty
skupione sg w stopie zeba, zwykle udaje sie umies$ci¢ 5 punktédw nastopie,
a pozostate trzeba da¢ na ewolwentowej czes$ci zarysu.

Dalsze zwigkszanie liczby wyrazéw K prowadzi do zgrubnych rozwiagzan
uzyskanych metodami préb i btedéw. Nie zapewniaja one dostatecznie dok#adne-
go odwzorowania promienia karbu. Wynika to z nastepujacych powodéw:
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- albo nie istnieje rozwiazanie uk#adu réwnan nieliniowych z wymaganag do-
k+adnoscia,

- albo punkty startu sa zbyt odlegte od rozwiagzania,

- albo odchytki wywotane niedoktadnoscia obliczen numerycznych uniemozliwia-
Ja uzyskanie dostatecznie doktadnego rozwigzania.

Przyktady obliczen podano w zataczniku 2, tam tez zamieszczono jeszcze

inne postacie odwzorowan.

2.2. Odwzorowanie stopy w 2 punktach

Odpowiednie algorytmy postepowania podano w zatgczniku 2 w dwéch warian-
tach :

2.2 .1 . w wybranych dwéch punktach stopy, obejmujgacych obustronnie miej-
sce wystepowania maksymalnych naprezen stawia sie oprécz warunkéw dotyczag-
cych wspédrzednych X 1 H, tj. oprécz zaleznosci wyrazonych wzorami ()
i (4, dodatkowe warunki dotyczace promienia karbu i kata stycznej, tzn.

A* = bm -*z1 < 10'4 ")

Krzywa odwgorowania prowadzi sie przez poczatek ukdtadu, czyli zaktada sie
e = 0. W ten sposbéb otrzymuje sie nastepujace niewiadome:

az " a3< ~1 " b2, bj, v, U2)

Przy K = 3 otrzymuje sie s niewiadomych, ktdére wyznacza sie z dwéch kom-
pletéw réwnan @), @, G i G)-
Przyk#ad obliczen zawarto w zakaczniku 2 punkt 2.10.

2.2.2. W wybranych dwéch punktach’stopy zeba oznaczonych liczbami @)

i () stawia sie nastepujace warunki,:

- w punkcie (@ wymaga sie spednienia réwnan @), @, G i G),
- natomiast w punkcie, 2 tylko warunkéw @) i @ .

W tych warunkach otrzymuje sie nastepujace®"niewiadome: (ar, a2, b”, b2,
u] ., u2), ktére wylicza sie z s réwnan.
Przyktad obliczen zawarto w zakaczniku 2 w punkcie ¢j-s -

2.2.3. W wybranym punkcie stopy poszukuje sie nastepujacych wartosci
(@, b, u, e), ktéore wyznacza sie z i6wnan @), @), B i ¢)- W tym przy-
padku e-< 0, co wymaga dodatkowego dociazenia zeba. Ponie.waz ,nie jest zna-
ne miejsce wystepowania maksymalnych naprezen, obliczenia prowadzi sie dla
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kilku kolejno wybranych punktéw stopy zeba az do uzyskania lokalnego ekstre-
mum naprezen.

Przyk#ad obliczen zawarto w zakgaczniku 2, punkt 2.9. Ten sposo6b obliczen
jest najmniej dogodny i najmniej dokdtadny, ale pozwala obja¢ szerszy zakres

ksztattow ze wzglafdu na mata liczba zmiennyeh.



Rozdziat 3

OBLICZANIE NAPREZEN W STOPIE ZEBA

W rozdziale 2 zgodnie z zatacznikiem 2 okreslono wartos$ci wspédczynnikéow
ak®™ bk" odcinka e oraz zakres zmian parametru u dla stopy zag-
ba. Dodatkowo potrzebna jest znajomos¢ kata dziatania sity miadzyzebnej
mierzonego od osi X oraz wspotrzednych X , Ha wierzchotka zagba. Sposéb
wyliczania tych wielkosci podano w zataczniku 1 okreslajacym ksztatty zeba.

Dalszy tok postepowania zalezny jest od wielkosci odcinka e. Rozréznia
sie trzy przypadki: e > 0, e = 0 oraz e < 0. Spos6b postepowania“podano
w zatgczniku 3, punkt 3.2.

Obliczanie naprezen przeprowadza sie wykacznie w zakresie dobrego odwzo-
rowania stopy zeba, tj. w takim zakresie zmian parametru u, ktéremu odpo-
wiada dobre odwzorowanie, nie tylko spednienie warunkéw @) i (4) dotycza-
cych wspoédrzednych X i1 H, ale takze w ktorym z dostatecznym przyblize-
niem (ok. 1%) zachowane sa wartosci kata stycznej i promienia karbu. Jezeli
maksymalna warto$¢ naprezen wypada poza zakresem prawidfowego odwzorowania,
konieczne jest powtdrzenie obliczen przy nowych zatozeniach.

Obliczenia naprezen nie stwarzaja zadnych trudnosci rachunkowych, .sg je-
dnak dos$¢ czasochdonne. Wszystkie szczegéty dotyczace sposobu postepowania

zawarto w zatgczniku 3.



Rozdziat -4

ANALIZA POROWNAWCZA SPOSOBOW OBLICZANIA NAPREZEN

Obszerne rozwazania na temat teorii naprezen w kotach zebatych oparte na
wspétrzednych krzywoliniowych lub odwzorowaniach wiernokatnyé¢h opublikowat
w 1964 r. H. Neuber (L.1). Przedstawit+ tam funkcje odwzorowujace cate koo
zebate ze wszystkimi zebami. Jednakze metoda ta okazata sie mato przydatna
i sam autor w roku 1970 opublikowat prostszg metode obliczenn, dotyczaca je-
dnego zeba odpowiednio utwierdzonego, w ktdérej uzyskat analityczny wzér
okreslajacy maksymalna warto$¢ naprezenia w stopie zeba.

Analityczna forma rozwigzania wymagata szeregu uproszczen, co w sposéb
istotny zawazydo na dok#tadnosci obliczen.

Stosujac poprzednio przyjete oznaczenia, mozna wzory podane przez Neube-

ra (L.2) przeksztatcié¢ do postaci:

max Q@
gdzie zgodnie z poprzednio podanymi oznaczeniami
Px = cos P'_1 = sin%) (8)
gdzie:
X - potowa szerokosci zeba
H - ramie dziatania sity,
a ponadto wspétczynnik koncentracji przy zginaniu
«a - f < ©

wspétczynnik koncentracji przy $ciskaniu

ao



oraz wspotczynnik wpitywu sity tnacej

(11)

gdzie
R - promieé krzywizny w stopie zeba.

Ponizsze zestawienie przedstawia wartosci naprezeri wyliczone za pomocag
wzoru (7) w kolejnych 24 punktach stopy zeba o nastepujacych wystepujacych
w wiekszosci przyktadéw parametrach: liczba zebéw w kole z = 30, wspod-
czynnik przesuniecia zarysu Xx = 0, zebatka o kacie zarysu a =20° wy-
sokosci gtowy zeba haQ = 1,25 oraz promieniu zaokraglenia gtowy zeba ze-
batki Pao = 0,38.

Oprécz wystepujacych we wzorze (7) wielkosci X, H, R tablica zawiera
wartos¢ kata stycznej “F, umozliwiajaca okreslenie miejsca wystepowania na-
prezenia. Do obliczerf przyjeto site normalng P~ = 1, dziatajaca pod katem
P= 0,469862 1 przytozong na wierzchotku zeba o parametrach Xa, Ha-

X H i R
0,940998 1,572550 0,089 1,223 1,940
0,962937 1,712957 0,229 0,850, 2,379
0,985090 1,790038 0,335 0,694 2,638
1,005959 1,842788 0,421 0,612 2,796
1,025805 1,882950 0,498 0,562 2,893
1,044922 1,915431 0,567 0,530 2,951
1,063520 1,942702 0,631 0,507 2,983
1,081743 1,966167 0,690 0,490 2,997
1,099694 1,986699 0,747 0,477 2,998
1,117443 2,004874 0,801 0,467 2,990
1,135043 2,021090 0,852 0,460 2,974
1,152534 2,035636 0,902 0,453 2,953
1,169946 2,048726 0,950 0,448 2,928
1,187304 2,060523 0,997 0,444 2,901
1,204627 2,071154 1,043 0,441 2,870
1,221930 2,080718 1,088 0,438 2,838
1,239228 2,089294 1,133 0,435 2,804
1,256532 2,096946 1,176 0,433 2,769
1,273851 2,103726 1,219 0,432 2,733
1,291196 2,109673 1,262 0,430 2,696
1,308574 2,114821 1,304 0,429 2,659
1,32994 2,119194 1,346 0,429 2,621
1,343464 2,122812 1,387 0,428 2,582

1,360991 2,125687 1,429 0,428 2,543
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Jak wynika z powyzszego zestawienia pomimo stale malejgcej wartosci pro-
mienia karbu R naprezenia wg Neubera osiagaja maksymalng wartos¢ w okolicy
kata stycznej "I= 0,747 = ok. 43°, nie jest to zgodne z wynikami bada¢ ela-
stooptycznych i tensometrycznych a takze z wynikami obliczen innymi metoda-
mi. Bardziej istotne jest to, ze warto$¢ maksymalna “max = 2,998 odbiega
znacznie od wartosci wyliczonej innymi metodami, np. metodg MES lub odwzo-
rowan wiernokatnych i stanowi zaledwie 82% wartos$ci wyliczonej innymi meto-
dami .

W czasie analizy wartosci wspédczynnikédw koncentracji wyrazonych za pomoca
wzoréw (9), (@0) i (11) +atwo zauwazy¢ ich ograniczony zakres stosowalno$-
ci, szczeg6lnie gdy R rosénie nieograniczenie, tj. gdy nie wystepuje spie-
trzenie naprezen.

Krétkie wprowadzenie w zasady odwzorowan wiernokatnych oraz wyniki obli-
czen naprezen dla dwoéch typow kéd: o kacie zarysu 20 ° oraz o kacie zarysu
25° podano w pracy (L.3) . Do rozwigzywania ukdadoéw réwnah stosowano metode
préb i1 btedoéw. Przy kacie zarysu 25° osiagnhieto wyzsza doktadnosé anizeli
przy kacie 20 °.

W obu przypadkach stosowano K = 4 pary wspédczynnikéw a”, b~. Pomimo
to ze wzgledu na przyjeta metode obliczen odwzorowanie nie byto dostatecz-
nie doktadne, co przedstawiono na rys. 4 za pomoca krzywej nr 2. Jak widac,
promien krzywizny znacznie odbiega od wartosci zadanej krzywg 1 przedsta-
wiajaca rzeczywiste wartosci promienia w omawianym przykdadzie. Te i inne
odchylenia w odwzorowaniu doprowadzity do tego, ze maksymalna wartos¢ wyli-
czona przez autoréw pracy przekraczata o. 15% wartosci uzyskane innymi meto-
dami .

Uzyskane przez autoréw wartosci wspoédczynnikéw moga stuzyé jako wartosci
startowe w przypadku dokdadniejszych obliczen przy zatozeniu K = 4.

Wartosci wspoétczynnikéw a~, b~ dla kata zarysu 20°

20 30 40 60 80 150
0,0024 0,0024 0,0024 0,0024 0,0024 0,0024
0,017 0,016 0,015 0,013 0,012 0,012
0,130 0,127 0, 124~ 0,115 0,112 0,110
0,220 0,250 = 0,375 0,325 0,335 0,340
0,005 0,005 0,005 0,005 . 0,005 0,005
0,025 0,025 0,025 0,023 0,023 0,022
0,127 0,127 0,127 0,125 0,124 0,124

0,490 0,487 0,483 0,470 0,455 0,450



Rys. 4. Odwzorowanie krzywizny stopy zaba wg réznych metod obliczeniowych:

1 - rzeczywista wartos$¢ promienia krzywizny stopy, 2 - wartos$¢ wyliczona wg
L.3, 3 - wartos$¢ wyliczona wg L.4, 4 - wartos$¢ wyliczona wg algorytmu 6 -pun-
ktowego, 5 - wartos$¢ wyliczona wg algorytmu 1-punktowego, 6 - wartos$¢ wyli-
czona wg algorytmu 1l1-punktowego, 7 - warto$¢ wyliczona wg algorytmu 2-punk-
towego M 6x6 , 8 - pokrywa sie z linia () wg algorytmu 2-punktowego M 8Xxs

Fig. 4. Mapping of toothfoot curvature according to different calculation
methods
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Wartosci wspoétczynnikéw an, bj. dla kata zarysu 207

Z= 20 30 40 60 80 150
ar 0,0024 0,0024 0,0024 0,0024 0,0024 0,0024
a2z 0,010 0,011 0,013 0,017 0,024 0,035
a3~ 0,115 0,115 0,120 0,125 0,127 0,129
a4= 0,325 0,340 0,345 0,350 0,355 0,360
br 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007
b2 = 0,020 0,022 0,023 0,029 0,035 0,042
b3= 0,115 0,127 0,145 0, 170 0,220 0,300
v 0,470 0,440 0,430 0,420 0,410 0,400

Jak wynika z powyzszego zestawienia, wartosci liczbowe dobierane byty
skokowo, stad wynikaja do$6 znaczne odchy#ki obliczeniowe. Dla tego samego
narzedzia o kacie 20° przy liczbie zebéw 2z = 30 Ustinenko (L.4) otrzymat
nastepujace wartosci wspodczynnikoéw:

al

0,00242 az 0,0155 as 0,1245 aA = 0,273

b = 0,005 b2

0,0254 b3 = 0,127 bs = 0,483

Nieznaczne roéznice w stosunku do poprzednio podanych wartosci okazaty
iie istotne ze wzgledu na promien krzywizny. Wartosci promienia przedstawia
crzywa oznaczona numerem 3. Przecina ona krzywg 1 w okolicy wystepowania
maksymalnych naprezen, stad duza doktadnos¢ wyznaczenia maksymalnych napre-
zen. Jednak nie zawsze udawato sie w pracy (L.4) uzyska¢ zadowalajace wyni-
ki. Na stronach 9 i 10 (L.4) autor-podaje, ze w niektdrych przypadkach pro-
mien obliczeniowy réznit sie o 15% od wartosci wymaganej, uznano to jednak
jeszcze za dopuszczalne.

W zatgczniku 3 przedstawiono wyniki obliczen promieni w kazdym przypadku
odwzorowania. Zawsze w okolicy wystepowania maksymalnych wartosci naprezen
otrzymywano duza zgodnos¢ wyliczonych i zadanych wartosci promieni karbu.
Jeden z przyk#adéw obliczeniowych dla K = 3 przedstawia linia 4 na rys.4.
Jak wida¢ w szerokim zakresie zmian wspédrzednej X, linia 4 pokrywa sie z
linig 1. Jak to kilkakrotnie podkreslano, przy omawianiu wynikéw obliczen
mozna kazdorazowo przesunaé¢ zakres prawidfowego odwzorowania w okolice wy-
stepowania maksymalnych naprezen.

Linie 5 i1 ¢ dotyczg algorytmu jednopunktowego, w ktérym zaktada sie zgo-
dnos$¢ promieni w wybranym miejscu (punkcie przeciecia sie z linia 1), ale
Jak wynika z rysunku, poza tym miejscem promienie znacznie roéznig sie od
wartosci zadanych, co oczywiscie wptywa na doktadnos¢ okreslenia maksymal-
nych naprezen.
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Linia 7 dotyczy algorytmu dwupunktowego opisanego w punkcie 2.8 zatgcz-

nika 2. W gérnej czes$ci zarysu stopy zeba promierf krzywizny jest mniejszy

od wartosci wymaganej, ale w dolnej czes$ci stopy na dtugim H4uku odpowiada

wartosciom linii 1.

Dalsze informacje zawarto w zataczniku 4.
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Zatacznik 1

ALGORYTM OBLICZANIA WSPOLRZEDNYCH ZARYSU ZEBA Xz, Hz
ORAZ WARTOSCI KATA STYCZNEJ tfz 1 PROMIENIA KRZYWIZNY STOPY ZEBA Rz

1.1. Wprowadzenie

Spotykane w literaturze wzory okreslajace ksztatt zeba opierajg sie na
prostokatnym uktadzie wspétrzednych, ktdérego poczatek pokrywa sie ze $rod-
kiem kota zebatego. Jedna o0$ (YY) pokrywa sie z osia zeba, a druga () jest
do niej prostopadta. W obliczeniach naprezen bardziej praktyczny okazat sie
uktad wspoétrzednych, ktérego poczatek pokrywa sie z punktem przeciecia sie
linii dziatania sity z osia zeba.

W tym przypadku wartosci wspétrzednej Xz sa w obu uktadach jednakowe,
natomiast odleg#osci mierzone od $rodka uktadu sa rézne, a ich kierunki sg
przeciwnie skierowane. W celu wykluczenia pomytek wielkosci mierzone wzdduz
osi zeba w kierunku $rodka kota oznaczono Hz, maja one bezposredni zwigzek
z ramieniem dziatania sity i1 mato zalezg od liczby zebéw w kole, a tym sa-
mym od odlegdosci od $rodka kota.

Wszystkie odcinki okreslajace parametry zeba odniesione sa do modudu lub
wyliczone zostaty dla m = 1. Z tego wzgledu w nizej podanych wzorach nie
wystepuje juz modut zeba, a wyliczone wielkosci traktuje sie jako bezwymia-
rowe. Na przyktad zamiast wzoru okreslajgcego Srednice podziatowag d = z.m
stosuje sie wrot d/m = z lub krécej d = z. To samo dotyczy promienia
krzywizny w stopie zeba R i innych wielkosci okreslajacych wymiary zeba.

Wszystkie wzory dotycza zebdéw prostych.

W dalszej czesci podano dwa algorytmy postepowania:

- pierwszy dotyczy ké+ zebatych wykonanych za pomoca zebatki z proturberan-
cja, ktéora moze przybiera¢ ksztatt zeba bez proturberancji,

- w drugim algorytmie podano sposéb obliczania ksztattu zeba wykonanego za
pomoca narzedzia Fellowsa, ograniczajac sie wytacznie do okres$lania
ksztattu stopy zeba, poniewaz cze$¢ ewolwentowa jest taka sama jak w przy-
padku zebatki bez proturberancji.

Bardzo czesto obliczenia ograniczaja sie do stopy zelja. Wtedy mozna sto-
sowa¢ jeden algorytm postepowania)jak przy narzedziu Fellowsa. W przypadku
k64 wykonanych za pomoca zebatki zaktada sie bardzo duza liczbe zebéw w na-
rzedziu Fellowsa, np. zQ = 105, o ile tylko dok#adno$¢ wyliczen za pomoca
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kalkulatora jest wystarczajaca. Dotyczy to g#déwnie wspédrzednych Yz 1 Hz<
ktére musza by¢ wyliczone z dok#adnoscig do 5 miejsca po kropce.

1.2. Obliczanie ksztattu zeba wykonanego za pomoca zebatki z proturbe-
rancja

Rysunek Z.1.1 przedstawia zarys
narzedzia zebatki z proturberan-
cja-. Zawiera on cztery linie ogra-
niczajace :

- linie prosta A-8t pochylonag
pod katem zarysu <on/
- linie prostg A:282 pochylong
pod katem proturberancji (nP",
- 4uk kotowy A3zs3 o promieniu pQ,

linie poziomg A”B~ siegajaca
osi zeba narzedzia.

Dane obliczeniowe:

dotyczace kota: liczba zebdéw w
kole z, wspédczynnik przesunie-
cia zarysu X,

- dotyczgce narzedzia: nominalny
kat zarysu aon» kat proturberan-
cgi ocpn,.jszeli ocpn:ocon, to
narzedzie nie posiada proturbe-

Rys. Z.1.1. Podstawoweparametry ze- rancji, wysokos$¢ gtowy zeba na-

Fig. Z.1.1. Basic tooth bar parame- rzedzia hao’ wysokos¢ proturbe-
ters rancji k, promien zaokraglenia

gtowy zeba narzedzia PQ.

Przed przystapieniem do wyliczania kolejnych wspé4rzednych zarysu ko-
nieczne jest przygotowanie wartosci nastepujacych wielkosci:

a) promienia kota wierzchotkowego ra,

b) promienia kota zasadniczego rb,

c) kata przyporu na Srednicy wierzchotkowej ota,
d) kata dziatania sity ,

e) grubosci zeba na wierzchotku Xa<

) wspoédrzednej wierzchotka zeba Ya.

a) Promien kota wierzchotkowego wylicza sie najczesciej z pominieciem
skréocenia wysokosci glowy, poniewaz jego wielko$¢ zalezy od parametréow koka
wsp6dpracujacego. W tym przypadku zgodnie z poprzednio podang uwaga (m = 1)

promien wylicza sie z zaleznosSci:
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ra =Ff + 1 + X a*Dn

W programie obliczeniowym nalezy w tym miejscu umozliwié¢ wprowadzenie w
miejsce wartosci wyliczonej za pomoca wzoru ( -1) innej wartosci, np. pro-
mienia wierzchotkowego zebdéw skréconych lub promienia odpowiadajacego jed-

noparowej wspédpracy zebéw. Nie zmienia to w niczym dalszego toku postepo-
wania i dlatego w dalszej czesci nadal wystepuje oznaczenie ra.

b) Promien kota zasadniczego wylicza sie z zaleznos$ci:
rb = § tostem Q@ -2)

c) Kat przyporu na promieniu ra wylicza sie za pomocag zaleznosci:

e rb
cosaa = r~ 11 "3)

d) Kat dziatania sity na promieniu s
A]>= tgaa - tgocon +0con - i1 (Ff + 2xtg«o
= tgxa - invoeon - I (f + 2xtgcCon) @a.4)
e) ) Wspoédrzedne punktu przytozenia sity XaYa w uktadzie zwigzanym z

kotem zebatym oblicza sie nastepujgco:

- kat pomocniczy

2 xtgee
*a = * + ———1'211 + tg0Con - aon “ tg<ra + <*a <1 -5>
- nastepnie
Xa =rasin” (i.s)
Ya =raocsi?a @a.7n

Dodatkowo oblicza sie wspotrzedna punktu przytozenia sity w uktadzie
wspédrzednych XH:

Ha =Xatg” (1-8)
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Tak wiec pomiedzy poczatkami obu uktadéw wspédrzednych istnieje przesu-
niecie Ya-H , przy czym warto$ci Hz mierzone sa w kierunku stopy zeba
(érodka kota), stad w dalszych obliczeniach pojawi sie wzér

Ho =Y, - H, - Y .9

Poniewaz dla przyjetych zatozen Ya oraz Ha sg wartosciami statymi, wy-
sokos¢ Hz zmienia sie odpowiednio do zmian wartosci wspoO4rzednej punktu
zarysu odniesionej do Srodka kota Y

Program obliczania parametréw zarysu zeba "podzielono na nastepujace eta-
py:

- obliczanie zarysu nacietego krawedzig A”B: - jest to zarys ewolwentowy
odpowiadajacy nominalnemu katowi zarysu oCon,

- obliczenie zarysu nacietego krawedzig AQN) ~ sesk- to réwniez zarys ewol-
wentowy odpowiadajacy katowi °Cpn*"-w przypadku gdy @ pn = aon otrzymany
zarys jest przedduzeniem poprzednio wyliczonej ewolwenty,

- obliczanie zarysu nacietego krawedzia AJBj ograniczajacego stope zeba;
w przypadku gdy G - o, nalezy podstawi¢ $Q = 10 ~ lub zastosowaé¢ me-

tode podang w L.6 ,
- obliczanie zarysu nacietego krawedzig A”B”~, ten fragment obliczen moze
by¢é pominiety, poniewaz odwzorowanie nie obejmuje tej czesci zarysu zeba.

Kazdy fragment zarysu zeba moze by¢ dowolnie gesto okreslany. Zwykle
ogranicza sie obliczenia czesSci ewolwentowej do s punktéw, podczas -gdy sto-
pe zeba dzieli sie na 20 czes$ci, aby uzyska¢ dostatecznie doktadny opis

stopy w poblizu miejsca wystepowania maksymalnych naprezen.

1. Wspo6#rzedng punktéow A1 .i Bi oblicza sie z zaleznos$ci:
a, =] "™ tg*on @-10)

81 " T + (hao " k)t9*on <1*11)

Odcinek A.~" dzieli sie na okreslona liczbe .czesci uzyskujac krok oblicze

niowy
Au = At 0 BL 1.12)

Nastepnie kolejno dla wartosci u =A:1, u = A1-Au, u =A]|-2Au itd. az

do u = B: oblicza sie wielkosci pomocnicze:

G - _1__ (1.13)



F1 =f O, + X (1.14)
1
vi o= F1 " Siui (1.15)
c1 = \ +F1 “ Glut (1.16)
D1 = G?U1 " G1F1 @a.17)
2Cun + D.)
% = vV - 1- (1.18)

Znajac kazdorazowe warto$ci C1, Dt oraz oblicza sie wspétrzedne

zarysu ze wzorow:

X2 = Csin<f - Dcos*f (.19
Yz = Ccos"? + Dsin"i (1.20)
Hz = Ya " Ha - Yz @ 21)

Wzory te pojawiag sie w dalszej czesci obliczen, dlatego pominieto indeksy
).

2 . wépoki-zedne punktow. A2 i B2 wylicza sie nastepujaco:

A2 = B1 @ 22)
E=1""0”"on + k(t™*on -tgvV > " 1 "Sinacpn>53i1" d-23>
B2 = f - E - Pocosapn 1.24)

Odcinek A2B2 dzieli si« na okreslong liczbe czesci uzyskujac krok obli-
czeniowy

2 = i- d-25)

i podobnie jak poprzednio dla poszczeg6lnych wartosci wu2 =A2, u2 = az2-Aw
itd. oblicza sie wartosci pomocnicze:

62 = -EgS— (1-26)
pn



F2 = k”" hao + x+ G282 @a-27>

v2 = F2 - G2u2 (1 .28)

c2 = 1 +F2 " Gau2 <1-29>

D2 = G2u2 " G2F2 (1-30)
2(u, + D))

Znajac kazdorazowe warto$ci C2, D2 oraz ~ oblicza sie wspétrzedna
zarysu ze wzoréw (@ .197), (1.20) oraz (1.21). Niektére fragmenty krzywej »o-
ga leze¢ poza strefg zainteresowania, ale utatwiaja narysowanie zarysu i
znalezienie punktéw przeciecia sie"poszczegélnych fragmentoéw.

3. Najbardziej istotne dla prawidtowego odwzorowania sa wspétrzedne sto-
py zaba. W celu utatwienia kontroli poprawnosci doboru elementéw odwzorowa-
nia w tym etapie wylicza sie oprocz wartosci Xz, Yz 1 Hz dodatkowo kat

stycznej do zarysu oraz promierf krzywizny w badanym punkcie, ,R . w tym
celu wylicza sie wsp6trzedne punktéw i z zaleznosci:
A3 = B2 (1.32)

By =2 - E (1.33)

Odcinek A3Bs dzieli sie na okreslong liczbe czesci (zwykle n <« 20)
otrzymujac krok obliczeniowy:

Aus = emn a .3

i podobnie jak w poprzednich dwéch przypadkach oblicza sie kolejno wartosci

pomocnicze:

J3 " o “ao (1.35)

F3 =/?0 “ (u3 " B3) (1-36)

1.37)
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C3:f+G3"F3

(1-38)
D3 = (C3 - f3)(us - b3z)l- (1.39)
2@~ + D))
P = | S— f (1.40)
3 z
Znajac kazdorazowe wartosci Cj, oraz "Pj oblicza sie wspédrzedne za-

rysu stopy zeba ze wzoréw (1.-19), (1-20) oraz (1.21).
Dodatkowo w tej czesci zarysu zeba wylicza sie kat stycznej F oraz
promien krzywizny Rz z nastepujacych wzoroéw:

| Dsin*f + (C-r)cos? _ m M m
~ tg?z - Dcos”™ - (c-r)sin? ~ T (1*41)
= -arctgT Q.42
w tych warunkach kat posiada warto$é dodatnia, korespondujaca z warto-
Scig wyliczong z funkcji odwzorowania
R =o0 * , 262 (1.43)
2 on [sin [z +<P) z - 2G]sin("Jz + <P)
Podczas gdy kat stycznej najczesciej zgodny jest z wartoscig uzy-

skang z odwzorowania, to promien krzywizny Rz zgodny jest tylko w waskim
zakresie zarysu stopy zeba.

4. \Wspo6trzedne punktéw AN i oblicza sie nastepujaco:
A4 = B3 (1 -44)
ad = f (1.45)

Odcinek A,Bs dzieli sie na kilka czesci otrzymujac kolejne wartosci u4,
dla ktéorych wylicza sie kolejne wartosci pomocnicze:

C.4 = b - 5 h + X (1.46)
@1.47)

(1.48)



Rys. Z.1.2. Zarys zeba z = 14, x =1
Fig. Z.1.2. Tooth profile 2z = 14, x
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Najczesciej ten fragment obliczen pomija sie, poniewaz lezy on poza ob-
szarem odwzorowania, podobnie mozna pomina¢ obliczanie wartosci okreslonych
wzorami (1.15), (1-28) i (1.37), o ile nie analizuje sie powozenia narze-
dzia .

Rysunek Z.1.2 przedstawia dwa zarysy zebdéw, na jednym z nich wida¢ prze-
ciecie sie ewolwenty z zarysem stopy zeba. W przypadku odwzorowan tak drob-
nych zmian zarysu nie uwzglednia sie.

Dotaczone tablice 2.1.1-7Z.1.3 s4nzg do sprawdzenia programu obliczen
i wykrycia ewentualnych bdedéw drukarskich.

W tablicy Z.1.1 wyréznia sie cztery zakresy:

- pierwsza cze$¢ od gory okresla wspéirzedne ewolwenty pochodzacej z zarysu
o kacie 20°, odcinek A-iB. podzielono na 5 czesci, pierwsza wartos¢ lezy
powyzej kota wierzchotkowego o promieniu ryg- ktéremu odpowiada Ya_:
= 10,994513 i stuzy do ewentualnego wykreslenia zarysu,

- druga cze$¢ dotyczy ewjolwenty o kacie zarysu proturberancji, ten odcinek
podzielono réwniez na 5 czesci,

- trzecia czes¢ okresla wspétrzedne stopy zeba, podzielono ja tylko na 10
czesci w celu skrécenia tablicy, zawiera ona dodatkowe informacje o kacie
stycznej i promieniu krzywizny Rz, pierwsza wartos$¢ kata jest ujem-
na, co wskazuje na podcinanie zeba,

- czwarta czes¢ dotyczy wrebu miedzy zebami, podzielona zostata na 2 czes-
ci, ale uzyskano 3 wyniki obejmujace wartosci skrajne.

W tablicy Z.1.2 dotyczacej narzedzia bez proturberancji &k =0 uzy-

skano :

- w pierwszej czes$ci roéwniez 5 punktédw, z ktérych pierwszy pokrywa sie z
wynikami tablicy Z.1.1, dalsze punkty majg inne wartosci ze wzgledu na
inng dfugos¢ odcinka A”Bi1 dochodzgacego obecnie do stopy zeba,

- druga cze$¢ moze by¢ pominieta w rozwazaniach ze wzgledu na k = o,

- w trzeciejvczesci okreslajacej stope zeba uzyskano 11 wynikow,

- w czes$ci czwartej uzyskano tylko 2 wyniki, te arobne réznice w liczbie
punktéw wynikaja z zaokraglen kalkulatora.

W tablicy Z.1.3 dotyczacej promienia = 10 ® otrzymano:

- pierwsza cze$¢ opisujaca ewolwente identyczng z pierwsza czescig tablicy
Z.1.2, to samo dotyczy drugiej mato istotnej czesci,

- trzecia czes¢ jest oczywiscie inna, poniewaz dotyczy innej wartosci pro-
mienia zaokraglenia gtowy narzedzia, to samo dotyczy czesci czwartej,
gdzie uzyskano 3 punkty, z ktérych pierwszy jest powtdrzeniem ostatniej

wartosci czesci trzeciej.

Maksymalne naprezenie w stopie zeba wystepuje w okolicy kata stycznej
1 = 0,5. Wynika stad konieczno$¢ zageszczenia punktéw w stopie zeba do 20,
aby mie¢ mozno$¢ swobody doboru punktéw obliczeniowych po obu stronach

= 0,5. 0d doboru punktéw obliczeniowych zalezy nie tylko dok#adnos$¢ ob-
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liczen, ale takze w ogéle istnienie rozwiagzania funkcji odwzorowujacej -

Z tego wzgledu celowe jest uzyskanie pewnej swobody doboru parametréw wej-

Sciowych. Problem ten zilustrowany bedzie w przyktadach obliczeniowych fun-

kcji odwzorowania.

1.3. Obliczenie ksztattu zeba wykonanego za pomocag narzedzia Fellowsa

Podstawowe parametry narzedzia Fellowsa

Rys. Z.1.3.
Basic parameters of Fellows"instrument

Fig. Z.1.3.

Rysunek Z.1.3 przedstawia podstawowe zaleznosSci
W dalszej czesci wiekszos¢ wielkosci zawartych na rysunku traktowana

taka.
pomocnicze bez omawiania

bedzie jako wielkosci
Szczeg6ty dotyczace rysunku mozna znalezé w L.5 oraz L.¢ . Wynikaja one z

nastepujacych charakterystycznych cech dtutaka:

ich sensu geometrycznego.

zq - liczba zebéw w diutaku,
0on - kat zarysu ditutaka,

XxQ - wspoédczynnik przesuniecia zarysu diutaka,

ostrzenia,

okreslajace ksztatt dtu-

zmieniajacy sie podczas
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po - promien zaokraglenia gtowy zeba diutaka, najczesSciej pQ =

Nacinane koto charakteryzuje sie nastepujacymi cechami:
z - liczba zebdéw w nacinanym i badanym kcle,

X - wspotczynnik przesunigcia zarysu.

Przed przystgpieniem do obliczania ksztattu stopy zeba nalezy obliczy¢
wielkosci

okreslone roéwnaniami (1.1) ... (1.9). Ewolwentowag czes$¢ zarysu
zeba mozna obliczy¢ za pomocag programu dotyczacego zebatki

bez proturbe-
rancji, tj. za pomoca wzoréow ( .10)

najczesciej moze ona byc¢

¢ 21),

pominieta.

Kolejnos¢ okreslania ksztattu stopy zeba jest nastepujgca:,
1. Okresla sie kat pjrzyporu podczas obrobki kota z zaleznosci:

invew =2 )z( : zg H n + invaon @ -49)
Réwnanie to rozwiazuje, sie przez iteracje, np. w nastepujacy sposoéb:
a) wprowadza sie pomocnicze zmienne
B = A + invaQbr (1.50)
b) na tej podstawie oblicza sie poprawke C
(1.51)
tg2 A
c) ponownie oblicza sie nowe wartosci a" i B
B =B + C (1.52)
d) nastepnie oblicza sie nowa wartos¢ c" i nowe wartosci
B = b"+c" (1.53)
e)

obliczenia powtarza sie.tak ddfugo, az poprawka C
mata. Liczba A

bedzie dostatecznie
zdaza do poszukiwanej wartosci

kata <Xobr-
2. Oblicza sie odlegtos$¢ miedzy $Srodkami

ké+ podczas obroébki
(z + zo)cos«™p

Q@ -54
2C0sow
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jrzez

Promien tarczy

r = -a°br

Promien R
o

ao ao o
KAt
2 + g0
io
Kat cCg z zaleznosci:
] Z(rao_r%)
- Kgt Ts
¥ + 2x tgoC
= ——— 2 ————= +
- z
Kat Ss
Ss-.

5- Is

~N2R  °raz *1R
% r = 6s + *
+1R = Ss 4 ccs
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invoC,

Nastepnie wylicza sie graniczne wartosci

-

@ .55)

(1-56)

*ClL .57)

(1.58)

(1759)

2p

] —
z o COSOCOH

(1.60)

(1-61)

kata 1R oznaczajac je

@.e2,

(1.63,



11. Réznice katow dzieli sie na n roéwnych czesci,

n VAN
Ai[ljz 2R 1R

otrzymujac w ten sposéb krok obliczeniowy.

12. Dla poszczegélnych katéw ipR zmianianych o krok A~

kolejno nastepujace obliczenia:

a) XR = (rao" Po)cos4;+ Posin*R

b> YR= (rao- Po0)sin(SS"™ Po003"

o +N

d) = arctg (~)
R
e) ®R = - arcos LiT cos (R - 1>R)
o
® =
D R r

Poszukiwane wspédrzedne zarysu wynosza:

Q) Xz = qRsin(®© -®R & \) - aobr.sin0
h) Yz= -qRcos(0 -0 R +#R) + aQbrcosO
11 Hz ™ Ya - Ha - Yz

Jj) kat stycznej w przyblizeniu,okresla sie ze wzoru

V 1" f->cos<® -®r +V - aobrcos®

T = oo 2

qrR (1 * t6>sin(® -®R + ~R> " aobrsino

Nz = -arctgT

wg zaleznosci

@ .64

powtarza sie

(1-65)

(1-66)

1)

Q@ .68)

(1.69)

@ .70)

a.71)

@.72)

U73)

.74y

(1.75)
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k) promien krzywizny Rz wylicza sie z zaleznos$ci pomocniczych

A = g,sin(lix -1%) - R-SinCk, -0 R) a.76)
° sind]DR -0 R) @.77n
obr
(A - po)*
R, % a.m

Przykdtad obliczeniowy dla sprawdzenia programu i ewentualnych bdedéw dru-

karskich.

Dane narzedzia: oton = 20° = zQ = 20 zebbw, xq = 0,105 (nowe narze-

dzie) , = 0,05 dla utatwiania kontroli, hao ™ 1°3-

Dane kota nacinanego: z = 30 zebbw, x = 0,2, ra = 152

Wyniki obliczen:

nr wzoru wynik nr wzoru wynik

1.1 16,2 1.64 -0,048737
1.4 0,494379 1.65 11,265647
1.6 0,340838 1.66 1,631307
1.8 0,183721 1.67 11,383144
1.49 0,379574 1.68 0,143804
1.54 25,292575 1.69 0,363917
1.55 -15,175545 1.70 -0,242611 -
1 .56 10,117030 1.71 0,994952
1.57 11,405000 1.72 14,365766
1.58 0,082362 1.73 1,646928
1.59 0,596052 1.75 0, 136962
1 .60 0,009640 1.76 2,675856
1 .61 0,147439 1.77 -2,249166
1 .62 0,743491 1.78 -1 ,464377
1.63 1,718235

Pedny przebieg wspoédrzednych stopy zeba podano w tablicy Z.1.4. Jak wy-
nika z tablicy, krok okreslony wzorem 1.64 byt dodawany do wartos$ci poczat-
kowej okreslonej wzorem 1.63 az do uzyskania wartosci wyrazonej wzorem 1.62
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Tablica zZ.1 1

-R

XZ. Yz Hz - *z z
0,137841 11,337091 -0,539209 - -
0,458120 10,788972 0,008909 - -
0,67.1681 10,311073 0,486809 - -
0,798119 9,918890 0,878992 - -
0,858996 9,624443 1,173438 - -
0,886913 9,623435 1,174447

* 0,888655 9,635850 1,162032 - -
0,892012 9,655754 1,142127 - -
0,897403 9,683062 1,114820 - -
0,905249 9,717667 1,080214 - -
0,915961 9,759449 1,038433 -0,265 2,677
0,859510 9,038130 1,759752 0,198 0,839
0,904993 8,892717 1,905165 0,425 0,542
0,945217 8,820465 1,977416 0,597 0,431
0,981510 8,774531 2,023351 0,743 0,376
1,015461 8,742072 2,055810 0,874 0,344
1,048025 8,718004 2,079878 0,996 0,325
1,079799 8,699888 2,097994 1,110 0,313
1,111192 8,686421 2,111461 1,221 0,305
1,142516 8,676878 2,121003 1,329 0,301
1,174037 8,670879 - "2,127003 - -
1-,271500 8,657124 2,140758 - -
1,368802 8,642273 2,155609 - -

Parametry kota zebatego:

liczba zebdéw z = 20, wspoédczynnik przesuniecia zarysu X = 0 .

Parametry narzedzia:

kat zarysu- afQn = 20°, kat proturberancji <pn = 15°, wysokos¢ k = 0,5,
wysokos¢ gtowy narzedzia haQ = 1,25, promien zaokraglenia gtowy narzedzia
Po - 0,2.

Obliczenia przeprowadzono dla danych: = 0,515074, ra = 11,0000,

Xa = 0,347382, Ya = 10,994513.
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Tablica Z.1.2

Xz ] Vz Hz *z R,
0,137842 11,337091 -0,539209 - -
0,529213 10,644524 0,153357 - -
0,753255 10,075619 0,722263 - -
0,853454 9,660167 1,137715 - -
0,877852 9,418094 1,379787 - -
0,877133 9,358839 1,439042 - -
0,876910 9,357126 1,440755 -0,077 1,652
0,901999 8,986144 1,811738 0, 258 0,730
0,944858 8,870267 1,927615 0,462 0,510
0,982826 8,806940 1,990941 0,623 0,418
1,017492 8,765041 2,032840 0,762 0,370
1,050165 8,734803 2,063079 0,888 0,341
1,081645 8,712089 2,085793 1,005 0,323
1,112446 8,694834 2,103048 1,116 0,312
1,142928 8,681905 2,115976 1,224 0,305
1,173371 8,672663 2,125218 1,329 0,301
1,204020 8,666766 2,131115 1,433 0,300
1,204020 8,666766 2,131115 - -
1,286469 8,654912 2,142970 - -

Parametry kota zebatego:

liczba zebéw z = 20, wspékczynnik przesuniecia zarysu x =0 .
Parametry narzedzia:

kat zarysu o®n = 20°, kat proturberancji opn = 20°, wysoko$s¢ k = o,

wysokos¢ gtowy narzedzia hao = 1,25, promien zaokraglenia gtowy narzedzia

720 = °"2°
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Tablica Z.1.

Xz Yz Hz A "Rz
0,137842 11,337091 -0,539209 . -
0,529213 10,644524 0,153357 - -
0,753255 10,075619 0,722263 - -
0,853454 9,660167 1,137715 - -
0,877852 9,418094 1,379787 - _
0,877133 9,358839 1,439042
0,877552 9,362342 1,435540 —0.,120 1,897
0,890961 8,927623 1,870258 0,240 0,716
0,929906 8,816541 1,981340 0,453 0,424
0,959904 8,765509 2,032373 0,619 0,300
0,983886 8,7.36324 2,061558 0,762 0,234
1,004091 8,717644 2,080237 0,891 0,196
1,021868 8,704916 2,092966 1,011 0,171
1,038075 8,695970 - 2,101912 1,124 0,156
1,053303 8,689666 2,108215 1,234 0,146
1,067999 8,685379 2,112503 1,341 0,141
1,082536 8,682777 2,115105 1,447 0,139
1,082536 8,682777 2,115105 - -
1,225836 8,663707 2,134174 - -
1,368802 8,642273 2,155609 , -

Parametry kota zebatego:

liczba zebéw z = 20, wspédczynnik przesuniecia zarysu x = 0 .

Parametry narzedzia:

kat zarysu oeon = 20°, kat proturberancji Ctpn = 20°, wysokos¢ k =1,
wysokos¢ gtowy narzedzia h = 1,25, promien zaokraglenia gtowy narzedzia
Ly 10 ) zamiast wartosci QO =0 .



Xz

0,994952
1,018215
1,042854
1,066964
1,089992
1,111836
1,132557
1,152266
1,171090
1,189151
1,206561
1,223422
1,239823
1,255845
1,271562
1,287040
1,302340
1,317517
1,332627
1,347721

1,362851
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Wspédrzedne stopy zeba

Hz

1,646928
1,771972
1,858698
1,922658
1,971811
2,010727
2,042232
2,068180
2,089835
2,108091
2,123593
2,136819
2,148130
2,157798
2,166034
2,172999
2,178817
2,183582
2,187363
2,190210

2,192152

*z

0,137
0,235
0,322
0,402
0,477
0,548
0,617
0,684
0,749
0,812
0,875
0,937
0,998
1,058
1,118
1,178
1,237
1,296
1,355
1,414

1,473

Tablica Z.1..4

1,464
1,150
0,936
0,783
0,669
0,583
0,516
0,463
0,421
0,386
0,359
0,336
0,317
0,302
0,290
0,280
0,273
0,267
0,263
0,260

0,260



Zatacznik 2

ODWZOROWANIE ZARYSU Z~BA NA POLPLASZCZYZNE

2.1. Wprowadzenie

Rysunek Z.2.1 przedstawia zasade odwzorowania ptaszczyzny o wspétrzed-
nych x -y zwigzanych z zarysem zeba na poédptaszczyzne u - v, ktdrej

Rys. Z.2.1. Zasada odwzorowania uk#adu uv, na uktad xy
Fig. Z.2.1. A rule of mapping from uv onto xy

stan naprezen przy zadanym obcigzeniu jest okreslony analitycznie i moze
stanowi¢ podstawe obliczen naprezen w odwzorowywanym zarysie. W najprost-
szym przypadku, posiadajacym najwieksze praktyczne znaczenie, odwzorowanie
ogranicza sie do zewnetrznego zarysu zeba, czemu odpowiada w pltaszczyznie
u-v Ulinia v =o0.

W niektérych opracowaniach ograniczono sie do najprostszej postaci TFfunk-

cji odwzorowania:

2.1

X + -w + Ir"TE
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a, b - wspétczynniki liczbowe, i =/-1.

W celu uzyskania prawidfowego odwzorowania zarysu zeba, a zwkaszcza jego
stopy konieczne jest przyjec.ie bardziej z4tozonej postaci funkcji (@ .1) za-

wierajacej wiekszg liczbe wspoétczynnikéw a, b, np. wg zaleznosSci

x o+ iy = w + 2 w - ibr <2 -3>

Rozdzielajac zmienne i biorac pod uwage zatozenie- v = 0 otrzymuje sie
nastepujaca zaleznos¢ wspoétrzednych zarysu od wartosci wspoédczynnikéw ak,
i parametru um:

K
l_gzl_ Up % by V-4
4 _akbk_
ym = 2 -i— -1 2.5

k=1 um + bk

Jednakze ten uktad wspédrzednych jest mato praktyczny. W dalszej czesci
opracowania przyjeto nowy uktad, ktérego poczatek pokrywa sie z wierzcho#-
kiem krzywej .

Jak +atwo zauwaz%c, dla xm =1, um = ( wtedX )—/'m = )—/'max
K
X" ak
ymax = 2 ET (2-6>
k=1 Kk

W dalszych obliczeniach uzywane beda nastepujace wspoétrzedne:

Xm=km=um+ 2 L-7>
k=1 Um * bk

oraz

Hm - ymax ™ ym “ * * g - .~ e "2 “8>
E:1 K £:1a Ya * Pk
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Wprowadzajac dodatkowo ewentualne przesuniecie ukdadu XZHZ wzgledem
uktadu XmHm o wielkosci e otrzymuje sie mozliwo$¢ dowolnego wzajemnego
potozenia uktadéw wspétrzednych.

W przypadku gdy e = 0, poczatek uktadu XmHm pokrywa sie z poczatkiem
uktadu xzHz, ktéry lezy w miejscu przeciecia sie kierunku sity z osiag ze-
ba, powoduje to znaczne odstepstwo zarysu od ewolwenty w poblizu wierzchok-
ka.

W przypadku gdy odwzorowywany zarys ma przechodzi¢ przez punkt przytoze-
nia sity do zarysu ewolwentowego, otrzyma sie z obliczen odpowiedniag war-
tos¢ e > 0.

Przy zbyt matej liczbie wspédczynnikéw a~, bk, w szc: .-gélnosci gdy sto-
suje sie funkcje okreslong réwnaniem (2.1), w ktérej K = 1, z obliczen wy-
pada e < 0, co oznacza, ze odwzorowany zab musi by¢ dodatkowo obcigzony
momentem zginajacym.

2.2. Wyliczanie wspédczynnikéw a”, bj, um oraz e

Nizej oméwiony bedzie szczegélny przypadek wyliczania poszukiwanych war-
tosci wspoétczynnikéw dla K = 3 oraz e > 0. Moze on stanowi¢ podstawe
opracowywania programéw dla innych wartosci K wzglednie dla przypadku
e = 0. Oddzielnie oméwiony bedzie algorytm postepowania dla bardziej z4ozo-
nych przypadkéw, stosowanych wtedy, gdy nie uzyska sie rozwigzania za pomo-
ca podstawowego algorytmu.

Algorytm ilustrowany bedzie przyktadem obliczeniowym, co udatwi inter-
pretacje.

Przed przystagpieniem do obliczen trzeba przygotowa¢ wartosci xz, Hz, Sk
i Rz, te dwie ostatnie w celach kontrolnych. Zwykle przygotowuje sie w
nadmiarze, aby mozna bydo ewentualnie wybrac¢ inna kombinacje danych.

W celu skrécenia opisu podana bedzie tylko wybrana kombinacja wspétrzed-
nych Xz, 72z

punktu Xz Hz * tz —RZ
10 Xa = 0,368667 Ha = -0,187206 - -

2 0,662123 0,471840 - -

3 0,976384 1,763248 0,295 0,744
4 1,009999 1,851616 0,437 0,600
5 1,041146 1,909411 0,554 0,535
6 1,070848 1,952487 0,655 0,499
7 1,099694 1,986699 0,747 0,477

Punkt 1 lezy na wierzchotku zeba w miejscu przytozenia sity, stad dodat-
kowe oznaczenie X , Ha, punkt 2 lezy na ewolwentowej czes$ci zeba, pozosta-
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te punkty lezg na stopie zeba i1 sg tak rozmieszczone, aby obustronnie obej-
mowaty miejsce wystepowania maksymalnych naprezen, tj. okoto kata stycznej
t = °"5"

Nastepnie wybiera sie wartos$ci poczatkowe wspdédczynnikédw wystepujacych w
rownaniach (2.7) i1 ( .8) oraz dodatkowo zaktada wstepng warto$S¢ przesunie-
cia poczatkéw uktadow e. W omawianym przyktadzie e jest dodatnie.

W dalszej kolejnosci przystepuje sie do rozwigzywania ukdadu 14 nieli-
niowych réwnan zawierajacych nastepujace niewiadome: ut.-.u®, an a3, b~ b3
oraz e, ktore wstepnie nalezy przyjac.

Obliczeniaerozpoczyna sie od wyliczenia wyrazéw wolnych, ktére maja zda-
za¢ do zera, a praktycznie ponizej wartosci 10 4.

Obliczenia przerywa sie, gdy kazdy wyraz wolny spe#nia warunek

X - XzZl < 10"4 <-9>

Hm - HA < 10 4 <-10>

W celu zilustrowania sposobu postepowania przyjeto:

U1 = 0,005 ar = 0,014
v, = 0,023 a: = 0,14
ws = 0,34 a3 = 0,29
ua = 0.42 b1 = 0,014
us « 0,48 b2 = 0,13
wg = 0,53 bs = 0,54
o ™ 0,58 e =0,3

réwnan (2.7) i (2.8) w powyzszym przyktadzie otrzymano:

Wi = -0,000594 Wg = 0,001965

W2 m 0,012597 Wg = -0,008526
w3 = 0,006110 W1Q = 0,027083
W4 = 0,007744 Wn = 0,032465
W5~ 0,006397 Wi2 = 0,030104
W6 0,003181 Wn = 0,026124
w7 = 0,002097 WH = 0,025801

Poniewaz warunki (2.9) i ( -10) nie sa spednione, nalezy przystagpi¢ do
wliczania elementéw macierzy o wymiarze 14x14 zgodnie z metoda Newtona.
<Cementy macierzy zawieraja wartosci pochodnych wielko$sci Xm i Hm wzgle-
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dem wspédczynnikéw an-.a”, b.j-..b3, e oraz parametru Mozna
je wyzpaczy6 numerycznie. W dalszej czesci podane beda wzory okreslajace
poszczeg6lne elementy macierzy me.todg analityczna. W celu skupienia uwagi
macierz podzielono na cztery czes$ci wg schematu:

Cze$¢ 1 zawiera wartosci pochodnej '32(* umieszczone wydgacznie na prze-
- .m
katnej -
Pozostate pola tej czes$ci macierzy o wymiarach 7 x7 zapednione sg war-
tosciami zerowymi. Rézniczkujac wyrazenie (2.7) wzgledem u uzyskuje sie

nastepujaca formute

a.of 2- b

sir =1 4+ 2 z - 271- <2 -111
1 Ium + bk>

Oznaczajac przez C poszczeg6lne elementy macierzy otrzymuje sie:

(@]
>
|

= 59,257803 C22 = 0,664659 C33 = 0,400256 Cs4 = 0,475810

Css = 0,515785 Ciie = 0,542975 C?? = 0,567160
"3H
Czes$¢ I11l. zawiera wartosci pochodnej umieszczone wydgcznie na
przekatnej. “ ra
Pozostate pola tej czeséci macierzy o wymiarach 7 x 7 zape#nione sa war-
tosciami zerowymi. Rézniczkujac wyrazenia (2.8) wzgledem wu wuzyskuje sie
nastepujaca formude:

.OHm _ "37 2a'kbkum s

" m 1221 m 0+'Bi<;i2

Elementy tej czes$ci macierzy maja nastepujace wartosci:

Cg 1 = 40.783984 cg2 = 19.993357 c1Q 3 = 1,357096
Cn 4 = 1,015025 Ci25 = 0,840952 Ci3 g =0,726625 C. ¢ ? =0,6317«
Czes¢ Il zawiera wartosci dalszych pochodnych wyliczonych ze wzoru (2.7).

Trzy pierwsze kolumny tej czesSci zawieraja wartosci pochodnej

————— 12— (2.13)



Trzy nastepne kolumny zawieraja wartosci

abk

3 3 =3
*
~

ER
[TRERTRENTEN |
N omow

3 3 3 3 3 3 3

k =1

—

22,624434
31,724138
2,936198
2,378310
2,081563
1,885477
7 1,723134

a b» w >

S

.. "2akbkum

"+ + bk>2

k =1

-40,130218
-17,152913
-0,009940
-0,005279
-0,003539
-0,002629
-0,002007

k =2 k = 3

0,295421 0,017145

1,319640 0,078732

2,566038 0,834971

2, 172788 0,897436

1,940962 0,919540

1,779718 0,925764

1,641664 0,923567

pochodnej

k =2 k =3 ostatnia
-0,635351 -0,018414 0
-2,756032 -0,084411 0
-0,704934 -0,642222 0
-0,409154 -0,600592 0
-0,285690 -0,551724 0
-0,217534" -0,506462 0
-0,169138 -0,460607 0

Ostatnia kolumna zawiera wartos$ci pochodnej

co wpisano wyzej.

Czes¢

v

zawiera wartosci

dalszych pochodnych wyliczonych ze wzoru

Trzy pierwsze kolumny tej czesci zawieraja wartosci

®Hm

3 3 3 3 3 3 3
I}

[NCREN

a b~ w

e

8,080155
52,118227
71,307669
71,349294
71,367859
71,378766
71,386979

k =2

0,011362
0,233475
6,711176
7,019778
7,166630
7,255773
7,324348

pochodnej

k =3

0,000159
0,003353
0,525722
0,698006
0,817369
0,908620
0,991979

.14)

(2.15)

2.8,

(2.16)
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Trzy nastepne kolumny zawieraja wartos$ci pochodnej

sa. -9
k =1 k =2 ostatnia kolumna
m =1 -22,412376 -0,036673 -0,000256
m =2 -80,298013 -0,739040 -0,005396
m =3 -71,549064 -9,071094 -0,686694
m =4 -71,507672 -8,881644 -0,841982
m =25 -71,489180 -8,772763 -0,929379
m =6 -71,478307 -8,700780 -0,985046
=7 -71,470116 -8,642377 -1 ,027456

Ostatnia kolumna zawiera wartosci pochodnej

Si 1= (2.18)
co wpisano wyzej.

Majac wyliczone poszczegbélne wyrazy macierzy Jacobiego i kolumne wyrazoéw
wolnych W1 - Wi¢ rozwigzuje sie uktad roéwnan liniowych otrzymujac naste-

pujace pierwiastki roéwnan:

(, = 0,000472 xg = -0,000470 (al)
v, - 0,002874 xg = -0,013209 <a2)
x3 = "0.000002 (10 - 0,004745 (@3)
x4 = 0,006116 K11 = 0,000662 <bi>
<5 = 0,004633 (1, = -0,018418 (b2)
ce = -0,000185 X13 ~ -0,038064 (®3)
X7 = -0,000771 X14 ~ -0,000786 ®

Pierwiastki te traktuje sie jako poprawki do poprzednio przyjetych war-
tosci wspotczynnikéw, przy czym xi: do x? odnosza sie do wartosci ul
do u-j, a pozostate skojarzenia podano powyzej.

Najczesciej zachodzi potrzeba wprowadzenia pewnej modyfikacji metody
Newtona polegajacej na tym, ze do dalszych obliczen wprowadza sie wielkosci
b,...b3, e, ktére oznaczono ogélnie od N. do N14

Ul u7"  av a3
skorygowane wg zaleznosSci:



Ni nowe Ni stare X1 “M (2.19)

Wartos¢ wspédczynnika M < 1 wuzaleznia s"e od stosunku wartosci poprawki i
wielkosci poprawianej. Jesli bowiem poprawka przekracza warto$¢ poprawiang,
to moze nastgpi¢ zmiana znaku, co catkowicie niweczy dalsze obliczenia, nie
dotyczy to tylko wielkosci e, ktéra moze by¢ zaréwno dodatnia jak i ujemna.
W celu wyznaczenia wielkosci M nalezy okres$li¢ maksymalng warto$¢ sto-
sunku poprawki do wielkosci poprawianej z pominieciem znaku, tj. znalez¢

=S - (2.20)
Ni stare

Jezeli S jest mniejsze od pewnej wartosci progowej (najczesciej wy-
starczy S 4 0,5), to do obliczen przyjmuje sie M = 1, co oznacza, ze po-
prawki wprowadzane sa bez zmian. Je$li natomiast S przekracza zatozony
prég, to wspoédczynnik M wylicza sie z zaleznosSci:

M =%E, Q@ 21)

co powoduje odpowiednie zmniejszenie wszystkich poprawek.
W powyzszym przykdtadzie poprawki sa 6 rzad nizsze od pierwotnych wartos$-
ci, stad M = 1, to jest do dalszych obliczeij przyjmuje sie wartosci:

= 0,004528 = 0,014470
Ul al ’

= 0,020126 = 0,153209
U2 a2 ’
U3 == 0,340002 a3 = 0,285255
ua - 0,413884 m b1 = 0,013339
us = 0,475367 b2 = 0,148418
v o 0,530185 b3 = 0,578064
u7 - 0,580771 e = 0,300786

W niektorych przypadkach konieczne jest przyjecie progu 0,1. Dla tych
nowych wartosci wspoétczynnikéw powtarza sie obliczenia poczawszy od réwnan

2.7) i1~ (2.8) tak dtugo, az nie bedzie spedniony warunek (2.9) 1 (2-10).
Po kilku iteracjach uzyskano wyniki koncowe:

uil =0,004906 a = 0,013629
u?z =0,023082 a: =0,141208
us3 =0,339977 as =0,287237

u4 =0,415081 b1 =0,013597



us = 0,477217

Ug = 0,532617

u? = 0,583858

ktére zapewniajg warunki (2.9) i

2.3. Obliczenia kata

W celu ostatecznego sprawdzen
podstawie koncowych wynikéw kat

stopie zeba, tj. dla Uj.-.u",
9 X
A = ze wzoru (@ -11)
m
3H
C = ze wzoru (2.12)
m

mKat pochylenia stycznej *f

= arcth

Promien krzywizny Rm

W niektérych opracowaniach stosowano

stycznej

b2z = 0,133152
0,545637

e = 0,304154

(2.10) z duzym nadmiarem.

ia poprawnosci
stycznej "

z nastepujacych zaleznosci:

wylicza sie z zaleznosci:

wylicza sie ze wzoru:

i promienia odwzorowania

oraz promien krzywizny

inna konwencje znakoéw

odwzorowania oblicza sie na

RN w

Q@ 22)

(2.23)

(2.2%)

(2.25)

(2.26)

.27)

wprowadzajac:
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Wprowadzajac koncowe wyniki obliczen wspédtczynnikéw otrzymano:

w punkcie 3 gdy us - 0,339977 x3 = 0,291 -R3 = 0,761
w punkcie 4 gdy ua = 0,415081 x4 = 0,437 -Rs =0,600
w punkcie 5 gdy us - 0,477217 x5 = 0,554 -Rs = 0,535
w punkcie ¢ gdy e S 0,532617 = 0,655 -Re = 0,499
w punkcie 7 gdy . = 0,583858 a7 = 0,747 -R? = 0,481

Jak widaé, tylko skrajne punkty Mm=3 1 m =7 wykazuja odchylenie
od wartosci i Rz wynikajacych z zarysu -zeba. Jezeli w dalszej czesci
okaze sie, ze maksymalne naprezenia wystepuja pomiedzy punktami m = 4 i
4=6, to mozna uzna¢ odwzorowania za prawiddowo dobrane. Jezeli wartos$¢ m
wypadnie poza tym zakresem, to trzeba przemies$ci¢ punkty obliczeniowe w od-

powiednim kierunku i powtdérzy¢ obliczenia.

2.4. Obliczenie ksztattu zeba odwzorowanego

W pewnych, przypadkach celowe jest wyrysowanie zarysu zeba, ktéory tylko w
okolicy stopy (m = 3...7) by+* gesto przeliczany. W czesci ewolwentowej
Boze on znacznie odbiega¢ od zarysu zeba, w pewnych sytuacjach mozna uznac
obliczenia za mato pewne 1 zmieni¢ zatozenia. Obliczen dokonuje sie za po-
mocg wzorow (2.7) i (2.8) zmieniajac wartos¢ u od O do 0,7 w odste-
pach do o ,02 .

2.5. Modyfikacje algorytmu

Najczesciej pomija sie wierzchotek zeba o wspétrzednych Xa' Hd\ i prowa-
dzi krzywa odwzorowania przez poczatek uktadu wspédrzednych Xm, Hm,mtj.
zaktada sie wartos¢ e = 0. W tych warunkach celowe jest przepisanie algo-
rytmu i zmniejszenie liczby danych.

W omawianym przypadku uzyska sie macierz Jacobiego o 12 elementach, wsréd
ktérych zabraknie dotychczasowej kolumny 1 i 14 oraz wiersza 1 i 8 . Oczy-
wiscie numeracja bedzie zmieniona od m = 1 do m = s . Dodatkowg zaleta
takiego sformutowania zadania jest znajomos$¢ wspOtrzednej miejsca przytoze-
tia sity uQ = 0, co utatwia dalsze operacje.,W takim przypadku mozna dac¢
leden punkt na zarysie ewolwentowym odpowiednio daleko od wierzchotka i1 5
Punktéw na stopie zeba.

Przy niektérych ksztattach zebdéw nie udaje sie uzyska¢ 5 punktéw w sto-
pie. w tym przypadku mozna postapi¢ dwojako.

1. Probowa¢ rozwigzaé¢ zadanie przy zatozeniu 3 punktdéw na czesci ewol-
wentowej 1 4 w stopie lub
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2. Zerowa¢ odpowiednie miejsca w kolumnie wyrazéw wolnych, co jest jed-

noznaczne z akceptacjag wyliczonych wartosci Xm i Hm jako zgodnych z
wartosciami zadanymi Xz,

W takich przypadkach prosciej jest zastosowa¢ nowy algorytm, w ktérym
wystapi macierz 8 x 8 odpowiadajaca zatozeniu 4 punktéw w stopie zeba i
przejscia krzywej przez-poczatek ukdtadu, tj. przy zatozeniu we wzorze (Q -8)
e = i pominieciu pochodnych wzgledem parametru e.

2.6. Przyktady zastosowania algorytmu 7-punktowego

Ponizej przedstawiono wyniki obliczen odwzorowania tego samego zarysu
z = 30 zebéw w réznych wariantach ilustrujacych sposéb postepowania.

a) Zatozono przejscie krzywej przez poczatek ukfadu, tj. u4d = 0O;
X~ = 0; = 0, pozostawiajac wspotrzedne pozostatych punktéw od 2 do 7
bez zmian. Zastartowano z wynikéw korncowych poprzedniego przykdadu, aczkol-
wiek wiadomo, ze w tym przypadku e = 0. To spowodowato przedtuzenie czasu
iteracji, ale ostatecznie uzyskano nastepujace wyniki:

us L0 (z zatozenia) a1 = 0,023637
u2 = 0,030271 .2 * 0,132769
U3 = 0,339177 a3z - 0,286204
O ™ 6,414433 b1 0,028882
Us = 0,476645 b2 = 0,140605
Ve = 0,532089 b3 = 0,547581

o ™ 0,583365

0 (z zatozenia)

W poréwnaniu z poprzednimi wartosciami odpowiadajacymi przejsciu krzywej
przez wierzchotek zeba o wspédrzednych Xa, Ha roéznice sa niewielkie. Dla-
tego celowe jest startowanie z wynikéw uzyskanych w zblizonych przypadkach.
Jak +atwo sprawdzié¢ za pomoca wzordéw (2.26) i (2.27), takze katy i promie-
nie krzywizny sa zadowalajace.

Za pomoca tego samego algorytmu rozwigzano nastepne zadanie, w ktérym
w miejsce punktu 2 podstawiono parametry stopy zeba o X, = 0,940998 oraz
H2 = 1,572550 zachowujac nadal u: = 0, tj. X1 = = 0, ale stosownie
do potozenia punktu (2) przyjeto wstepnie u2 = 0,2. Po kilku iteracjach,
otrzymano:



b1 = 07 (z zatozenia) a1 = 0,076728
V2 = 0,223348 a2 = 0,099304
us - 0,334790 a3 = 0,272222
ua = 0,410756 b1 = 0,057064
us - 0,473254 by - 0,211407
vs = 0,528841 b3 = 0,573211
u7 = 0,.580174 e = (z za

Przeprowadzajac obliczenia za pomoca wzorow (2.26) i (2.27) otrzymano

nastepujace katy i promienie w zestawieniu z warto$éciami dotyczacymi zeba

w punkcie (@) », = 0,080m = 0,092 -R, = 1,223 ., = 1.316
w punkcie @ xz = 0,295 tm = 0,295 Rz = 0,744 “R3 " 0,739
w punkcie @ xy = 0,437 x4 0,437 Rz = 0,600 R4 " 0,601
w punkcie &) *z = 0,554 x5 = 0,554 Rz ° 0,535 _R5 ~ 0,535
w punkcie G) xgz = 0,655 . = 0,655 Rz ° 0,499 Re = 0,499
w punkcie @) «z = 0,747 *x7 = 0,746 Rz 0,477 —R7,: 0,483

Z powyzszego zestawienia wynika, ze bardzo dobre przyleganie zarysoéw
uzyskano od punktu 3 do 7, tj. #acznie w 5 punktach.

2.7. Przyktady zastosowania algorytmu 4-punktoweqo

Niektére ksztatty zebdéw nie dajag sie poprawnie odwzorowa¢ za pomoca al-
gorytmu 7- lub s-punktowego, poniewaz nie mozna znalezé rozwiagzania ukdadu
réwna¢ i pozostaje nie stosowana w niniejszym opracowaniu metoda préb i ble-
déw.

Tak np. metoda s -punktowa z ewentualnym pominieciem jednego punktu w
stopie daje rozwigzania dla z = 30 w zakresie do x = 0,34.

Obliczenia przeprowadzono dla stopy zeba, ktdérej parametry wyliczono za
pomoca programu dotyczacego narzedzia Fellowsa, przy zatozeniu duzej liczby
zebébw w narzedziu, parametry narzedzia bydty nastepujace:

zo - 1°5° *0 = °- hao m 1"25* Po = °"38" «on = 20°

dla przypadku =z = 30 zebéw, x = 0,2 wybrano nastepujace punkty stopy
zeba:



nr punktu

Xz Hz Hz "Rz
0
1 1,036755 1,837693 0,356 0,575
2 1,051606 1,873703 0,427 - 0,530
3 1,067377 1,905463 0,496 0,498
4 1,084068 1,933983 0,564 0,476
5 1,101674 1,959883 0,631 0,460

W przypadku punktu O wstawiono dowolng wartos¢ uQ = 0,1 i zerowano od-
powiednie wyrazy wolne, tj. akceptowano aktualnie wyliczone wartosci XQ,

Hq jako zadane wartosci. W ten sposéb program oparty jest w rzeczywistosci
ha 5 punktach stopy, a punkt ¢ o dowolnym potozeniu jest zawsze akceptowany.

Uzyskano nastepujace wartos$ci poszukiwanych wspédczynnikow:

_ 0,397815 = 0,105933
uLr = al
_ 0,432515 = 0,120108
v2 = a?
U3 = 0,466735 a3z = 0,259088
ua = 0,500856 b1 S 0,071682
- U5 = 0,535096 by © 0,272702
uo dowolne b3 = 0,654683

Wyliczone wartosci Xm, Hm wykazujg zatozong w obliczeniach dok#adnosc¢,
natomiast katy stycznej i promienie krzywizny wykazaty nastepujgce wartosci:

A 0,357 = 0,580
; ~R1
- _
e 0,427 Ry 0,532
® = 0,496 _R3 ~ 0,498
#4 0,564 R4 = 0,476
*g 0,631 _R5 " 0,462

Jezeli w obliczeniach naprezen warto$s¢ maksymalna wypadnie pomiedzy pun-
ktami 2 i 4, to odwzorowanie uzna¢ mozna za prawidfowe, poniewaz parametry
stopy zeba pokrywajag sie z parametrami odwzorowania.

Postepujac w ten spos6b nadal, tj. pomij-ajac punkt o numerze m = 0" i
dobierajac odpowiednio pozostatych 5 punktéw, mozna bydo dojs¢ tylko do
wartosci wspétczynnika przesunigcia zarysu Xx = 0,34. Dalsze powiekszanie
wartosci wspoétczynnika powodowato "rozbieganie sie”™ pierwiastkéow uktadu
réwnan, tj. utrate rozwiagzania.

W takim przypadku konieczne jest dalsze zmniejszanie liczby punktéw od-
wzorowania. Nalezy wiec przygotowaé¢ program na 4 punkty w stopie ewentual-
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nie w dwéch wariantach: 1) z przejsciem krzywej przez punkt przytozenia si-
4y X , Ha lub prosciej 2) przez poczatek ukdadu. W tym ostatnim przypadku
macierz Jacobiego uzyskuje wymiar 8 x 8 . Podane ponizej wyniki dotyczag tego
samego narzedzia, przy czym krzywa oparta na 4 punktach w stopie zeba prze-
chodzi przez poczatek ukdadu.
Dla podanego przyktadu o 2z = 30, x = 0,2 przy wykorzystaniu punktow

od 1 do 4 otrzymano nastepujace wartosci wspédczynnikédw odwzorowania i war-
tosci kata stycznej oraz promienia krzywizny

= 0,406813 ~ = 0,356 = 0,564 = 0,138320
Ut SR al
v2 = 0,443021 H2 = 0,427 -r2 = 0,533 a2 = 0,298245
us - 0,478702 aB = 0,496 _R3 ~ 0,499 b1 = 0,083857
ug = 0,514344 iA = 0,564 _R4 = 0,466 ,, = 0,483621

Odwzorowanie jest poprawne, o ile maksymalna warto$¢ naprezen znajdzie
sie pomiedzy punktem 2 i 3. W pi“zeciwnym przypadku nalezy przesunaé¢ odcinek
obliczen i1 ponowi¢ obliczenia.

Dla utatwienia kontroli programéw podano przyktad dotyczacy zakresu nie
dajacego sie rozwigzac¢ poprzednio podanymi algorytmami.¥

Koo o z = 30 zebach 1 x = 0,5 wykonano za pomoca tego samego narze-
dzia o zQ = 10" uzyskujac nastepujgce parametry stopy zeba:

nr punktu X H -R

z z iz z
1 1,101658 1,901488 0,390 0,444
2 1,113530 1,927848 0,456 0,428
3 1,126545 1,952298 0,522 0,418
4 1,140671 1,975138 0,587 0,411

Krzywa odwzorowujaca charakteryzowata sie nastepujacymi parametrami:

= 0,456924 = 0,390 \ = 0,439 = 0,178416
Ul *1 R1 al
V2 = 0,486619 o = 0,457 -r2 = 0,429 a2 = 0,311672
us = 0,516709 x3 = 0,522 -r3 - 0,421 b1 0,101277
ua = 0,547351 xq = 0,58£ . R4 = 0,416 b2 = 0,560119

W tym przypadku odchy#ki promienia sa mate, sposéb oceny bitedu wylicze-
nia naprezen z powodu odchy#ki promienia podano nizej.
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2.8. Ocena wptywu odchytki promienia karbu na wielko$¢ naprezen

W kokach zewnetrznie uzebionych opracowano szereg wzoréw okreslajacych
wpdyw karbu w stopie.zeba na wysokos$¢ naprezen. Wiekszos¢ dotyczy konkret-
nej metody obliczania naprezen, np. w miejscu gdzie styczna zawiera kat 30°
itp. Podana zalezno$¢ badana byta w szerokim zakresie zmian ksztattu zeba
i moze postuzy¢ do oceny poprawki, jaka nalezatoby wnie$¢ do naprezen w
zwigzku ze zmianag promienia krzywizny w badanym miejscu. Moze ona stuzyé
tez jako ocena wpdywu odchyd#ki promienia karbu.

Oznaczajac przez

1 - naprezenia wyliczone przy zatozeniu ,
&2 - naprezenia wyliczone przy zatozeniu X1, R2,

okresla sie poprawke z zaleznosci:
0,65

2.29
0,65 ¢ )

0,9 + 0,26 (#p

Zaktada sie, ze w obu przypadkach X wyliczone jest prawidfowo, a zmiana
naprezen pochodzi od zmiany R.

Ponizsze zestawienie ilustruje wartos¢ stosunku wyrazonego wzorem (2.29)
w kilku najczesciej spotykanych przypadkach X, R. Zatozono zwiekszenie

promienia karbu o 10%, tj. |R2] = 1,1 Rl -
X 1 1,05 1,1 1,2
-R1 = 0,4 1,021 1,022 1,022 1,023
-Rt = 0,5 1,019 1,020 1,020 1,021
-Rt = 0,6 1,018 1,018 1,018 1,018

Najczesciej odchytki promienia karbu nie przekraczajg 10%. Oczywiscie
réznice wyliczonych naprezen pochodzg nie tylko od zmiany promienia, ale
przebiegu catej krzywej odwzorowania, co bedzie zilustrowane w rozdziale
dotyczacym obliczania naprezen. Niektérych ksztattédw nie udaje sie opisac
za pomoca 4 punktéw w stopie zeba. W takich przypadkach mozna postuzy¢ sie

nizej podana metoda.

2.9. Algorytm 2-punktowy M 6 X &

W algorytmie tym poszukuje sie wartos$ci wu:, u2, a.j, a2, b1, b2, krzywa
przechodzi przez poczatek uktadu (e =0) 1 speknia nastepujace warunki:
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-w punkcie 1 zaktada sie wartos$ci wspédrzednych X1, Hi oraz dodatkowo
kat stycznej n i promien krzywizny R1,

-w punkcie 2, ktérego potozenie wzgledem punktu : moze by¢ dowolnie obie-
rane (w ponizszym przyktadzie wybrano potozenie punktu 2 powyzej potoze-
nia punktu t), zaktada sie tylko wartos$ci wspédrzednych Xz i H2-

W ten sposéb otrzymuje sie ¢ roéwnan dla wyznaczenia 6 niewiadomych, sto-
sujac macierz Jacobiego o wymiarach s X 6 .

Algorytm postepowania jest dosé ztozony i dlatego wprowadzono szereg
wielkosci pomocniczych utatwiajacych zapis i kontrole. Poszczegélne pochod-
ne oznaczane beda literag P z kolejnym indeksem od 1 do 14, podobnie ozna-
czane beda inne wielkosci pomocnicze. We wszystkich przypadkach sumowanie
odbywa sie wzgledem wskaznika k od k=1 do K = 2. Podstawowe zalezno-
Sci okreslajace wspodrzedne X i1 H podane beda w wygodniejszej postaci.

Wprowadzajac oznaczenie

*k = um + bk . <k-30>

i biorac pod uwage zatozenie e = 0, dotychczas stosowane wzory (.7) i (2.8)

przyjmuja postad:

4 3k
Xm " um + Um 2 -ST (2731)
k=1 *
2
w3 ~kok
Hm 2 A (2-32)
k=1 K K

Stosowane w dalszych obliczeniach pochodne czastkowe przybierajag nastepu-
jJace wartosci:

—ax_ 2_ak 2uf
pi "kt -1 +k —sT(* (2-33)
=1
OH_ _ 2umakbk
pr - 31T =z - 4 @39
k=1

Ak

02X
p = Em twak Qrﬁ 4 umbkak (2.35)



P5

10

1

»

13

G221 2a, b. 4u2
- f = 2 -4 JE (1 s -2 » (2-
Sum k=1 Ak Kk
03X [Zak[;/—3ua - 2upbp + bgzum 1
, .
®um =1
. 4+bkak Ak 24 umakbk Ak
ip R Q.
k=1 L Ak
4 i 8U™akbX 16% akbki 2
2 73————1 @-
um k=1 Ak
ax. 1 2u™i e
it wak T RE :
02Xm 2akbk ., 1 4umbka1< @
bun ‘}bk 1A k
02Hm 2umb,k @
uoay -
0 Hy  2up( ik A k> @
oumqbk
O3XHL 2Uu  2u s uikbk
-ir Q.
m k Ak L
xm s umakbk am PURRKPK  yumak<:bkAk s bkAks
A -
0 mO bk Ai’(
.
03Hm B zb,k . 4u e
0 up0 Ay Z7k °

36)

37)

38)

39)

.40)

41)

.42)

43)

44)

.45)



r B 03H; 2a, (Ak - 4b|g)/,\ 4ug\ 16a|<un?b@ © Ard
14 - T-TZ--—-—————- T ——————- (1 -aT" - T3--—- (2-46>
m Kk Ak k Ak
We wszystkich tych wzorach = u”,poniewaz tylko w tymmiejscu oblicza

sie kat stycznej ipromien krzywizny.Wskaznik k przyjmujewartosci 1 lub
2w zaleznosci od rodzaju pochodnej.
Majac okreslone wszystkie wartosci P wyznacza sie dalsze wartos$ci po-

mocnicze :
A = P2 + P2 2.47)
B = P1P4 ” P3P2 (2-48>
P1
C = p- (2.49)
2

Kat stycznej w punkcie (@) wylicza sie z zaleznosci

7™= arctgC, (2.50)

s promien krzywizny w punkcie () z zaleznosci:

X1'5
R =27g:2 (2.51)

Dalej przygotowuje sie nastepujace wielkosSci pomocnicze:

3 Ao's Po Ai's P

Al = B 55 . <@-52>
3 A 5 P2 Ai1's P3

az - (2.53)
A1's5 P,

A3 = (2.54)

A1's P,
A4 = - (2.55)
n. - 11 (2.56)



Za pomoca tych wielkosci wyznacza sie wystepujace w macierzy Jacobiego

pochodne:

OR
35 = AN 4+ A2P4 & A3Ps + A4Ps

OR
03~ = A1P7 + A"P9 + A3P1 1+ A4P13

= A1P8 + A2P10 + A3P12 + A4P14

H =B1P3 +B 2P4,

03- = B1P7 + B2P9

= B1P8 + Bz2r10

(2.58)

(2-59)

<2 "60>

(2-61)

(2.62)

< -63>

Wartosci pozostatych pochodnych zawartych w macierzy Jacobiego wylicza

sie za pomoca poprzednio podanych zaleznosci:

' Xm - ze wzoru (2.33) lub (2.11)
. - ze wzoru (2.34) lub (2.12)
- ze wzoru (2.13)
m

- ze wzoru (2.14)

?NT - ze wzoru (2.16)

- ze wzoru (2.17)
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Macierz Jacobiego o wymiarach 6 x 6 przyjmuje postac:

M n u dt W n .

$3 0 377 377 371 117 wi
OR 0 OR_ IR_ ®R OR_

3u 377 San 577 £77 "2
3 X1 axil S X1 SX1 SX1

Oul 0 377 0an 37" 0b™ 3
0X2 0x2 0x2 0x2 0x2

0 577 077 017 077 =" 577 -wd
OH1 OH1 OH1 OH1 OH1

577 o] 037 337 037 L] s f ws
OH2 OH2 -3H2 OH2 3H2

0 STTA 077 19gTJ 3E7 17 we

Wyrazy wolne W wylicza sie jako "réznice wartosci wyliczonej z parametréw
krzywej w kazdej iteracji i wartosci zadanej z zarysu zeba:

W, -wynika ze wzoru (2.50) i wartosei “tiz,
w2 -wynika ze wzoru (2.51) i wartosci Rz,
W3 -wynika ze wzoru (2.31) dla m =1 oraz wartos$ci Xzl,

W4 -wynika ze wzoru (2.31) dla m = 2 oraz wartosci Xz2,

qu -wynika ze wzoru (2.32) dla m 1 oraz wartosci Hz’l’

w6— wynika ze wzoru (2.32) dla m = 2 oraz wartosci HZZ'

Dla utatwienia *kontroli wynikéw podano wartosci uzyskane z poszczegé6l-
nych wzoréw dla nastepujacych zatozen:

,, = 0,435 X, = 1,009999
Uz = 0,233 X,2 = 0,940998
31 = 0,106 ,1 » 1,851616
ap 10,278 H,p = 1.572550
by = 0.069 T, = 0,437
by = 0,415 Rg1 = 0,600
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Jak wynika z wartosci H:2 oraz u.,,, punkt (@) lezy blizej wierzchotka

zeba, ale jeszcze na jego stopie.

(2.33) P11 = 0,444217 (2.3%) ,, = 0,937369
(2.35) P3 = 0,532959 (2-36) 5, = -3,060296
(2.37) Ps = -0,953326 (2.38) . = 11,146485
(2.39) P? = -0,130123 (2.40) = 1,932279
(2.41) Pg = 2,763573 @42 = -1,677121
(2.43) P11 = -6,032809 (2.44) , , = -1,199636
(2.45) P13 = -6,950643 (2.46)  py, =12,710831
(2.47) A = 1,075990 (2.48) B = -1,859015
(2.59) C = 0,473897 (2.50) §- 0,442548

(2.51) R = -0,600384

(2.52) A1 = 0,244751 (2.53) a2 = -1,396985

(2.54) A3 = 0,302731 (2.55) Ve -0,143464
Wartosci P7 ...P14 dotycza przypadku Ul 2)ps =

(2.56) B:1 = 0,871169 (2.57) g, = ~—0,412845

Pozostate wartosci pochodnych i wyrazéw wolnych przedstawiono w ponizszej

tablicy

1,727726 0 -4,929037 -1,254286 0,070274 2,375733

2,517916 0 4,410281 -4,721674 -3,862279 0,629133

0,444217 0 2,242430 1,203486 -0,169096 -0,768273
0 0,133375 3,945809 1,028634 -0,977465 -1,047825

0,937369 0 14,137058 1,261485 -33,783839 -1 ,650342
0 2,025290 13,324252 0,577522 -23,769855 -0,975167

Wyrazy wolne sa nastepujace:

W1 = 0,005548 W2 = -0,000384 w3 - -0,002732
w2 = -0 ,003782 Ws = -0,002395 we - 0,000372 P
Poniewaz wyrazy te przekraczaja wartos$¢ 10 rozwigzuje sie ukdtad réwnacé

otrzymujac nastepujace pierwiastki:

X, = -0,000135 x2 = 0,000442 X3 ,= -0 ,¥MJII2

X, = -0,000366 x5 = -0,000508 Xxg = 0,000385
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W dalszym ciagu postepuje sie zgodnie ze wzorami (2.19) i (2.20), w tym
jednak przypadku obliczen celowe jest zmniejszenie progu do S i 0,1, aby
uzyska¢ dobra zbieznos$¢ iteracji.-

Po kilku iteracjach uzyskano koncowe wyniki sped#niajace warunki dok#ad-

noéci odwzorowania:

ur = 0,435149 a = 0,106896 b1 0,069506

u, = 0,232573 az = 0,278350 b2 = 0,414580

Nalezy jednak pamieta¢, ze krzywa doktadnie odwzorowuje ksztatt zeba wy-
+acznie w punkcie (1), ktéry zostat dowolnie wybrany. Punkt () przyjeto
tylko w celu przeprowadzenia krzywej przez poczatek uktadu, co wydatnie
upraszcza dalsze obliczenia. W pewnym stopniu utatwia on dopasowanie krzy-
wej w poblizu punktu (), co zwieksza doktadno$¢ obliczenia naprezen w
punkcie (1). Zachodzi wiec potrzeba powtérzenia obliczen dla dalszych punk-
tow stopy zeba w okolicy spodziewanego maksimum naprezeh, przy czym moznha
w kazdym przypadku przyjmowa¢ te same parametry punktu Q).

Ponizej podano koricowe wyniki obliczen parametréw krzywej odwzorowania

dla kolejnych potozenn punktu ().
a) dla X1 = 0,976384, Hi = 1,763248
= 0,295, R1 = -0,744

przy nie zmienionych parametrach punktu (@) otrzymano:

u = 0,371569 ar = 0,104236 1 0,069851
uz = 0,245064 - az = 0,257489 b2 =0,385369
b) dla X1 = 1,041146, H1 = 1,909411
'H = 0,554, R1 = -0,535

przy tych samych parametrach punktu @) otrzymano:

ur = 0,489043 a = 0,109727 b1 = 0,069848
u2 = 0,225379 a, = 0,293542 b2z = 0,439253
c) dla Xi: = 1,041146 H1 = 1,909411
T, = 0,554 R1 = -0,535
oraz X2 = 0,662123 0,471840

punkt @) lezy na czesci ewolwentowej zeba, otrzymano:
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ut = 0,521736 atr = 0,030677 b1 = 0,026209

u? 0,021369 az = 0,333125 b2z = 0,324039

W zatgczniku 3 podane beda wyniki obliczenia naprezen w kolejnych punk-
tach (), ktére wskazg, czy wybrany zakres zmian po#ozen punktu () jest
wystarczajacy. Celowe jest narysowanie ksztattu odwzorowania za pomoca wzo-
row (2.7) i (2.8), w ktoéorym przyjmuje sie e = 0, mozna tez przeliczy¢ kat
stycznej i promien krzywizny w stopie zeba za pomocg wzorow (2.26) i (2.27),
co utatwi podjecie decyzji odnosnie do ewentualnej potrzeby zmiany zatozen.

2.10. Algorytm 1-punktowy

W tym algorytmie poszukuje sie krzywej Scisle stycznej tylko w jednym
punkcie. Z tego wzgledu pominieto indeksy oznaczajace punkt. Poszukuje sie
nastepujacych wartosci: u, a, b, e. Krzywa nie dochodzi do poczatku uk#adu,
stad potrzeba wyznaczenia odcinka e < 0. W badanym punkcie zaktada sie
wspodrzedne X, H, kat £ i promien R. W ten spos6b otrzymuje sie 4 roéwna-
nia dla wyznaczenia 4 poszukiwanych wartos$ci parametréw krzywej. W miejsce
wzorow (2.30), (2.31) i (2.32) uzywa sie wzorow:

A = u2z + b2 (2.64)
X =u +u| (2-65)
H=9g-"-=¢ - Q@ -66)

We wzorach (2.33)...(2.38) pomija sie znak sumowania 2 oraz indeksy (M)
i (k), natomiast we wzorach (2.39)... (2.46) pomija sie indeksy, to samo do-
tyczy wzordéw (2.59)...(2.63).

Ostatecznie otrzymuje sie nastepujaca macierz Jacobiego, w ktérej dodat-

kowo pojawia sie pochodna wzgledem parametru e:

t S oo 2 0 e

o1 3T T
55 55 §E
gR ZR gR

u 55 5
ax 3IX 3X
55 55 55
3H 2H
55 55 H -1
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Wyrazy wolne ...M¢ oblicza sie podobnie jak w algorytmie 2-punktowym,
przy czym W: dotyczy kata stycznej, W2 - promienia krzywizny, W3 - wspét
rzadnej X, W4 - wspoédrzednej H.

Ten spos6b odwzorowania jest najmniej doktadny, g#déwnie ze wzgladu na
szybkie zmiany promienia krzywizny poza punktem styku, dodatkowo trzeba
rozszerzy¢ sposOb obliczania naprezen ze wzgladu na zbyt niska wysokosc¢
zeba e < 0, o czym bedzie mowa w zatgczniku poswieconym obliczaniu napre-
zen. Obejmuje on jednak najszerszy zakres ksztattow stopy zeba.

Dla utatwienia kontroli uzyskanych wynikéw podano niektdére wartosci wy-
liczone dla nastepujacych zatozen:

u = 0,48 a = 0,34 b = 0,27 e = -0,9

X = 1,009999 H = 1,851616 tfz = 0.437 -R = 0,600
Wartosci pochodnych:
P, = 0,417877 P2 = 0,958008 P3 = 0,136873 P4 = -4,068691.
Ps = 10,216096 Pg = 19,682764 P7 = -1,712126 Ps = 4,068691
Pg = 2,817670 10 0,136873 P14 = 0,402569 P12 = -19,682764
P13 = -11,966738 P14 = 10,216096
A = 1,092400 B = -1,831339 C = 0,436194 ?= 0,411314

R = -0,623454

Macierz Jacobiego przybiera wartosci:

37 37 SB 37
2t 1,676435 -2,579338 3,515782 0 -0,025686
SR
7,107584 -3,803269 -5,366190 0 -0,02345"
0,417877 1,582591 -0,958008 0 0,008082
SH 0,958008 2,813496 -5,246046 -1 0,004973

prawej stronie wpisano wyrazy wolne.
Ostatecznie uzyskano nastepujace wartosci wspétczynnikéw odwzorowania:

a) dla Xz = 0,976384, Hz = 1,763248 Jz = 0,295 -R = 0,744
u = 0,429084 a = 0,307890 b = 0,239317 e = -0,781966
b) dla Xz = 1,009999 HT = 1,851616 Fpon 37 -R_ = 0,600

u = 0,483105 a = 0,335577 b = 0,272576 e = -0,917765
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c) dla Xz = 1,041146 Hz = 1,909411 #z = 0,554 -Rz = 0,535
u = 0,532531 a = 0,356906 b = 0,300165 e = -1,007063

d) dla Xz = 1,070848 Hz = 1,952487 tz = 0,665 -Rz = 0,499
u = 0,582617 a =0,372609 b = 0,324345 e = -1,075485

W ten spos6b objeto obustronnie miejsce przypuszczalnego wystepowania
maksymalnych naprezen, co sprawdzone zostanie w nastepnym zakaczniku.
W kazdym przypadku wspédczynnik e jest mniejszy od zera, co oznacza, ze
wierzchotek odwzorowania lezy znacznie ponizej poczatku ukdadu. Wymaga to
dodatkowego obciazenia zeba momentem zginajacym, ktérego wielkos¢ zalezy od
odcinka e.

2.11. Algorytm 2-punktowy M 8 X 8

W tym algorytmie poszukuje sie wartos$ci u:i, u2, at, a.,, a, b~ b2, b3,
krzywa przechodzi przez poczatek uktadu (e = 0) 1 spednia nastepujgce wa-
runki:

- w punkcie 1 zaktada sie wartosci wspédrzednych X1, H: oraz kat stycznej
i promien krzywizny RN,

- w punkcie 2 zaktada siewartosci wspédrzednych X.,, H2 oraz kat stycznej
~2 i promien krzywizny R2.

W ten sposéb otrzymuje sie 8 roéwnan dla wyznaczenia s niewiadomych, sto-
sujac macierz Jacobiego owymiarach § x 8 . Punkty (€D) i (@ dobiera sie w
ten sposb6b, aby obejmowaty miejsce przypuszczalnego wystepowania maksymal-
nych naprezen. W tym przypadku zapewnia sie zgodnos¢ promieni w skrajnych
punktach i dostateczng zgodno$¢ catej krzywej w punktach posrednich.

Poprzednio opisane algorytmy wyznaczajace wspédczynniki a i b dla K = 3
wymagaty macierzy 12 X 12 .

Stosuje sie te same zaleznos$ci, ktére podano w punkcie 2.8, powtarzajac
w punkcie (2) te same czynno$ci, jakie wystepowaty w punkcie (1). Sumowanie
prowadzi sie od k = 1 do K =3, podobnie wyznacza sie K = 3 pochodne
wzgledem a” oraz b".

Ze wzgledu na zapewnienie zgodno$ci promieni wystarczy ograniczy¢ itera-
cje do zakresu btedéw mniejszych od 10

Dla utatwienia kontroli podano dwa przyktady obliczeniowe.

1. Przy zatozeniu X1 = 0,976384, H1 = 1,763248, ~ = 0,295, -R, = 0,744~
oraz X, = 1,041146, H2 =1,909411, *f = 0,554, -R2 = 0,5350trzymano
nastepujace koncowe (t0‘“3) wartosci wspoétczynnikow:

ur = 0,334772 ar = 0,078194 b

0,057563
u2 = 0,473205 az = 0,101413 b2 = 0,217887

as

0,269386 bs = 0,578345



2. Przy zatozeniu X1 = 1,036755, x4 = 1,837693, %, = 0,356, -R, =0,575
oraz H2 = 1,084068, H2 1,933983, E = 0,564, -R2 = 0,476 otrzymano
nastepujace wyniki:

3
- przy zatozeniu dok#adnosci 107 :

uir = 0,397812 at = 0,105939 b1 = 0,071823
u2 = 0,500981 a2z = 0,113909 b2 = 0,265930
as = 0,263565 b3 = 0,643583

natomiast przy zatozeniu dok#adnosSci 10 7 otrzymano:

ut = 0,396602 at = 0,110031 b1 = 0,073098
uz = 0,499516 a2z = 0,124232 b2 = 0,287149
as = 0,255736 bs = 0,672690

Jak +*atwo sprawdzi¢, uzyskane wartosci niewiele rdéznia sie od wartosci
uzyskanych w przypadku algorytmu K =3 e = 0.

Dla utatwienia ostatecznej kontroli macierzy Jacobiego i kolumny wyrazoéw
wolnych a takze uzyskanych rozwigza¢ x”...Xg podano w tablicy Z.2.1 war-
tosci elementéw macierzy, wyrazéw wolnych W oraz. pierwiastkow tej itera-
cji.

Do obliczerf przyjeto nastepujace dane:

-utr = 0,397 air = 0/110 b1 = 0,073
uz = 0,500 az = 0,124 b2 0,287
a3z = 0,256 p3 « 0,673
oraz nastepujace wspoétrzedne zarysu:
X1 = 1,036755 “Hi1 = 1,837693 . 0,356 R1 = -0,575
X2 = 1,084068 H2 = 1,933983 xg = 0,564 R2 = -0,476

Interesujace jest, ze niewielka zmiana kata w przyktadzie 1D, tj. przyje-
cie zamiast = 0,554 nowej wartosci = 0,553345, pozwolita uzyskacd
godnos¢ parametréow z doktadnoscia lepszg od 10 8 przy nastepujacych warto-
Sciach wspétczynnikow:

uir = 0,334028 atr = 0,079853 b1 = 0,058125

u2 = 0,472157 a2 0,104012- b2 0,224798

a3 = 0,268376 bs = 0,588042
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Przyk#ad ten jest dobra ilustracja trudnosci znalezienia dostatecznie
doktadnego rozwigzania polegajgacego na dopasowaniu krzywej analitycznej do
zadanego zarysu stopy zeba. Krzywa analityczna okreslona za pomoca réwnan
a) i @) nig jest ewolwenta 1 moze tylko przebiega¢ blisko ewolwenty, jak

: -8
wynikato z powyzszego przyktadu nawet z doktadnoscia lepsza od 10

2.12. Praktyczne wskazoéwki

Celowe jest wysSwietlanie podczas obliczen nastepujacych czesciowych wy-
nikéw iteracji:
- wartosci wyrazéw wolnych W, ktére powinny zdaza¢ do zera, ilustrujag one
bowiem rdéznice pomiedzy wartoscig wyliczong a zadanag,
- wartosci pierwiastkéw kazdorazowego rozwigzania uktadu réwnarf, ktére row-
niez powinny zdaza¢ do zera jako poprawki do aktualnych wartosci poszuki-
wanych wspétczynnikéw odwzorowania.

Jezeli pamieta sie o wzorach (2.19) ... (2-21) , to nie potrzeba wyswietlac
wartosci skorygowanych, ktére oczywiscie réwniez maja zdazac¢.do zera.

Aczkolwiek w kazdym algorytmie liczba niewiadomych réwna jest liczbie
réwnan, to jednak uzyskane pierwiastki nie musza prowadzi¢ do rozwigzania
problemu. W niektdérych przypadkach pierwiastki przybieraja coraz wieksze
wartosci 1 mimo stosowania wzordéw (2.19) ... (2.21) nie uzyskuje sie zbiezno-
Sci rozwiagzan. W takim przypadku nalezy:

- zmieni¢ wartosci startowe prowadzace do matych wartosci wyrazéw wolnych
W, a jezeli nadal pierwiastki beda bardzo duze w pordéwnaniu z zatozonymi
startowymi wartosciami poszukiwanych wspétczynnikédw odwzorowania, nalezy

- zmieni¢ algorytm obliczen.

W niektdérych przypadkach pomimo matych wartosci pierwiastkéw uktadu roéw-
nan nie mozna uzyskac¢ wartosci wyrazédw wolnych w zadanych granicach. Sposéb
postepowania w takim przypadku zilustrowany bedzie na przyk#adzie 1) punktu
2.10. Uzyskano tam wartos$ci wyrazéw wolnych ponizej 10-8, ale nie udato sie
uzyska¢ wartosci ponizej 10” , chociaz,w nastepnym przyktadzie 2) udato sie
nawet zejs$¢ ponizej 10_4. Wyswietlajagc wartosci wyrazéw wolnych W zauwaza
sie, ze gtoéwnie wartos¢ W: pochodzaca z kata j¢ nie moze osiagnaé¢ wyma-
ganej wartosci, podczas gdy inne wartos$ci sa juz dostatecznie mate.

W takim przypadku nalezy w kazdym kroku iteracji zak%ada¢ W2 = 0, co
jest jednoznaczne®"z aprobowaniem wyliczonej warto$ci kata H” N m

W omawianym przypadku udato sie uzyskac¢ zgodnosé wartosci wyliczonych z
zatozonymi lepsza od 1,24 . 10 s z wyjatkiem kata jR, ktéry zamiast zada-
nej wartosci = 0,554 uzyskat wartos¢ -F'= 0,553345.

W koncowej iteracji uzyskano nastepujace wartosci poszukiwanych wspot-
czynnikéw:



= 0,334030 = 0,079846 = 00,0581 22

Ul al b1

m0,472160 = 0,104002

. ,, = 0,224768

U2

a3 0,268383 b3 = 0 ,588008

Powyzszy przyk#ad ilustruje sposdéb postepowania, >ale nie ma praktycznego
znaczenia w konkretnym przyktadzie, gdyz dok#adnos¢ 10-3 w odniesieniu do
kata a takze innych wielkosci, jak promienia itd. jest zupednie zadowala-
jaca.

Normy 1SO, RWPG, DIN itp. zalecaja wyznaczanie naprezen w przypadku kot
znormalizowanych wydacznie w punkcie, gdzie styczna zawiera z osiag zeba kat
= 30° = 0,523599 rad, podaja jednoczesnie sposéb wyznaczenia potrzebnych
wielkoSci: ramie dziatania sity, ktére w niniejszym opracowaniu oznaczono
literg H, grubos$¢ zeba w obliczanym miejscu Sj = 2 X, promien karbu itd.

Wielkosci te mozna wyznaczy¢ takze za pomoca wzoréw podanych w zataczni-
ku 1 albo przez iteracje lub przez interpolacje wynikéw obliczen w okolicy
kata 30°.

Obliczenia wspétczynnikéw odwzorowania najwygodniej jest prowadzi¢ za
pomoca algorytmu 2-punktowego opisanego w punkcie 2.8. Natomiast obliczenia
naprezen prowadzi sie wydtacznie w punkcie () zgodnie z zatozeniami normy.
Dalsze informacje na ten temat podano w zatgczniku 3 dotyczacym obliczenia

naprezen.
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0,205496
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0,001125

x 8 wolnych wyrazéw W

aEj

0,534093

-0,236431

-4,960134

-1,839661

m-0,240155

"-0,123173

-21,272715

-21,054605

-0,000215

1,797977

1,156101

-1,345564

-1,969819

-0,490661

-0,322153

-1,667425

-1,693584

-0,002466

i pierwiastkéw réwnarf

SbJ

0,344310

0,730287

1,827919

0,843267

-0,366987

-0,348684

-0,362392

-0,460072

-0,003506

Tablica Z.2.1

0,001328

0,001709

0,002227

0,000567

-0,000140

-0,000025

0,001828

0,001685



Zatacznik 3

OBLICZENIE NAPRBJZEN W ODWZOROWANYM ZARYSIE

3.1. Wprowadzenie

Rozktady naprezen w poédptaszczyznie zostaty wyznaczone analitycznie, po-
zostaje wiec zadanie odszukania miejsca przytozenia sit oraz miejsca wyste-
powania maksymalnych naprezen odpowiadajacych stopie zeba lub zgodnie z
niektérymi normami wyliczenia naprezen w okreslonym punkcie, ktére przyjeto
jako wartosci poréwnawcze.

3.2. Wyznaczenie miejsca przytozenia sity

W przytoczonych poprzednio algorytmach obliczania wspétczynnikédw Funkcji
odwzorowania rozréznia sie trzy przypadki:

1) e >0

W tym przypadku sita przytozona byta w punkcie o wspétrzednych X3, H3,
najczesciej przyjmowano parametry wierzchotka zeba. W innych przypadkach
przytozenia sity, np. w punkcie jednoparowego zazebienia, umownie parametry
tego punktu réwniez oznaczano za pomocg Xa, Ha-

Jezeli znane sa juz wartosci wspoédczynnikéw an, b”, to za pomoca wzoru
(2.4) przez iteracje mozna wyznaczy¢ wspodrzedna ug:

G-

Wartos¢ ua znana jest dacznie z innymi wartosciami u, jest dodatnia, ale
bardzo bliska zeru, tj. bliska poczatkowi uk#adu wspotrzednych. Wystepuje
ona we wzorach okreslajacych naprezenia w pédpltaszczyznie odwzorowujacej
zab.

2) e =0

W tym przypadku krzywa przechodzi przez poczatek uktadu i wtedy wua = O,
co tez wynika ze wzoru (3.1) przy zatozeniu Xa = 0. Jest to wiec szczegé6l-
ny przypadek wartosci ufl, umozliwia on odpowiedniag zmiane dalszych wzoréw,
co jednak nie jest konieczne, wystarczy bowiem wprowadza¢ kazdorazowo

u
a 0 .



3 e<o0

Przypadek ten wystepuje wydtacznie w algorytmie l1-punktowym opisanym w
punkcie 2.9. Algorytm ten stosowany jest wyjatkowo tylko w przypadkach, gdy
inne algorytmy zawodza.

Obliczenia naprezerf przeprowadza sie w dwéch etapach:

- najpierw wyznacza sie naprezenia wynikajace z przytozenia sity w wierz-
chotku krzywej, tj. dla u =1,

- nastepnie wyznacza sie naprezenia wynikajace z dodatkowego obcigzenia od-
wzorowanego zeba (o matej wysokos$ci), momentem uzupedniajacym obciazenie.

W tym celu zaktada sie pare si+ Pn = — 1 dziatajacych pod katem pros-

G-

Dla tej wartosci XM wyznacza sie przez iteracje wartosé parametru uH

z analogicznej do (3.1) zaleznosci

-9 X))

Naprezenie pochodzgce od dodatkowego momentu wyznacza sie dwukrotnie:

- dla sity PN = -1 i wartosci parametru uM > o,

- dla sidy Pn =1 i wartosci parametru uM < o, to jest podrugiej stro-
nie osi zeba.

Przez superpozycje uzyskuje sie #aczng warto$¢ naprezenia wynikajacego z

przytozenia sity w u = 0 oraz dwukrotnego przytozenia dodatkowego obcigze-

nia. Przykdtady obliczeniowe zilustruja sposéb postepowania.

3.3. Wyznaczenie wielkosci pomocniczych

Ostateczny wzdér w zapisie zmiennej rzeczywistej jest dos¢ ztozony, dla-
tego algorytm postepowania podzielono na etapy.

Znajac wartosci wspoédczynnikéw an, bj., ua wzglednie uM oraz rzeczy-
wisty kat dziataniasity % uktada sie uktad réwnarf liniowych, tj. buduje
macierz wspékczynnikédw i kolumne wyrazéw wolnych dwa razy: dla wyznaczenia
wspoétczynnikéw Ak i wspédczynnikéw BN. Tablica Z.3.1 przedstawia sposoéb
wyznaczania wspétczynnikéw Ak, natomiast tablica Z.3.: .dotyczy wspédczyn-
nikow

Nastepnie znajac wartosci wspédczynnikéw Ak, Bk i poprzednio wyznaczo-
ne wielkosci oblicza sie dla kolejno przyjmowanych wartosci parametru u
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w zakresie odpowiadajacym dobremu odwzorowaniu krzywej kolejne wartosci po-
mocnicze D, E, F, G, L zmieniajac warto$sci u o 0,01 lub 0,005, wylicza-
jJac kazdorazowo naprezenie w stopie Sposrod tych wartosci wybiera sie
warto$¢ maksymalng i jednoczes$nie zapamietuje odpowiadajaca jej wartos¢ pa-
rametru u, ktéry powinien znajdowa¢ sie w strefie prawidtowego odwzorowa-
nia. Jezeli wartos¢ parametru wypadnie na skraju strefy odwzorowania, to
nalezy zmieni¢ zatozenia i ponowi¢ wyliczanie wspotczynnikéw odwzorowania.

W przypadku algorytmu opisanego w punktach 2.8 oraz 2.9 naprezenia wyli-
cza sie wytacznie dla wartosci ul, w ktérej spednione sg warunki odnosnie
do kata stycznej i promienia krzywizny. Przechodzac przez kilka potozen
punktu u: znajduje sie miejsce maksymalnych naprezen.

3.4. Wyznaczenie naprezen w punkcie o wspodrzednej u

Wylicza sie dla kazdorazowej wartosci u nastepujace wielkosci:

a (w - b2)
Fle = A(Uz + bzzfs—ﬂ- <o
2uakbk i
Lk ™ w + b2)?
sinty
27t(Ua. - u) (3.5)
_ t
B =25 u§j'fa)“’ @3.6),
Gk=[2 AkLk BkFk - o]2 Lk @G.7

i ostatec”ie poszukiwang warto$¢ naprezenia w miejscu u

AKFK -2 BKLk - E] . [i -2 FJ -G

g = 4 - o (3.8)
(1 -2Fk>2 +CE1.
k K

Nastepnie zmienia sie o krok wartos¢ u i ponawia obliczenia od wzoru (3.4)
do wzoru (3.8). Obliczenia prowadzi sie dla u > 0, tj. dla rozciaganej
strony zeba. Oczywis$cie w analogiczny spos6b mozna przeprowadzi¢ obliczenia
dla Sciskanej strony zeba przyjmujac ujemne wartosci u, pozostawiajac do-
datnig warto$¢ ua-



3.5. Przyktady obliczeniowe

Przyktady odnoszg sie do wielkosci wyliczonych w zatgczniku 2, doty-
czacych gtdéwnie zebdébw 2z = 30, x = 0; do obliczen przyjeto wartosci konh-
cowe. W celu unikniecia nieporozumien w pierwszym przyktadzie powtdrzone
beda wyniki obliczen:

u, = 0,004906 = Uy as = 0,013629
Uj - poza zakresem obliczen az = 0,141208
us = 0,339977 a3 = 0,287237
us = 0,415081 b1 = 0,013597
us = 0,477217 b2 = 0,133152
ug = 0,532617 bs = 0,545637
u? = 0,583858 e = 0,304154

Poniewaz e > 0 do obliczen przyjmuje sie wua = u4 oraz kat dziatania
sity na wierzchotku zeba ty = 0,469862.

Dla tych wartosci elementy macierzy z tablicy Z.3.1 przybieraja wartosci:

-45,33486 -6,55706 -0,91845 8,02114
-0,63287 -6,23857 -0,62341 0,57966
-0,04358 -0,30647 -1,83245 0, 13439

Stad uzyskano wartosci wspoédczynnikoéw Al

A1 = -0,16559 A2 = -0,07036 A3 = -0,05764

Na podstawie wzoréw zawartych w tablicy Z.3.2 otrzymano:

8,47550. -6,55706 -0,91845 -7,54250
-0,63287 2,25627 -0,62341 -1,04440
-0,04358 -0,30647 1,35005 -0,25887

Stad uzyskano wartosci wspoédczynnikéw B.

B1 = -1,80001 B2 = -1,10619 B3 = -0,500096

Dalsze obliczenia prowadzone sg dla poszczeg6lnych wartosci parametru u
zmienianego co 0,01; obliczenia rozpoczeto od u = 0,40 wuzyskujac nastepu-
Jace wyniki:
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u 0,40 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47

6U = 3,571 3,589 3,602 3,611 3,617 3,620 3,619 3,615

Obliczenia przeprowadzone w szerszym zakresie zmian parametru u wykazaty,
ze jedyne lokalne maksimum wypada przy u = 0,45 i wynosi sumax = 3,62.
Parametr u = 0,45 lezy pomiedzy punktami m=4 i m=5,a wiec w za-
kresie prawidtowego odwzorowania, co byto stwierdzone w zatgczniku 2 .

Przy zastosowaniu s-punktowego odwzorowania (e = 0) otrzymano w zatgcz-
niku 2 nastepujace wartosci wspodczynnikow:

= 0,023637 b1= 0,028882
= 0,132769 b2 =0,140605
a = 0,286204 b3 = 0,547581

a stad nastepujace wartosci naprezenia w zakresie od u = 0,4

c
1}

0,40,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48

QU = 3,575 3,592 3,604 3,6133,618 3,620 3,619 3,614 3,607

Ten wariant réwniez bardzo dobrze okresla naprezenia w stopie.
Nastepny wariant obliczerf oparty na innym punkcie stopy zeba charaktery-

zowal sie nastepujacymi wartosciami (e = 0):
ai =0,076728 b1 = 0,057064
az =0,099304 b2 = 0,211407
as =0,272222 bs = 0,573211

Ka tej podstawie uzyskano dla tego samego zeba nastepujace wartosci:”

o= 0,40 0,41 0,42 0,430,44 0,45 0,46 0,47 0,48

=3,603 3,614 3,622 3,627 3,6293,628 3,624 3,617 3,608

Ten wariant najlepiej odwzorowywat stope zeba i moze stuzyé jako wariant
°dniesienia. Réznice pomiedzy powyzszymi wariantami sa pomijalnie mate.
Przyk+ad dotyczy algorytmu 2-punktowego, ktdry opisano w punkcie 2.8.
W tym przypadku oblicza sie kazdorazowo naprezenia wydgcznie w punkcie
1M, tj. dla uw, zaktadajgc zawsze e = 0 oraz I(z= 0,469862

"w waiancie a) otrzymano:

ui = 0,371569 al

0,104236 b1

0,069851

az = 0,257489 b2z = 0,385369
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Przeprowadzajac stosowne przeliczenia otrzymuje sie w punkcie u" napreze-
nie <1 =3,519.

- w wariancie b) obejmujacym nizsze partie stopy otrzymano:

ur = 0,489043 at = 0,109727 b., = 0,069848
az = 0,293542 b2 = 0,439253
a stad naprezenie w punkcie ui ¢= 3,636

- w wariancie c), w ktorym punkt 2) przeniesiono naewolwentowg czes¢ ze-

ba, otrzymano:

utr = 0,521736 ar = 0,030677 b1 = 0,026209

az = 0,333125 b2 = 0,324039

w tym samym punkcie stopy zeba,charakteryzujacym sie teraz inngwartoscia
u® , naprezenie 6 = 3,4720.

Z powyzszego przyktadu wynika celowo$¢ obierania punktu () na stopie
zeba, w przeciwnym przypadku krzywa ma niekorzystny ksztatt powyzej punktu
obliczeniowego, co wptywa na wartos¢ naprezen w punkcie obliczeniowym ().

Przyktady dotyczace algorytmu 2-punktowego wg 2.10.

W punkcie 2.10 podano dwa przyktady obliczeniowe dotyczace

a) z =30, x =0, il= 0,469862 oraz b) z = 30, ,x = 0,2, P= 0,494378

a) w pierwszym przyktadzie otrzymano dla e = 0 w zakresie od u = 0,33 do,
u = 0,47 nastepujace wspoédczynniki odwzorowania

ar = 0,078194 b1 =0,057563
az = 0,101413 b2 =0,217887
as = 0,269386 bs =0,578345

otrzymujac nastepujace wartosci naprezen:

U =0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39 0,40
6u - 3,424 3,460 3,493 3,522 3,547 .3,568 3,587 3,602
u = 0,41 0,42 m 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48
6u = 3,613 3,621 3,627 3,629 3,628 3,625 3,618 3,609
b) w drugim przypadku dotyczacym zebéw korygowanych otrzymano w zakresie

u =0,39 do u =0,50 nastepujace wartosci wspoétczynnikéw odwzorowania:



ar = 0,105935 b1 =0,071838
az = 0, 113269 t2 =0,265333
as = 0,263587 bs =0,641719

a stad nastepujace wartosci naprezen:

U =0,39 0,40 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46
6n - 3,379 3,407 3,430 3,449 3,465 3,476 3,484 3,488
U = 0,47 0,48 0,49 0,50 0,51 0,52

«w = 3,489 3,486 3,480 3,470 3,457 3,441

W dotychczasowych przyktadach opartych na wiecej niz jednym punkcie od-
wzorowania otrzymano dla =z = 30 zebdébw x = 0O nastepujace bardzo zblizone
do siebie wartosci maksymalnych naprezen:

3,620; 3,629; 3,636; 3,629

Najwieksza rozpietos¢ 0,009 nie przekracza 0,25%, przy czym wiadomo, ze
wartos¢ 3,629 jest najlepiej uzasadniona.

Przyktad dotyczacy algorytmu 1-punktowego wg 2.9

Ten algorytm postepowania jest najmniej doktadny, poniewaz krzywa odwzo-
rowania dotyka tylko w jednym punkcie do stopy zeba spedniajgc warunek zgod-
nosci kata stycznej 1 promienia krzywizny, tj. warunek zgodnos$ci dwéch pier-
wszych pochodnych.

Przy stosowaniu tego algorytmu otrzymuje sie najczesSciej me < 0, co wy-
maga wyliczenia wartosci XM wg wzoru (3.2) oraz wspédrzednej u™ wg wzo-
ru (3.3) .

Dla wyliczonych w punkcie 2.9 wartosci wspédczynnikéw odwzorowania w po-
szczeg6lnych punktach od a) do d) otrzymano nastepujace wartosci poszcze-
golnych sk#adowych naprezenia w stopie:

punkt

UM OM- 5 M+ so 6wyp
a) 0,057273 1,4456 -0,0889 2,0170 3,3737
b) 0,079189 1,5472 -0,0558 1,9811 3,4725
c) 0,097984 m 1,5604 -0,0489 1,9251 3,4366
o) 0,113771 1,5285 -0,0538 1,8663 3,4010
gdzie:
v - oznacza naprezenie pochodzace od sity P = -1,

em+ — Ozhacza naprezenie pochodzace od sity P = 1,
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6Q - oznacza naprezenie wypadkowe od sit przytozonych w wierzchotku
krzywej,
&wyp -"okres$la naprezenie wypadkowe, bedace sumg trzech skdadowych.

Powiekszenie sity wywotujacej moment do i 100 i odpowiednie zmniejszenie
ramienia jej dziatania XM nie wniosto istotnych zmian w naprezeniach.
Najwieksze naprezenie wykryto w punkcie b), co nie oznacza, ze jest ono ab-
solutnie maksymalne, ale trudno spodziewaé sie istotnych zmian w najbliz-
szej okolicy. Przyjmujac umownie te warto$¢ za maksymalnag, popednia sie w

stosunku do poprzednio wykrytych wartosci bdad rzedu 4,3%.

3.6. Obliczanie wspétczynnikédw koncentracji

W wielu przypadkach celowe jest wydzielenie z ogélnej wartosci napreze-
nia w stopie zeba poszczeg6lnych sktadowych wynikajgacych z dziatania
momentu zginajacego sity promieniowej i sity stycznej do kota. Wyraza sie

to za pomoca nastepujacej zaleznosci:

rfu = <€)gnomo’“\g +6cnonrr\l& * tnomog‘ B9
gdzie:

sgnom Ces* (3-10)

nominalne naprezenie od zginania zeba,

=S
1

- ramie zginania zeba,
kat dziatania sity,
- potowa grubos$ci zeba w rozpatrywanym przekroju,

X & =
|

jscnom = “TTTA

- nominalne naprezenia od sity promieniowej

= c°s” G 1)

- nominalne naprezenie od sity stycznej

OCgi oCC» oCt - wspodczynniki koncentracji .-

Spos6b poszukiwania wspétczynnikédw koncentracji przedstawiony bedzie na

przyktadzie obliczeniowym.
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Znane sa hastepujace wspoédczynniki odwzorowania, zaczerpniete z poprzed-

nio omawianych przyk+adoéw:

ar = 0,076728 b1= 0,057064 e =0
az = 0,099304 t = 0,211407 > =0,4698615
a3 = 0,272222 b3 = 0,573211

Za pomoca wzordéow (2.7), (2-8), (2.26) i (2.27) wyznacza sie podstawowe
parametry zeba w miejscu u = 0,44

X = 1,024243 i =0,491911

1,880060 R =-0,566528

T
1}

Wybrano w tym przyktadzie u = 0,44, tj.okolice wystepowania ”“umax- Ramie
dziatania sity h = H. Dla przyjetych wielkosci wyznacza sie ze wzorow
(3.10)-... (B8-12) nominalne wartosci naprezen w tym miejscu

Snom = 2,396857

Snom * -0,221023

Snom 0,435263

Aby wyznaczy¢ zaleznosci umozliwiajace okreslenie wartosci wspédczynni-
kéw koncentracji, celowe jest przyjecie do obliczen specjalnych przypadkéw
obcigzen:

1) obciagzenie sita jednostkowg pod katem Ip= " = 90°, ktére wywotuje
wytacznie naprezenia od sity promieniowej, co pozwoli na bezposrednie wy-
znaczenie wspédczynnika koncentracji o”n,

2) obciazenie sita jednostkowg pod katem = o na dwéch wysokosciach
h, co spowoduje zmiane naprezen od zginania zeba przy statej wartosci na-
prezen od sity stycznej.

Ad 1: Stosujac wzory @.4) ... 3.8) wyznaczono dla u = 0,44 oraz
7€=2 warto$¢ naprezen 6 = -0, 9379, za pomoca wzoru (3.11) przy tych sa-
mych zakozeniach okreslono 6Cnom = -0,488165, biorac poduwage,ze napre-
zenia wyznaczone za pomoca wzoréow (3.10) oraz (3.12)maja wartosci zerowe,

wylicza sie ze wzoru (3.9) wspétczynnik koncentracji

S5u -0,9379

~C oM 488165 1-9213
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Ad 2. Przyktadajac sita jednostkowa pod katem ~ =0 na wierzchotku ze-
ba (u = 0) otrzymuje sie h = H = 1,880060, a stad za pomocg wzordéw (3.4)...
(3.8) catkowite naprezenie = 4,5464 oraz nastepujace naprezenia nomi-
nalne o6gnora = 2,688171 ze wzoru (3.10) oraz “tnom = 0,488165 ze wzoru
((3.12) .

Stad otrzymuje sie na podstawie roéwnania (3.9) zaleznosé

4,5464 = 2,688171 ot + 0,488165 «t (3113)

W celu uzyskania drugiego réwnania nalezy zmieni¢ wysoko$¢ dziatania sity
przy tych samych pozostatych parametrach.

Wybiera sie dowolnag wartos¢ parametru,np. u® = 0,05 i dla tej wartos-
ci wylicza siez zaleznosci (2.8) wspédrzedng H = 0,612437, co okresla
ramie dziatania sity na h = H - Ha = 1,880060-0,612437 = 1,267623. Na tej
podstawie ze wzoru (3.10) wylicza sie nominalne naprezenie “gnom = 1,812489
przy nie zmienionej wartosci naprezenia nominalnego ~tnom = 488165.

Za pomocag wzorow (3 .4). ..(3.8) wylicza sie catkowite naprezenie dla
ua = 0,05, ktére wynosi s6su = 3,4041. W ten sposbéb otrzymuje sie drugie
réwnanie zawierajace poszukiwane wartosci wspoédczynnikéw koncentracji zgod-
nie ze wzorem (3.9)

3,4041 = 1,812489 @ + 0,4881 65 OCt (3.14)

Odejmujac stronami otrzymuje sie:

1,1423 = 0,875682 OCg , (3.15)

a stad

0Gg = 1,30447

«t = 2,1299

oraz

o, = 1,9213 wyliczone w pierwszym etapie.

D-la sprawdzenia wynikéw oblicza sie maksymalne naprezenie podczas dzia-
tania sity pod katem = 0,4698615 zgodnie ze wzorem (3.9)

6u = 2,396857 . 1,30447 - 0,221023 . 1,9213 +

+ 0,435263 . 2,1299 = 3,629,

co jest zgodne z wynikami bezposrednich obliczen za pomoca wzoréw (3.4)...

(3.8) .
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Wyniki obliczen wspétczynnikédw koncentracji naprezen zaleza od miejsca
przytozenia sity. Jezeli w powyzszym przyktadzie przyjmie sie wua = 0,01,

to otrzyma sie nastepujace wartosci:

ac = 1,9213 (bez zmian) g = 1,336 oraz ackt = 1,956

W przypadku poprawnego odwzorowania wierzchotka zeba o wspédrzednych
Xa, Ha, gdy e > 0, przy zatozeniu dwéch punktéw przytozenia sity: na
wierzchotku, gdzie ug = 0,004906 oraz nieco ponizej, gdzie u = 0,01,
otrzymuje sie w miejscu wystepowania maksymalnych naprezen, tj. dla u =
0,45, nastepujace wartosci wspodczynnikow:

C, = 1,88 g = 1,35 «t = 1,84

Nieco inne wartosci wspédczynnikéw cfg i oct otrzymuje sie stosujac
czyste zginanie dla wyznaczenia wspétczynnika oQg .

Wyliczone wartosci maja jednak tylko ograniczone zastosowanie w probie
enominalnego rozdziatu naprezen.

3.7. Wykorzystanie funkcji odwzorowan przy obliczaniu naprezen metodami
HES i MEB

Dobierajac wartosci wspoédczynnikéw &, 1" b~ a takze liczbe par tych
wspétczynnikéw K uzyskuje sie figury przypominajace zarys zeba o bardzo
zréznicowanych ksztattach, dajacych sie wyliczy¢ za pomoca wzoréw (2.7),
2.8) , (2.26) i (.27) .

Rozkd+ad naprezen na zarysie tak otrzymanej figury mozna wyliczy¢ za po-
mocg wzoréw opisanych w punktach 3.3 i1 3.4, oczywiscie z wyjatkiem miejsca
przytozenia sity. Nalezy mie¢ na uwadze, ze otrzymany wystep usytuowany
jest na potptaszczyznie utwierdzonej w nieskonczonej odlegtosci od wystepu.

Tak wyznaczony ksztadtt i rozktad naprezen na obwodzie moze stanowi¢ do-
godny przyktad obliczeniowy w metodach MES i1 MEB. Zmieniajac liczbe i roz-
k#ad punktédw obliczeniowych oraz sposéb utwierdzenia mozna przeanalizowac
wrazliwos¢ metod MES i MEB na spos6b wyboru punktéw obliczeniowych i przez
préby wyznaczy¢ optymalne warunki obliczeniowe, a takze oceni¢ wypadkowy

btad obliczen.
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Zatacznik 4

MATERITALY UZUPELNIAJACE

4.1. Wartosci naprezen uzyskane innymi metodami obliczeniowymi

W literaturze spotyka sie informacje dotyczace maksymalnych naprezen w
stopie zeba dla szczegélnych przypadkédw, uzyskane za pomoca réznych metod
obliczeniowych. Niektére informacje moga postuzy¢ do analizy u.zyskany¢h po-
przednio opisanymi metodami wynikéw. Daja one takze poglad na ztozonos$¢ za-
gadnienia i trudnosci wystepujace w rozwigzywaniu tego typu zadan.

W celu ujednolicenia oznaczen w dalszej czeséci opracowania stosowany be-
dzie wzér definicyjny

émaxbm
“.DH

Jego odpowiednikiem jest zgodnie z norma 1SO, DIN, RWPG wyrazenie:

Y, =Y “.2)

gdzie:
Ypa - wspodczynnik ksztattu zeba w przypadku przytozenia sity na wierz-
chotku zeba,
Yg - wspo6tczynnik koncentracji naprezen.
W niektérych metodach obliczen naprezenia odnoszone sa nie do sidty nor-

malnej Pn, lecz sity obwodowej, co wymaga kazdorazowego sprawdzenia oraz

wprowadzenia ewentualnej korekty.

4.2. Wykres do wyznaczania wartosci Y

W pracy (L.7) przedstawiono wyniki obliczen przeprowadzonych metoda ele-
mentéw skoniczonych (MES) zebdéw prostych wykonanych za pomoca zebatki o na-
stepujacych parametrach:

- kat zarysu @ =20°,
* wysokos$¢ gtowy zeba h 1.25,
promien zaokraglenia gtowy zeba zebatki an 0,375.
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Do obliczen przyjeto 230 elementédw czworobocznych, z ktérych kazdy miat
s wezd6w (@ w narozach i 4 w potowie boku). ktgczna liczba wez#6w wynosita
761, a liczba réwnan przekraczata 1500.

Rysunek Z.4.1 przedstawia wartosci wspodczynnika Yg lub wartosci na-
prezen maksymalnych wyliczonych przy zatozeniu: Pn =1, b =1 oraz m =1.
Jak wynika z rysunku, poszczeg6lne punkty obliczeniowe wykazywaty nieznacz-

ny rozrzut wobec linii x = const.

A
-t 1t t—t—1——1—1 1 1 1 1 i | iijon
10 11 12 13 14" 16 18 2022 25 30 40 60100 500

NUMBER - OP; TEETH Z

Rys. Z.4.1. Maksymalne naprezenia Yfi wyliczone metoda MES wg (L.7)
Fig. Z.4.1. Maximal stresses calculated by MES method
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4.3. Wzér okreslajacy wartosci Y_ na podstawie parametréw zeba i na-

rzedzia

W nie publikowanej dotychczas pracy autor opracowat wzér pozwalajacy z
doktadnosciag lepsza od 3% obliczy¢ wartosci wspoédczynnika Yg w szerszym
zakresie zmiennych. By+ on sprawdzany sporadycznie za pomocg danych litera-
turowych dotyczacych innych przypadkéw, niz to obejmuje rysunek Z.4.1.

Wz6ér oparty jest na parametrach zeba, w miejscu gdzie styczna zawiera z
osia zeba kat 30°, co znacznie upraszcza obliczenia.

W celu skupienia uwagi wielkosci te oznaczone bedg w spos6b wyrézniajacy

je sposrod poprzednio wyliczanych wielkosci:
e - ramie dziatania sity odpowiada wysokosci H”go,

s = ﬁf - potowa grubosci zeba w rozpatrywanym przekroju odpowiada wspo4-

rzednej XjgbD,
7T - kat zawarty pomiedzy kierunkiem dziatania sidy 1 osig X, jak
w poprzednich obliczeniach,

- promien karbu w rozpatrywanym miejscu réwny rZ3g»-

Powyzsze wielkosci mozna wyznaczy¢ przez interpolacje lub przez iteracje
za pomoca wzoréw zawartych w zakaczniku 1, nastepnie podstawi¢ do wzoru:

Ye = jj,5 ] - 0,75(0,52 tg+ - 1)}~ ~ = [0,9 + 0,26 (p-) '65Y 4.3

Pierwsza cze$¢ wzoru okresla nominalne naprezenia pochodzace od dziatania
momentu zginajacego, sktadowej Sciskajacej 1 sktadowej Scinajacej zab.
Czes$¢ druga moze by¢ traktowana jako wspédczynnik koncentracji naprezen wy-
wotanych dziataniem karbu. Wzér (4.3) dotyczy zebdédw wykonanych zaréwno za
pomoca zebatki, jak tez diutaka.

Dla celdéw poznawczych mozna za pomocg wzoru (4.3) przeprowadzic¢ badania
jakosciowe rozktadu naprezen wzdduz stopy zeba. Dlatego dla wyliczonych w
kazdym punkcie stopy wartosci ramienia dziatania sity H, potowy grubosci
zeba X 1 promienia karbu w rozpatrywanym punkcie R przy zadanej wartos-
ci kata wylicza sie wartosci wspétczynnika Y stosujac odpowiednie
podstawienia. Celowe jest tez wyliczenie oddzielne obuczesci wzoru, tj.
wartosci nominalnych naprezen oraz wspoétczynnika koncentracji. Narys.

Z.4.2 przedstawiono:

- ksztatt stopy zeba w postaci zaleznosci X = f(H),

- wielko$¢ promienia karbu R w funkcji wspoédrzednej H,
- wartos$¢ kata“stycznej ¥ w funkcji wspéirzednej H,

- naprezenia nominalne 6nom’
- wsp6tczynnik koncentracji Ys,

- wypadkowe naprezenie maksymalne w okreslonym punkcie stopy zeba “max-






Z rysunku wynika miedzy innymi:

- znaczne podciecie stopy zeba ze wzgledu na mata liczbe zebdéw w kole
z =10, X =0,

- monotoniczny spadek wartosci promienia karbu w miare wzrostu wspédrzed-
nej H,

- monotoniczny wzrost kata stycznej do zarysu,

- monotoniczny wzrost wspétczynnika koncentracji naprezenyg,

- wystapienie maksymalnych wartosci w stopie w okolicy H =1,85, czemu od-
powiada kat stycznej ok. 15°, nie wystagpity one w miejscu najwezszego

przekroju zeba w okolicy H = 1,6.

4.4. Rozszerzenie zakresu odwzorowan

W niektérych przypadkach korzystnie jest wprowadzi¢ dodatkowy wspédczyn-
nik c¢ umozliwiajacy rozszerzenie zakresu odwzorowan. W tym przypadku po-

dane poprzednio zaleznosci przyjmuja nastepujace postacie:

wzér (@) z rozdziatu 2.1

“.9

Wzér () pozostaje bez zmiany, co pozwala na zmiane stosunku Xm/Hm® 9dy
c > 1, to zab jest grubszy niz w przypadku c¢ = 1.

Wzory w zataczniku 1 pozostaja bez zmian.

W zatgczniku 2 wystepuja nastepujace zmiany:

wzér (@ -1) przyjmuje postac

X + iy = cw + ie, (4.5
wzér (2.3) przybiera postacé
K
4.6
k=1
wzoér (2.4) otrzymuje postac
K
“.7
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wzér (2.7)
X =x =cu_ + <4.1)
k=1 um + bk
wzér (@ -11)
3X -
m ) 4* ak<bk - um> @.9)
m =

' < A+ b k)2

wzor. (2.22) stosownie do wzoru (2.11) przyjmuje postaé (4.9).

W analogiczny spos6b zmieniaja sie:
wzér (2.31) bedacy szczegdlng postacia wzoru (2.7) przyjmuje wartosé wg
wzoru (4.8),
wzor (2.33) zmienia sie stosownie do wzoru (2.11) i przyjmuje postadé wg
wzoru (4.9) .

Wzory w zataczniku 3 ulegaja nastepujacym zmianom

wzér (3.1) przyjmuje postad

Xa = cua + 2 (4-10)
k=1 ua + bk

wzor (3.3) przyjmuje postad

K
akuM -9
cCuM ¥ - 2 2 am <1 -1
K=1 M K

wzér (3.8) otrzymuje postad

[£AKFK -2 sk - B . -2 rk1 -0

) (4.12)
«u =4 (C -2 Fk)2 + 12 LR)2

Ostatnie zmiany dotyczg tablic Z.3.1 oraz Z.3.2:
Wyrazenia w graniastych nawiasach wystepujace na przekatnej macierzy majag w
miejsce 1 warto66 c¢ wg symbolicznego zapisu

(4.13)
k (bk + bj> J



4.5. Programy obliczeniowe

W Instytucie Transportu Politechniki $lagskiej znajduja sie programy
1BM:

1) obliczanie naprezen metoda MOW opisang w niniejszym opracowaniu,
2) obliczanie naprezen w zebach o dowolnych ksztaktach metoda MEB.

Spos6b wykorzystania programéw komputerowych wg uzgodnienia.

na



OBLICZANIE NAPREZEN W PODSTAWIE ZEBA

Streszczenie

W teorii sprezystosci znane sg stany naprezen w ptaskich figurach zbli-
zonych ksztattem do zebdéw kot zebatych. Uzyskano je za pomoca odwzorowania
wiernokatnego na poétptaszczyzne. Dobierajac odpowiednio wartosci wspoédczyn-
nikéw zawartych w funkcjach odwzorowania mozna z bardzo duzg doktadnoscig
uzyska¢ ksztatt zeba, ze szczeg6élnym uwzglednieniem miejsca wystepowania
maksymalnych naprezen w stopie zeba.

W pracy podano algorytmy numerycznych obliczeh naprezen w podstawie ze-
béw prostych, przystosowane do mozliwosci matych kalkulatoréw. W rozdziale
1 oméwiono algorytm obliczania zarysu zeba wytworzonego za pomocg harzedzi
0 bardzo zréznicowanych parametrach. Ta cze$¢ opracowania moze by¢ wykorzys-
tana takze przy stosowaniu innych metod obliczania naprezen, np. MES lub
MEB, wymagajacych jednak kalkulatoréw o duzej pojemnosci.

W rozdziale 2 oméwiono zasade i przedstawiono algorytm poszukiwania pa-
rametrow funkcji odwzorowania w roéznych wersjach, umozliwiajacych uzyskanie
wymaganej dokdadnosci dla szerokiej grupy két zewnetrznie uzebionych. Po-
szukiwana funkcja zapewnia spednienie nie tylko wymagan odno$nie do wspé+-
rzednych zarysu, ale, co jest bardzo istotne, zapewnia zgodno$¢ pierwszej
1 drugiej pochodnej, co jest konieczne dla prawidtowego odwzorowania krzy-
wizny podstawy zeba.

W rozdziale 3 przedstawiono algorytmy wyliczania naprezen u podstawy
zeba dla dowolnego potozenia sity miedzyzebnej, np. na wierzchotku zeba lub
w miejsce jednoparowego zazebienia. Umozliwia to badanie wpdywu stopnia za-
zebienia na warto$¢ naprezen w podstawie.

Rozdziat 4 zawiera analize pordéwnawczg podstawowych sposobéw wyliczania
naprezen znanych z literatury przedmiotu oraz materiaty uzupedniajace przy-
datne w tej analizie.

Rozpowszechnione a czesto tez znormalizowane metody obliczen wytrzymatos$-
ci zeba zawieraja z koniecznos$ci szereg zatozen upraszczajacych, ktoére
utrudniaja procedury optymalizacyjne szczegbélnie w przypadku istotnych zmian
ksztattu narzedzia wytwarzajacego zab.

Bardzo trudno jest poréwnywac¢ wyniki obliczen otrzymanych za pomoca ta-
kich metod, przystosowanych do celéw praktycznych, tj. omijajacych trud-
niejsze problemy obliczeniowe.



- 91 -

Przedstawione algorytmy umozliwiajg ocena wpdywu nawet drobnych zmian

ksztattu narzedzia i

stawie. Umozliwia to

na wytrzymatos¢ zeba

chni

utwardzanych ma

parametréow kota zebatego na wielko$¢ naprezen w pod-
prowadzenie analiz optymalizacyjnych g#déwnie z uwagi
na ztamanie, co wobec stosowania powszechnie powierz-

obecnie szczegélne praktyczne znaczenie.



packet hauphd&ehhM b ochobe 3yBA

P a3s3 »xae

B TeopHH ynpyrocTH x3B8cthli coctohhhh HanpaxaHHil b nxooxax $Hrypax,
$opxod HanoMHHax>mnx 3y6ka 3yOaaTux xoaéc. Cootohhhh b_th noJiyaeHbi npa no-
U.OAK KOHtJopMHoro oTodpaxeHHa Ha nojiymiocKooTk. noAOapaa oootbstctbshho
3HaH8HHa KO3(xJ)HHHeHTOB, HXeiOmHXCH B OTO$paxaXXgHX tpyHKIXHEX, MOXHO O SaJlbmotd
ZOHHOCTBJO nonyquzb <Jopxy 3y6a, € ocoOuy yvézox xecTa BUCtynaHHa HaaOoxbSHx
HanpaxaHx6 b ochobb 3yla.

B paloTa npaAciaBxeHH axropHixx u&iuhhhhx pacnéTOB HanpaxeHHtt b oohobb
npo.cixx 3y6beB. AjiropalxH npHonocoOxeHii flxa xaaux xaxkxyaaiopoB.

B napBOtt xaoTx npBAOiaBJieHH axropHixii paoaéia npochAH)iH syba, H3roTOBaxa-
uoro npx xoxonx HHCzpyxaHZob ¢ pa3jihhhhhh napaxezpaxH, 3za saoTk pa3palozxH
xoxaz OUTL xcnosksoBaaa TaxxB ¢ npHXBHBHXBX Apyrxx xbtoaob pacséia Hanpa-
xbhh8, xanpxxep MEC hah HEB, TpeOyxiRHX xaakxyaaTopoB 6oxkae& xoihhocth.

Bo atopoB rxasa orosopaH npHHsxn x npOACTaBABH ajiropazx noxoxa napaxe-
TpoB ijgnoapx 0zoOpaxaxxa c palliHHoft xoH$xrypartH«8f no3BajtxsaaB noxyaxib
zpedyexy» tohhootb paoaézoa Axa nxpoxoro xxacoa 3yQaazux xox&o o bhoehhu
3aaanxeHxeM. HaSABXHax yyHxgHa BunoxHxez h* toabxo ipaCoaaBxa so othoibbhh»
X xoopAXHazax npotjmaa ho x to, hto aBxaaioa Backxa oygecTBeHHUX, cooiBai-
OTByei zpe(OOBaHxax no coraaecoBaxHOCTH nepsoii X BTopoB npoxsaocAHoS, ito b
obob oaapaAB aBaaeioa hboOxoaxxhm am npasnjikHoro oiofipaxaHxa xpxxoB ooho-
bxhxx sy(5a.

B, xpaik*#" rxaBB Aaax axropxixu pacaéia aanpxxsHxB b oohobb 3y0a aax
OpoxiBOABHoro noxoxeHxa CXAX AadoiByxanafl xexAy. aySkaxx, Banpxxep, Ha sep-
xyxxa ayOa hah b tohkb OAHonapHoro sanenxBHxa. 3to Aaéz bosxoxhootb xooxe-
AOBaaxa BXHaaxa czeneHX aanenaaHxa aa Bexxaxay HanpaxahhS a oohobb 3yOa.

B aBTBéptoad rxasa ja* cpaBHXTaakHuB amuixa xbtoaob paoxéza HanpaxeHxFi
X3BBOTHXX no ahiepalypHHx HOToaHxxax a taxxe aouoahhzbaihXa xaTapaaax npx-
roAHU*B axaxxBe,

HeoCxoAxxo Baxsixik, Xio bcboOxb npHxaxaexua, HBOAHOxpaiHO HopxxpoBas-
Kus, xazoAH pacaéza conpoTxaxaHxa 3yQa, xax npaaxxo ytixTxaxBT pxA ynpoage-
hx8, xoTopxe oAHaxo satpyAXjuM onTHXH3anjioHHi[e sponsAjrpH paoxéTOB a oxyaae
eyABOTBBKHKXx x3xaHeHxJt (JiopH xHCTpyxBHta x*roioBia»XBro »ydka. noailoxy
OHBHk TpyAHo cpaBKHBaik pBsyxkiaiX paox&€ioB, noxyHBXHMX Taxxx oOpaaox,

i.e. xbtoaob npxonocoOabhhhx Axa npaxTxxsoxxx pexeft a oOxoaxhwx TpyAXue
paoxéTHUB npoixexH.
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npexcTaBXtHBUe b jaaaod paCoie ajiropaxMu ilobbsuhadt oaeHHBaik bjhlbhkb
*aa« K«3HaqgHiejji.Hux asMeueiuiS clopuH oCpaflaiuBaionero HHCipyueaia h napaao-
TpoB 3yO«iaToro Kooieca, aa BejHmaay aanpaaaaatt a ochobs ayda. 3to jaéi bo3-
uoxHocib B80TH onTHMajiHsaiiiioKHait anajina rjeaBHHM oOpa3oa ¢ ygéioa oonpoi-
BjiaHHA aa naiouKy 3yOa, no aweoT Oojibnoe npaaiaaecKoa saaaaHHa b aaxy xa
Booodgae npaMaaaaa* 3aKajiica noBepxaocia ayObSB.



STRESSES COMPUTATION IN THE BASIS OF A TOOTH

Summary

In the elasticity theory stresses states in the plane figures similar to
gear teeth are known. Conformal mapping onto the half plane is used to find
them. .Choosing valtues of cofficients contained in the mapping functions the
shape of the tooth is obtained with great accuracy with special attention
paid to the places of maximal stresses in the base of the tooth.

In the work numerical algorithms are given which enable the stresses
computation in the base-of simple teeth. In the section 1 the algorithm for
finding the boundary line of _the tooth made by tools with differentiated
parameters is proposed. This part may be also used to appl other methods
of stresses calculation eg. MES or MEB, for which however calculators with
big memory is needed.

In the section 2 a principle and an algorithm for search of parameters
of the mapping function in different versions -is presented. It enables to
obtain the required accuracy for broad class of externally toothed wheels.
These requirements are fulfilled by this function which ensures also the
agreement of the first and second derivative necessary for the right map-
ping of the curvature of the tooth base.

In the section 3 the algorithms of stresses calculation for any place-
ment of the interteeth force are presented. It enables the investigation of
the influence of the tooth degree onto the value of the stress in the base.

In the section 4 the comparison analysis of basic methods known from the
literature is presented as well as the materials applicable in this analysis.
The popular and often normalized methods of the tooth strenght calculation
contain many simplifying assumptions which complicate optimization subrou-
tines especially in the case of the important changes of the shape of the
tool producing the tooth. It is very difficult to compare the results of
the computations obtained by the use of such methods prepared for practical
purposes 1.e. by passing more difficult computational problems.

Presented algorithms enable the estimation of the effect of small chan-
ges in the shape of the tool and parameters of tooth gear onto the value of
the stresses in the base.. It enables to perform the optimization analysis
mainly for the bending strenght. It is "especially important because harde-
ned surfaces are often used in practice.*
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